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Docteur  es  Sciences. 


PROPOSITIONS  DIRECTES. 


1,  Le  théorème  de  Caruot,  relatif  aux  segmeiUs  dé- 
terminés sur  les  côtés  d'un  polygone  fermé  par  les  inter- 
sections avec  une  conique,  ou  plus  généralement  avec 
une  courbe  algébrique  plane  d'ordre  quelconque,  me 
semble  pouvoir  être  démontré  d'une  façon  simple,  à 
Taide  d'un  petit  nombre  de  remarques  destinées  surtout 
à  abréger  le  langage  et  l'écriture.  Par  ce  procédé,  on 
arrive  aisément  à  unegénéralisatiou,  concernant  l'espace, 
qui  est  peut-être  nouvelle  et  qu'en  tous  cas  je  n'ai  trou- 
vée nulle  part.  Enfin,  on  peut  établir  une  série  de  pro- 
positions corrélatives,  aussi  bien  pour  le  plan  que  pour 
l'espace. 

2.  Considérons  un  segment  AB,  limité  aux  extrémi- 
tés A  et  B,  et  tracé  dans  un  plan  qui  contient  une  courbe 
(F)  d'ordre  «.  La  droite  AB  indéfiniment  prolongée 
coupe  la  courbe  en  n  points  Pf ,  P2, . . . ,  P/i,  réels  ou  ima- 
ginaires. Supposons-les  d'abord  tous  réels  et  formons  les 


rapports 


(6) 

PjJB  \\  B  PJB 


considérés  en  grandeurs  et  en  signes. 

Le  produit  de  tous  ces  rapports  sera  ce  que  nous  appel- 
lerons la  puissance  du  segment  AB  par  rapport  à  la 
courbe  (F).  Nous  le  désignerons  par  la  notation  ^r(AB) 
et  nous  écrirons  ainsi 

^^  -^li.^»;      P,A.PjA...P«A 

Par  suite  de  cette  définition,  il  est  évident  que  les 
quantités  ^J:V(AB)  et  ^J?r(BA)  sont  inverses,  puisqu'il 
suflSt  do  permuter  les  deux  lettres  A,  B,  c'est-à-dire 
qu'on  a 

{■x)  aY(AB).^fr(BA)  =  i. 

3.  Même  lorsque  les  points  d'intersection  Pj ,  P2, .  • . , 
P,i  sont  en  partie  ou  en  totalité  imaginaires,  la  puissance 
<iV(  AB)  n'en  est  pas  moins  réelle. 

Pour  le  démontrer,  supposons  qu'on  ait  rapporté  la 
courbe  (r)  à  un  triangle  de  référence  ABC,  C  étant  un 
peint  quelconque,  et  que  son  équation,  en  coordonnées 
barycen triques,  soit 

(3)  aa''-+-^p«-}-CY"-^--  •  =  «• 

Pour  obtenir  les  points  Pj,  Po, . . .,  il  faut,  dans  cette 
équation,  faire  y  =  o,  ce  qui  donne  une  équation  homo- 
gène en  a  et  p  : 

(4)  r/.a«4-...-!-6(3''  =  o. 

Si  Ton  prend  nn  point  P;^  quelconque  parmi  eux,  et 
si  SCS  coordonnées  sont  a^^  |3a,  o,  on  aura 

ÏV.H  -//,  r»;lB  ^  ,7.k 


(7) 

5^  étant  Tune  des  racines  de  l'équation 

Pa- 

(5)  a  (  ^  j    -+- . . .  H-  6  =  o. 

Mais    le   produit    de    toutes  ces    racines  est  ( — i)"-» 

Donc  la  puissance  de  AB,  déCnie  comme  nous  l'avons 

fait  ci-dessus,  est  ( —  i)^"  -  =  -?  c'est-à-dire    toujours 
réelle. 

4.  Si,  reprenant  l'équation  (3)  de  la  courbe  (F),  nous 
appliquons  successivement  au  côté  BC,  puis  au  côté  CA9 
ce  qui  vient  d'être  dit  au  numéro  précédent  pour  le  côté 
AB,  nous  aurons  évidemment 

(6)     «r(AB)  =  ^,       ï'r(BC)=|,       <rr(GA)=| 

et,  par  multiplication, 

(7)  ^Y(AB)4Y(BG)*r(GA)  =  i, 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  Carnot  pour  le  cas  d*un 
triangle. 

5.  Considérons  maintenant  un  polygone  fermé 

ABCD...LA, 

d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  dans  le  plan  de  la 
courbe  (F).  Prenons  un  point  O  arbitraire,  dans  le  plan, 
et  formons  les  triangles  OAB,OBC,  .  . . ,  OLA.  Nous 
aurons,  en  vertu  de  la  formule  (7),  et  en  supprimant  les 
indices,  pour  plus  de  simplicité, 

*(OA)$(AB)$(BO)=i, 
,«(OB)$(BG)$(GO)  =  i, 

"      1 

(i:VoL)avL\)aVAO)  =  i. 


(8) 
Multipliant  toutes  ces  égalités,  eu  tenant  compte  de  la 
formule  (2),  il  nous  resïe 

(9)  $(AB)$(BG)...tr(LA)  =  i, 

formule  qui  exprime  le  théorème  de  Carnot  pour  un  po- 
lygone plan  quelconque. 

6.  Imaginons  actuellement  une  surface  algébrique  (S) 
d*ordre  71^  et  un  segment  Ali  qui,  indéfiniment  pro- 
longé, coupe  la  surface  (S)  en  n  points.  Nous  définirons 
comme  ci -dessus  la  puissance  du  segment  par  rapport  à 
la  surface  (S),  et  il  suffira,  pour  Tobtenir,  de  considérer 
la  section  de  la  surface  par  un  plan  quelconque  passant 
par  AB  et  de  prendre  la  puissance  de  AB  par  rapporta 
celte  courbe  de  section. 

Si  ABC.  .  .LA  est  un  polygone  gauche  fernié  quel- 
conque, et  si  nous  prenons  un  point  O  arbitraire  dans 
l'espace,  les  triangles  OAB,  OBC,  .  .  . ,  OLA  détermine- 
ront autant  de  plans  qui  couperont  la  surface  (S) 
suivant  des  courbes  de  même  ordre;  et  nous  pourrons 
conséquemment  écrire  encore  identiquement  comme  ci- 
dessus  les  équations  (8),  les  puissances  des  segments 
étant  ici  prises  par  rapport  à  une  surface  au  lieu  de 
Tètre  par  rapport  à  une  courbe  plane.  Nous  en  dédui- 
rons la  formule  (9),  e'est-«à-dire  que  le  thcorctna  de 
Carnot  s'applique  à  un  polygone  fernié  gauche  et  à 
une  surface  algébrique  quelconque, 

7.  Le  théorème  de  Carnot,  soit  dans  le  plan,  soit  dans 
l'espace,  conduit  à  un  nombre  considérable  d'applica- 
tions et  à  des  i^inarques  assez  curieuses  au  sujet  des 
conditions  déterminantes  d'une  courbe  algébrique,  et 
auxquelles  il  convient  de  s'arrêter  un  instant. 

Tout  d'abord,  si  on  rajiplîque  à  une  droite  el  à  un 


(9) 
triangle,  on  a  le  lliëorème  des  transversales,  et  la  propo- 
sition réciproque  est  vraie;  e'est-à-dire  que,  si  trois 
points  sur  les  côtés  d'un  triangle  satisfont  à  Tidenlité 
exprimée  par  le  théorème  de  Carnot,  ces  trois  points 
sont  en  ligne  droite.  Il  en  est  de  même  pour  six  points 
(deux  sur  chaque  côté  d*uu  triangle).  S*ils  satisfont  à 
l'identité  de  Carnot,  ils  sont  situés  sur  une  conique. 
Cette  réciprocité  tient  à  ce  que  le  nombre  des  points 
considérés  est  précisément,  dans  ces  deux  cas,  supérieur 
d'une  unité  à  celui  des  points  nécessaires  pour  la  déter- 
mination de  la  ligne,  savoir  :  2  pour  la  droite,  5  pour  la 
conique. 

II  est  intéressant  de  constater  que  ce  sont  même  les 
deux  seuls  cas  où  le  fait  se  produise,  et  où,  par  consé- 
quent, la  réciproque  du  théorème  de  Carnot  soit  vraie. 
Soit,  eu  elïet,  une  courbe  d'ordre  /i,  coupant  les  côtés 
d'un  polygone  de  p  côtés.  Le  nombre  des  points  déter- 
minants de  la  courbe  est  — ^^ — -^ ■  ;   celui  des  points  de 

section  c.sipn.  Il  faut  donc  qu'on  ait 

/î  (  /i  H-  3  )  /i*  -L_  3  n  -I-  •>. 

pn  = hi. 


'i  '  'in 


Comme  p  doit  être  entier,  le  numérateur  doit  être  divi- 
sible par  /i.  On  ne  peut  donc  avoir  que  n  =  i  (droite) 
ou  72  =  a  (conique).  Dans  les  deux  cas,  il  en  résulte 
p=z  'i  (triangle). 

Par  contre,  le  théorème  de  Carnot  nous  montre  que 
les  points  qui  déterminent  une  courbe  ne  peuvent  pas 
toujours  être  pris  arbitrairement,  môme  lorsqu'ils  sont 
en  nombre  inférieur  à  celui  des  conditions  détermi- 
nantes. A.insi  une  cubique  se  détermine  par  neuf  points; 
et  cependant,  si  nous  prenons  sur  les  côtés  AB,  BC,  CA 
d'un  triangle  deux  groupes  de  trois  points  P<,  P2,  Pa^ 


(  ■«>) 

Mi,  M2,  M3,  et  deux  points  N^,  N2,  ce  qui  fait  huit 
points,  le  troisième  point  JN3,  où  la  courbe  coupe  le 
côté  CA,  sera  complètement  déterminé  par  le  théorème 
de  Carnot.  Ainsi  huit  points  seulement  auront  pu  être 
choisis  arbitrairement,  dans  les  conditions  indiquées. 

Autre  exemple  :  une. courbe  du  sixième  ordre  coupe 
en  dix-huit  points  les  trois  côtés  d*un  triangle.  On  ne 
peut  donner  arbitrairement  que  dix-sept  de  ces  points, 
en  vertu  du  théorème  de  Carnot;  et  cependant  il  faut 
vingt-sept  points  pour  déterminer,  eu  général,  une 
courbe  du  sixième  ordre.  On  voit  combien  les  conditions 
géométriques  imposées  apportent  de  modifications. 

Dans  l'espace,  il  en  est  encore  de  même.  Comme 
unique  exemple,  appliquons  la  proposition  du  n**  6  à 
une  surface  du  second  ordre  coupant  les  côtés  d'un  qua- 
drilatère gauche  en  huit  points;  lorsqu'on  se  sera  donné 
sept  de  ces  points,  le  huitième  sera  entièrement  déter- 
miné, bien  qu'il  faille  neuf  points,  en  général,  pour  la 
détermination  de  la  surface. 

Par  analogie  avec  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  cherchons 
les  cas  dans  lesquels  la  proposition  réciproque  du  théo- 
rème de  Carnot  est  applicable  dans  l'espace.  Le  nombre 
des  points  nécessaires  pour  la  détermination  d'une  sur- 
face du  71'^"®  ordre  est 

N  =  g(,is-+-6n4-,,). 

Si  donc  une  telle  surface  rencontre  les  côtés  d'un  poly- 
gone gauche  quelconque  de  p  côtés,  ce  qui  fait/'/z  points 
d'intersection,  nous  devrons  avoir  ^«  =  N  -+- 1  ;  en  effet, 
si  les  pn  points  donnés  satisfont  à  l'identité  de  Carnot, 
comme  on  peut  en  prendre  arbitrairement  pn  —  i  =  N 
et  qu'ils  suffisent  à  la  détermination  de  la  surface,  le 
(i\  -j-  I y^'""*  srra  donc  aussi  sur  celte  surface. 


(  "  ) 

Or,  en  résolvant  en  nombres  entiers  l'équation  indé- 


le  r  m  I  née 


pn  =  -r  (  «'  -H-  b  /i  -h  1 1  )  -t- 1 , 


on  trouve  très  facilement  qu'elle  n^admet  que  les  solu- 
tions 

/i  =  I,       />=   4, 

n  =  a,        ^  =   5, 
n  =  6,        p  =  i,\. 

Ainsi,  dans  Pespace,  la  réciproque  du  tliéorènie  de 
Carnot  s^applique  : 

i''  A  un  quadrilatère  gauche  coupant  un  plan; 

2"  A  un'  pentagone  coupant  une  surface  du  second 
ordre; 

3**  A  un  polygone  de  i4  côtés  coupant  une  surface  du 
sixième  ordre. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  énoncerons  explicitement 
cette  réciproque  dans  ce  dernier  cas  : 

Si  l'on  donne  6  points  sur  chaque  côté  d\ui  polj- 

gone  gauche  de  i4  côtés  ABC. .  .L,  e/  si  Von  forme  les 

puissances 

P.B        PfiB 


P,A        \\\ 

Q|G       QfiC 
QiB' "QgB 

Si  A         SfiA 


—  as, 


•  •  • 


=  «li 


au  tnojen  de  ces  points;  si,  en  outre,  le  produit 

est  égal  à  l'unité,  les  84  points  considérés  sont  sur  une 
nuhtic  surface  du  sixicnie  ordre. 


I 


(  '^  ) 

8.  Nous  limiterons,  pour  abréger,  les  applications  du 
théorème  de  Carnot  à  un  très  pelit  nombre  d'exemples. 
Supposons  une  courbe  plane  d'ordre  n  coupant  un 
triangle  en  3/z  points;  si  n  est  impair  et  égal  àin'-f-i 
et  si  n'  groupes  de  6  points  (2  par  chaque  côté)  sont 
situés  sur  n'  coniques,  les  trois  points  restants  seront 
en  ligne  droite. 

Si  n  est  pair  et  égal  à  2  (  /i'  -f-  1  )  et  si  n'  groupes  de 
6  points  (a  par  chaque  côté)  sont  situés  sur  n'  coniques, 
tes  six  points  restants  sont  aussi  sur  une  même  conique. 

Ces  deux  propositions  se  déduisent  immédiatement 
de  l'identité  de  Carnot,  en  ayant  soin  de  se  rappeler  que, 
pour  les  coniques  et  les  droites,  la  réciproque  est  ap- 
plicable. 

Dans  le  cas  où  l'on  remplace  la  courbe  par  un  système 
de  trois  droites  A|B|C|,  A2B2C2,  A3B3C3,  la  première 
de  ces  deux  propositions  nous  montre  que,  si  B{ ,  Ci ,  C2<« 
A 2)  A3,  B3  sont  situées  sur  une  même  conique,  les 
trois  points  A|,  B^,  C3  sont  en  ligne  droite.  C'est  la  pro- 
priété de  V hexagone  de  Pascal,  qui  s'obtient  ainsi 
comme  un  simple  corollaire  du  théorème  de  Carnot. 

On  a,  en  eilet, 


\iC  B,A  C,B  __ 

—  '  1 


A,B  B,C  Cl  A 

A,  G  BiA  C.B 
AjB  BjG  G,  A 

As  G  B3A  GtB 
A3B  B3G  G3A 


=  I 


et,  en  outre, 

BiA  B3 A  GiB  G3B  AoG  A^G 

bTg  bTg  g,  a  gIÂ  ÂTiî  âTb 

Multipliant  entre  elles  les  trois  premières  égalités  ri 


=  I. 


(.,3) 
divisant  par  la  quatrième,  il  reste 


AjC  B2A  G 3IB  _ 
A,n  BjC  C,A  "'' 


ce  qui  montre  bien  que  les  trois  points  A|,  Bo,  C3  sont 
en  ligne  droite,  en  vertu  de  la  proposition  réciproque. 


PROPOSITIONS    CORRELATIVES. 

9.  Considérons  nn  angle  ACB  dans  un  plan  qui  con- 
tient une  courbe  T  de  classe  n.  Par  le  sommet  C  on  peut 
mener  à  la  courbe  //  tangentes  CPi,  CPo,  ...,  CP«, 
réelles  ou  imaginaires.  Dans  le  cas  où  elles  sont  toutes 
réelles,  formons,  pour  chacune  d'elles,  le  rapport 

sin(BGPA) 
sin(P^.GAr 

dans  lequel  nous  tiendrons  compte  du  signe,  d'après  les 
conventions  habituelles  sur  les  angles.  Le  produit 

aY(ACB) 

y      ,^  I  OU 

'  r^pf^TR)  ,  sin(BGPO   sin(BGt>,)        sinÇBGPQ 
y,rVA,  wy  -  sin(P,GA)  sin(P,CA)' "sin(P,,GA) 

sera  appelé  puissances  de  IJ angle  ACB  par  rapport  à 
la  courba  F. 

Par  définition  même,  il  est  clair  qu'on  a 

(2')  a>(A,  B)trr(B,  a)  =  i. 

Dans  CCS  formules,  les  lettres  A,  lî  peuvent  être  imaginées 
comme  représentant  les  côtés  mêmes  de  l'angle  ACB. 

10.  Lorsque  les  tangentes  CP,,  CPj.  . . .,  CP,/,  ou 
quelques-unes  d'entre  elles,  sont  imaginaires,  la  puis- 


(  -4^ 

sance  ^fr\A,  By  n*eii  reste  pas  moins  réelle.  Nous  le 
démontrerons  d'une  façon  tout  h  fait  analogue  à  ctslle 
employée  plus  haut,  en  supposant  l'équation  de  la 
eourbe  écrite  en  coordonnées  tangentielles  sous  la 
forme 

(3')  att^-f-ôt-'i-H  ctv«-h. .  .=  o, 

les  coordonnées  m,  i^,  «^  d'une  droite  étant,  par  exemple, 
dans  le  système  considéré,  proportionnelles  aux  dis- 
tances AA',  BB',  ce  de  cette  droite  aux  trois  sommets 
du  triangle  de  référence.  Si  alors  une  droite  GP(w,  v',  o) 
passe  par  le  point  C,  on  aura 

u  _  AGsin(ACP)  _  g  sin(AGP) 

i>  ~  BGsin(BGP)  ~  p  sini^BGP) 
et 

sin(BGP)  _g.__   .V 
sin(PGA)  ~~  jï^      '^â' 

p,  <7,  r  représentant  les  longueurs  des  côtés  BC,  CA,  AB 
du  triangle  de  référence. 

Or,  si  nous  voulons  obtenir  les  tangentes  à  la  courbe 
(F)  menées  par  C,  il  faut  faire  iv  =  o  dans  Téquation 
(3')  ci-dessuS;  ce  qui  donne  une  relation  de  la  forme 

ou 

(5')  b(-j-\-.,.~ha=o. 

Le  produit  de  toutes  les  racines  de  cette  équation  est 
( —  i)"  T*  Mais,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  ce 
produit  sera  aussi 

(-•)''|^^iY(AGB). 


1 


(  '^) 

Donc  4Y(ACB)=  ^  •J^  c'est-à-dire  que  ]a  puissance 
considérée  est  toujours  réelle. 

H.  Si,  reprenant  Téquation  tangentîelle  (3')  de  la 
courbe  F,  nous  appliquons  ce  qui  précède  aux  trois  an- 
gles du  triangle  de  référence  successivement ,  nous 
aurons 

(6')  {'fr(BAC)=^'^, 

Fil  t* 

œr(CBA)-  "-  - 

et,  par  multiplication, 

(7')  ^fr(ACB)$r(BAC)$r(CBA)=i. 

Nous  avons  ainsi,  pour  le  triangle,  la  proposition 
corrélative  du  théorème  de  Carnot  : 

Le.  produit  des  puissances  des  trois  angles  successifs 
ACB,  BAC,  CB/V  d'un  triangle,  par  j^apport  à  une 
courbe  plane  de  classe  /z,  est  égal  ù  l'unittL 

12.  Si  nous  prenons  maintenant  un  polygone  plan 
fermé,  dont  les  côtés  successifs  soient  désignés  par  A, 
B,  C,  . . .,  L,  nous  étendrons,  comme  au  n**  5,  à  ce  poly- 
gone le  théorème  ci-dessus,  en  choisissant  une  droite 
arbitraire  Q,  et  en  considérant  les  triangles  A,  B,  Q, 
puis  B,  C,  Q,  . . .,  L,  xA,  Q.  Nous  aurons  ainsi 

^r(grA)  9.^(0)  a^(BrQ)  =  i, 
(8')  I  ^'^'k>.  lO  a^(B,  c)a^(c,  q)  =  i, 

y?(y.  L)    a?(L,  A)a?(A,  q)=i, 


(  '«  ) 

d'où,  par  inulliplication,  el  eu  vertu  de  la  relaliuu  (2'), 

formule  qui  démontre  la  proposition  dont  il  s'agit. 

13.  Pour  essayer  d'étendre  à  Tespaee  les  propositions 
eorrélatives,  il  est  tout  d'abord  nécessaire  d'introduire 
une  nouvelle  notion,  tout  à  fait  analogue  n  celle  du 
n'*  9  :  celle  de  la  puissance  d'un  dièdre  par  rapporta 
tin  point,  ou  en  général  par  rapport  à  une  sur/ace  de 
classe  n. 

Un  dièdre  étant  formé  p£r  deux  plans  A,  R,  et  P  étant 
un  plan  arbitraire  conduit  parTarète  du  dièdre,  le  ra{>- 

sin  V  B,  Pj  ,.  .  j     t's  1 

port — =— -  sera  i\\l  puissance  au  dièdre  par  rapport 

sin(l\  b) 
à  un  point  quelconque  du  plan  P. 

Si  par  l'arête  on  mène  les  plans  tangents  P<,  P.2,  . . ., 
P„  à  la  surface  (S)  de  classe  «,  le  produit 

sinCOj  sin(Brp;)        sin(îCp^       ..    (^^^\ 

(10)      -— — - — •••— . — n — r"  =  **2:vA,  b; 

sinv^Pi,  Ay   sinVP2>  Ay 

sera  la  puissance  du  même  dièdre  par  rapport  à  la  sur- 
face (S). 

14.  Soit  CD  Tarète  du  dièdre  que  nous  avons  consi- 
déré ci-dessus.  Prenons  deux  points  quelconques  C,  1) 
sur  cette  arête,  deux  points  A,  B  dans  les  plans  A,  B, 
respectivement,  et  supposons  que,  ABCD  étant  choisi 
comme  tétraèdre  de  référence,  nous  adoptions  un  sys- 
tème de  coordonnées  tétraédrales  tangentielles^  où  les 
coordonnées  //,  i»,  (V,  i  d'un  plan  soient  proportionnelles 
aux  distances  de  ce  plan  aux  quatre  sommets  A,  B,  C,  1), 
en  grandeurs  et  en  signes. 


(  •:) 

Si  nous  conduisons  un  plan  P(«,  v^  o,  o)  par  CD,  il 
esl  cxlrèmement  facile  de  voir  que  nous  aurons 

u  _  (ACD)  sin(A,  P) 
^^  ~  (BCD)   sin(B,  P)' 

(  ACD),  (BCD)  représentant  les  aires  des  triangles,  ou 

sin(B,  p)       (ACD) 


sin  \Pj  Aj 


,-„ 


En  prenant  Téquation  d'une  surface  (S)  sous  la 
forme 

un  calcul  tout  à  fait  analogue  à  celui  du  n"  10,  et  dans 
lequel  nous  ferons  d'abord  f  =  o,  iv  =  o,  puis  ^  =  o, 
u  =  o,  puis  «  =  o,  r  =  o,  nous  permettra,  sans  qu'il 
soit  besoin  d'entrer  dans  de  plus  grands  détails,  de  dé- 
montrer cette  proposition  : 

Le  produit  des  puissances  des  trois  dièdres  DA,  DB, 
DC  d^un  trièdre  DABC,  par  rapport  à  la  surface  (S) 
de  classe  n,  est  égal  à  l'unité. 

Il  est  à  peine  nécessaire  de  remarquer  que  les  plans 
ADB,  BDC,  CDA  du  dièdre  doivent  être  pris  dans  leur 
ordre  successif,  et  que,  d'une  manière  générale, 

M,  N  représentant  deux  plans  quelconques. 

15.  Soit  un  polygone  gauche  fermé,  dont  les  côtés 
sont  A,  B,  C,  . . .,  L.  Un  côté  quelconque  B,  par  exem- 
ple, forme  un  plan  avec  le  côté  C  qui  le  suit,  et  un 
autre  avec  le  côté  A  qui  le  précède.  Si  nous  prenons  un 
troisième  plan  arbitraire  Q,  nous  aurons  donc  un 
Afin,  de  Afathémat.^  3*  série,  t.  IX.   (Janvier  1890.)  2 


(  i8  ) 
trîèdre  formé  par  les  trois  plans  Q,  AB,  BC;  et  de  même 
autant  de  trièdres  en  tout  que  le  polygone  a  de  côtés. 
Prenant  les  puissances  des  dièdres  de  ces  trièdres  par 
rapport  à  la  surface  (S)  de  classe  n  et  appliquant  le 
théorème  du  numéro  précédent,  nous  aurons 


$(Q,  AB)«(AB,  BG)f(BC,  Q)=i, 

j  «(Q,  LA)4'(LA,  AB)fJt'(AB,  Q)  =  i 

i  et,  par  multiplication, 

■ 

I  $(AB,  BC)$(BG,  CD)...«(LA,  AB)=i, 

i 

ce  qu*on  peut  écrire  plus  simplement 

$(B)$(G)...$(A)=i, 

étant  bien  entendu  que  les  dièdres  A,  B,  . . .  sont  ceux 
formés  dans  le  sens  que  nous  avons  défini  plus  haut. 
Ainsi  : 

Le  produit  des  puissances  des  dièdres  déterminés 
par  un  polygone  gauche  fermé,  par  rapport  à  une 
surface  algébrique  de  classe  quelconque ,  est  égal  à 
V  unité. 

C'est  la  proposition  corrélative  du  théorème  de  Carnot 
étendu  à  F  espace- 


16.  Le  théorème  corrélatif  de  celui  de  Carnot,  appli- 
qué à  un  triangle  et  à  un  point,  donne  la  proposition 
de  Jean  de  Ceva,  dont  la  réciproque  est  vraie.  De  même 
pour  six  droites  menées  deux  par  deux  par  les  trois  côtés 
d'un  triangle  :  si  elles  sont  tangentes  à  une  même  co- 
nique, le  produit  des  trois  puissances  est  égal  à  i  ;  si  ce 
i  produit  est  égal  à  i ,  les  six  droites  sont  tangentes  à  une 

même  conique. 


(  «9) 
Les  conditions    de   réciprocilé   sont  les  mêmes  que 
celles  étudiées  au  n**  7,  c'est-à-dire  qu'elles  se  limitent 
aux  points  et  aux  coniques,  par  rapport  au  triangle. 

Pour  reprendre  un  exemple  analogue  à  Tun  de  ceux 
indiqués  plus  haut,  k  une  courbe  de  la  sixième  classe 
on  peut  mener  par  les  trois  sommets  d'un  triangle  dix- 
huit  tangentes,  dont  dix-sept  seulement  sont  arbitraires, 
bien  qu'il  faille,  en  général,  vingt-sept  tangentes  pour 
déterminer  une  telle  courbe. 

Dans  l'espace,  par  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère 
gauche,  on  pourra  mener  huit  plans  tangents  à  une  sur- 
face du  second  degré;  et  sept  seulement  de  ces  plans 
seront  arbitraires. 

D'une  façon  générale,  la  réciproque  du  théorème  cor- 
rélatif s'applique  aux  plans  tangents  menés  : 

1®  A  un  point,  par  les  côtés  d'un  quadrilatère  gau- 
clie  ; 

li"  A  une  surface  du  second  degré,  par  les  côtés  d'un 
pentagone  ^ 

3^  A  une  surface  de  la  sixième  classe,  par  les  côtés 
d'un  polygone  de  quatorze  côtés. 

17.  Soit  une  courbe  plane  de  classe  //,  à  laquelle  on 
peut  mener  3/z  tangentes  par  les  sommets  d'un  triangle: 
si  /i  =  2/i'-h  I  et  si  v!  groupes  de  six  tangentes  [deux 
issues  de  chaque  sommet)  sont  tangentes  à  n'  coniques, 
les  trois  tangentes  qui  restent  se  couperont  en  un  même 
point. 

Si  n=:  7,{n'  -\-i)  et  si  n'  groupes  de  six  tangentes 
[deux  issues  de  chaque  sommet)  sont  tangentes  à  n!  co- 
niques, les  six  tangentes  qui  restent  sont  tangentes  à 
une  même  conique. 

Si  nous  remplaçons  la  courbe  de  classe  n  par  un  sys- 


(    20  ) 
lèine  dfi   trois  points  A',  IV,  C,  nous  arrivons  au  corol- 
laire que  voici  : 

Si  les  six  droites  A'B,  A'C,  B'C,  B'A,  C'A,  CBsont 
tangentes  à  une  même  conique,  les  trois  droites  AA', 
BB',  ce  se  rencontrent  en  un  même  point. 

On  reconnaît  la  propriété  de  Vhexagoiie  de  Brian- 
chon. 

W  nous  suffit  de  ces  indications  pour  montrer  tout 
le  parti  qu^'l  est  possible  de  tirer  du  théorème  de  Carnot, 
et  toute  Textension  à  laquelle  se  prête  cette  proposition 
remarquable. 


«DBSTIONS  PROPOSÉES. 


1591.  Soient  A,  B,  C  les  pieds  des  trois  normales  à  une  pa- 
rabole menées  par  un  point  P  de  son  plan.  Par  le  sommet  de 
la  courbe  on  fait  passer  trois  cercles  respectivement  tangents 
à  la  parabole  en  À,B,  d  Ces  cercles  coupent  la  courbe  en  trois 
autres  points  A',  B',  G'.  Démontrer  que  les  normales  en  A',  B', 
G'  à  la  parabole  sont  concourantes.  (Lemaire.) 

1592.  D'un  point  M  du  plan  d'une  ellipse,  on  abaisse  les 
quatre  normales  dont  les  pieds  sont  A},  A),  A3,  A4.  Ghaque 
normale,  telle  que  Ai  M  rencontre  le  grand  axe  en  Pi  et  le 
petit  axe  en  Q|.  Démontrer  les  relations 

MAi         MA,         MA3         MA^ 

=  const., 


AiPi        A,P,        A3P,        A4P4 

MAi         MA,         MA3         MAv 

-h  .    r^  H-  .      *   =  const. 


A,Qi  ^  A,Q,       A3Q3       A4Q, 

(E.  Barisien.) 


(  2.  ) 


PRINCIPES  GÉNÉRAUX  SIR  LE  CHOIX  DES  UNITÉS 

Extrait  du  Chapitre  XIII  des  Leçons  sur  la  théorie  mathématique 

de  l'Électricité; 

Par  m.  Joseph  BERTRAND, 

de  l'Académie  française, 
Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences  (  '  ). 


i.  Une  unité  est  toujours  arbitraire.  Ce  principe 
semble  rendre  la  théorie  facile  en  la  supprimant  ;  il  en 
fait,  au  contraire,  toute  la  difficulté.  Le  droit  de  choisir 
permet  d'imposer  des  conditions  qui  deviennent  obliga- 
toires, mais  restent  arbitraires^  de  In  naissent  des  pro- 
blèmes toujours  faciles  et  des  contradictions  qui  n'ont 
d'importance  que  si  Ton  oublie  leur  origine. 

Donnons  immédiatement  quelques  exemples. 

Prenons  pour  unité  de  longueur  le  chemin  parcouru 
par  la  lumière  pendant  l'unité  de  temps,  l'unité  de  lon- 
gueur sera  proportionnelle  à  l'unité  de  temps.  On 
pourra  dire  et  Ton  dira,  en  adoptant  une  forme  de  lan- 
gage très  usitée  :  une  longueur  est  un  temps. 


(*)  Nous  croyons  être  agréable  et  utile  à  nos  lecteurs  en  leur  of- 
frant cet  extrait  d'un  Livre,  dont  la  lecture  est  si  attrayante,  que  son 
aoteur  semble  l'avoir  écrit  d'un  trait  de  plume  et  comme  en  se  jouant,, 
malgré  les  difficultés  réelles  que  le  sujet  comporte  et  qui  se  trouvent 
élucidées  avec  cet  art  incomparable  dont  M.  Bertrand  possède  le 
secret.  Les  cinq  premiers  Chapitres  ont  trait  à  l'attraction  des  sphères, 
au  potentiel,  au  théorème  de  Green,  aux  lignes  de  force;  ils  forment 
une  sorte  d'introduction  aux  huit  Chapitres  suivants,  qui  sont  consa- 
crés à  rÉIcctricité  statique,  aux  aimants,  aux  courants,  aux  actions 
électromagnétiques  et  électrodynamiques,  à  la  théorie  de  l'Induction 
et  aux  machines  électromagnétiques.  Enfin  l'Ouvrage  se  termine  par 
la  théorie  des  Unités,  dont  la  partie  générale  fait  l'objet  du  présent 
extrait.  K.  H. 
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Prenons,  eu  second  lieu,  pour  unité  de  longueur  l'es- 
pace parcouru  pendant  Tunîté  de  temps  par  un  corps 
pesant  qui  tombe  verticalement  dans  le  vide  sans  vitesse 
initiale.  L'unité  de  longueur  sera  proportionnelle  au 
carré  de  Tunité  de  temps,  et  Ton  dira,  en  adoptant  le 
même  langage  :  une  longueur  est  le  carré  d'un  temps. 

Prenons,  par  un  troisième  choix,  non  moins  légitime 
que  les  deux  premiers,  pour  unité  de  longueur  le  grand 
axe  do  l'orbite  d'une  planète  tournant  autour  du  SoleiK 
placé  à  son  foyer,  et  dont  la  révolution  s'accomplit 
dans  l'unité  de  temps.  D'après  la  troisième  loi  de  Ke- 
pler, le  carré  du  temps  de  la  révolution  étant  propor- 
tionnel au  cube  du  grand  axe  de  l'orbite,  ou  pourra 
dire,  en  adoptant  toujours  le  même  langage  :  une  lon- 
gueur est  la  puissance  |  d'un  temps. 

Adoptons  enfin  pour  unité  de  longueur  la  longueur 
d'onde  lumineuse  correspondant  à  une  raie  donnée  du 
spectre.  La  mesure  d'une  longueur  deviendra  un  nombre 
absolu  dans  lequel  rien  ne  reste  arbitraire,  l'unité  de 
longueur  étant  indépendante  de  l'unité  de  temps  comme 
de  toute  autre.  Ou  pourra  dire  alors  :  uFie  longueur  est 
un  nombre  abstrait;  et,  comme  un  angle,  rapport  de 
deux  longueurs,  est  aussi  mesuré  par  un  nombre  ab- 
strait, on  pourra  dire,  en  adoptant  toujours  le  même 
langage  :  une  longueur  est  un  angle.  Une  ligue  de 
3,141^9  •••  longueurs  d'onde  serait  mesurée  par  lî  et 
égale  à  deux  angles  droits. 

Si  Y  on  se  demandait,  entre  ces  assertions  contradic- 
toires, quelle  est  la  véritable  :  une  longueur  est-elle  un 
temps  ou  le  carré  d'un  temps  ?  est-il  vrai  qu'elle  soit  un 
angle?  une  seule  réponse  serait  à  faire  :  une  longueur 
n'est  rien  de  tout  cela,  et  personne  ne  peut  l'ignorer. 
Quand  on  dit,  par  exemple  :  une  longueur  est  un  temps, 
cela   signifie  sinipleinent  (|u'on  a  défini   les  unités  de 
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telle  sorte  qu'une  longueur  et  un  temps,  ayant  même 
expression  numérique,  conserveront  des  mesures  égales 
pour  tous  les  changements  d'unité  compatibles  avec  la 
convention.  Lorsqu'une  longueur  est  assimilée  à  un 
angle,  il  faut  entendre  que,  Tunité  étant  définie  d'une 
manière  absolue,  toute  longueur  est  mesurée  par  un 
nombre  abstrait  que  les  conventions  faites  ne  permet" 
lent  pas  de  changer.  Ce  nombre  est  la  mesure  d'un 
certain  angle  qu'on  acquiert  le  droit  d'assimiler  à  la 
longueur;  ils  peuvent  donc  se  remplacer  dans  les  for- 
mules, on  s'est  enlevé  le  droit  de  troubler  leur  égalité 
numérique. 

Si;  pour  des  raisons  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de 
chercher,  usant  du  droit  donné  par  le  principe  qui  do- 
mine toute  la  théorie  :  les  unités  sont  arbitraires,  on 
convient  de  faire  varier  l'unité  de  longueur  en  raison 
inverse  de  l'unité  de  temps,  on  pourra  dire  :  dans  le 
système  d'unités  défini  par  la  convention  adoptée,  une 
longueur  est  V inverse  d'un  temps. 

Lorsque,  après  avoir  adopté  des  conventions  relatives 
aux  unités  mécaniques  ou  électriques,  nous  rencontre- 
rons des  conséquences  analogues  à  celles  qui  viennent 
d'être  indiquées  et  de  forme  non  moins  singulière,  il 
n'y  faudra  pas  attacher  plus  d'importance  et  se  garder 
surtout  de  transformer  en  une  vérité  ou  de  chercher  à 
comprendre  une  proposition  qui,  séparée  de  la  con- 
vention arbitraire  qui  l'a  fait  naître,  cesse  d'avoir  un 
sens. 

2.  Les  géomètres  rattachent  à  l'unité  de  longueur 
Tunité  de  surface  et  l'unité  de  volume.  L'unité  de  sur- 
face est  le  carré  de  Tunité  de  longueur  et  l'unité  de 
volume  en  est  le  cube.  Une  telle  dépendance  n'est  nul- 
lement nécessaire.  Un  volume  n'est  pas    la  puissance 
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Iroisièmc  d'une  longueur.  Rien  n'einpèche  d'évaluer  les 
longueurs  en  mètres  et  les  surfaces  en  arpents.  Les  for- 
mules de  la  Géométrie  élémentaire,  sans  cesser  d'être 
parfaites,  subiraient  un  léger  changement.  La  surface 

du  cercle  de  rayon  R  ne  serait  plus  exprimée  par  irR*^, 

BH 
ni  celle  d'un  triangle  de  base  B  et  de  hauteur  H  par 

Il  faudrait  diviser  ces  expressions  et  celles  de  toutes  les 
surfaces  par  le  nombre  des  mètres  carrés  contenus  dans 
un  arpent. 

L'indépendance  des  unités  présente  un  inconvénient 
plus  grave  que  celui  de  changer  les  formules  auxquelles 
on  est  habitué.  Il  faudrait  renoncer  à  trouver,  pour  la 
mesure  de  chaque  surface  ou  de  chaque  volume,  une 
formule  indépendante  du  choix  des  unités  laissées  indé- 
pendantes. Si  S  représente  une  surface,  a  et  i  deux 
lignes  dont  elle  dépend,  les  nombres  qui  servent  de  me- 
sures à  aelkb  étant  donnés,  celui  qui  mesure  S  reste 
entièrement  inconnu^  il  est  impossible  de  l'exprimer 
en  fonction  de  rt  et  de  A.  On  pourra  démontrer  que  S 
est  proportionnel  au  produit  ab^  qu'il  est  représenté 
par  une  expression  de  la  forme  Kai;  mais  le  coeffi- 
cient K  dépendra  du  choix  de  Tunité  de  surface. 

Le  choix  de  Tunité  d^angle,  arbitraire  au  même  titre 
que  les  autres,  est  dirigé  par  le  respect  de  la  môme  con- 
dition. 

Un  secteur  circulaire  de  rayon  R,  dont  Tangle  au 
centre  est  <o,   a  pour  mesure,  dans  le  système  adopté, 

•  Cette  formule  suppose  que  Tangle  pris  pour  unité 

est  celui  sous  lequel  on  voit  du  centre  d'un  cercle  un  arc 
égal  au  rayon.  Aucune  formule  ne  pourrait  être  propo- 
sée si  l'unité  d'angle  restait  indéterminée,  ou,  pour 
mieux  dire,  la  formule  changerait  avec  le  choix  qui 
n'est  pas  encore  fait.  Si  Ton  prend  pour  unité  d'angle 


(  '-^S  ) 
l'aui^le  droit,  la  surface  du  sectour  dont  l'angle  esl  co, 
dans  un  cercle  de  rayon  R,  est 


ttRSw 


Si  Tangle  pris  pour  uuité  est  celui  d'un  degré,  la  sur- 
face du  secteur  d'angle  co  a  pour  expivssion 

Il  U*  to 

runîté  de  .surface,  hîen  entendu,  étant  le  carré  construit 
sur  l'unité  de  longueur.  Si  l'on  use  du  droit  de  laisser 
les  unités  arbitraires,  il  faudra  se  borner  à  dire  :  la  sur- 
face d\in  secteur  circulaire  d'angle  (o,  dans  un  cercle  de 
rayon  R,  a  pour  mesure 

KR»a), 

K  étant  un  coefficient  numérique  à  déterminer  quand 
les  unités  seront  choisies. 

3.  La  Mécanique  met  en  présence  des  longueurs,  des 
temps,  des  vitesses,  des  forces  et  des  masses.  Pour  chacune 
de  ces  grandeurs,  Tunité  est  arbitraire.  Aucune  dépen- 
dance n*est  nécessaire.  Comme  en  Géométrie,  cepen- 
dant, et  pour  la  même  raison,  il  est  permis  et  utile  d'en 
introduire  une. 

Si  l'on  veut,  en  écrivant  les  formules  de  la  Dyna- 
mique, ne  rien  supposer  sur  les  unités,  il  faut  pour  cha- 
cune déciles,  comme  dans  l'expression  d'une  surface  ou 
d'un  volume,  introduire  un  coefficient  numéricjue,  h  dé- 
terminer ultérieurement,  quand  on  aura  clioisi  les  uni- 
tés^ et  à  changer  chaque  fois  qu'on  voudra  faire  un 
choix  nouveau. 

Lorsqu'une  force  F  agit  pendant  un  temps  T  sur  une 
niasse  M  partant  du  repos,   l'espace  L  qu'elle  lui  fait 
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parcourir  est  représenté  par 


(0 


Dans  la  démonstration  de  cette  formule,  une  conven- 
tion a  été  faite.  Si,  en  effet,  l'unité  de  longueur  restait 
arbitraire  lorsque  les  unités  de  temps,  de  force  et  de 
masse  ont  été  choisies,  le  premier  membre  de  la  for- 
mule (i)  pourrait  recevoir  telle  valeur  numérique  que 
Ton  voudrait,  lorsque  le  second  serait  déjà  complète- 
ment défini.  Toute  équation  entre  L,  F,  M  et  T  serait 
impossible. 

On  a  admis  en  effet,  dans  la  démonstration  de  la  for- 
mule (i),  que  l'unité  de  force,  appliquée  à  Tunîté  de 
masse  pendant  l'unité  de  temps,  lui  fait  acquérir  l'unité 
de  vitesse,  c'est-à-dire  la  vitesse  d'un  point  qui,  dans 
l'unité  de. temps,  parcourt  l'unité  de  longueur.  Cette 
condition  laisse  trois  unités  arbitraires  :  celles  de  lon- 
gueur, de  temps  et  de  masse,  par  exemple,  et  permet, 
quand  elles  sont  choisies,  d'en  déduire  les  deux  autres. 

Si  l'on  multiplie  chacune  des  unités  par  un  facteur 
numérique  : 

L'unité  de  longueur  par  a; 
L'unité  de  temps  par  (3  ; 
L'unité  de  masse  par  y; 
L'unité  de  force  par  S; 
L'unité  de  vitesse  par  e, 

les  multiplicateurs  devront  satisfaire,  c'est  la  traduction 
facile  des  conventions,  aux  deux  équations 


{9^ 


0  =   ^, 


?-^ 


a 


La  première  dv  eus  équations  est  nécessaire  et  suffi- 
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saille  pour  qu'une  relation  de  la  foi^mc  (i)  puisse  avoir 
lieu,  indépendamment  du  choix  des  trois  unités  non 
définies.  Le  coefficient  numérique  \  pourrait  seul  être 
changé  sans  introduire  de  contradiction. 

4.  Les  conventions  adoptées  rendent  possible  la  mise 
en  équation  des  problèmes  de  Mécanique,  sans  qu'aucun 
coefficient  doive  varier  avec  le  choix  des  unités.  Est-ce  à 
dire  que  ces  conventions  soient  nécessaires  et  que  sans 
elles  la  Science  deviendrait  impossible  ?  Il  n'en  est  nul- 
lement ainsi  :  la  Mécanique  pourrait  s'enseigner  très 
correctement  sans  aucune  hypothèse  relative  aux  unités  ; 
aucune  dépendance  n'existe  entre  elles.  Si  Ton  refuse 
d'en  établir,  il  en  résultera,  comme  pour  la  Géométrie 
quand  l'unité  de  surface  reste  indépendante  de  l'unité 
de  longueur,  la  nécessité  d'introduire  des  facteurs  nu- 
mériques variables  avec  le  choix  des  unités,  et  'très  fa- 
ciles à  déterminer  dans  chaque  cas.  La  formule  (i),  par 
exemple,  serait  remplacée  par 

K  étant  un  coefficient  numérique.  Si,  par  exemple, 
l'unité  de  masse  étant  celle  dont  le  poids  est  9^*^,  on 
prend  pour  unité  de  longueur  le  kilomètre,  pour  unité 
de  temps  la  minute  et  pour  unité  de  force  le  kilogramme, 
il  faudrait  remplacer  la  formule  (i)  par 

FT* 
L  =  1800  -.,-  • 

M 

5.  La  possibilité  de  mettre  en  équation  tous  les  pro- 
blèmes de  la  Mécanique  et,  par  conséquent,  de  les  ré- 
soudre en  laissant  trois  unités  arbitraires,  sans  qu'aucun 
coefficient  variable  avrc  le  choix  de  ces  unités  s'înlro- 
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diiisc  dans  les  formules,  impose  aux  équations  un  carac- 
tère nécessaire  que  Ton  peut  appeler  V homogénéité  en 
Mécanique.  Supposons  que  la  solution  d*un  problème, 
qu'il  est  inutile  de  définir,  ait  donné  une  relation  entre 
une  force  F,  une  longueur  L,  un  temps  T  et  une 
masse  M.  Cette  relation,  étant  mise  sous  la  forme 

(3)  L  =  cp(F,  M,  T), 

devra  rester  la  même  si  les  unités  sont  multipliées  par 
les  facteurs  a,  ^^  y>  ^i  '^^®  P^^  '^  première  des  rela- 
tions (2);  la  fonction  cp  sera  telle,  par  conséquent,  que 

(4)  aL  =  cp(l?F,YM,  ?t). 

Cette  équation,  ayant  lieu  quels  que  soient  a,  p,  y^ 
détermine  la  forme  de  la  fonction.  Le  premier  membre 
étant  proportionnel  «1  a,  le  second  doit  l'être  aussi,  et, 

comme  a  ne  figure  que  dans  -LFi  il  faut  que  <p  soit 

proportionnel  à  F;  on  aura  donc 

(5)  L=  1f<p,(yM,  pT). 

Le  premier  membre  de  '(5)  étant  indépendant  de  y 
et  de  P,  le  second  doit  l'être  aussi,  et  <fo  pour  cela,  doit 
être  inversement  proportionnel  à  yM  et  proportionnel 
à  (3^T^  ;  on  doit  donc  avoir  enfin 

(6)  ^  =  *^m'^*' 

K  désignant  une  constante  numérique. 

6.  Le  temps  T  de  l'oscillation  d'un  pendule,  pour 
un  angle  donné  d'écartemenl,  dépend  de  la  longueur  L 
du  fil,  de  la  niasse  M  qui  oscille  ni  du  poids  de  ciîllc 
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masse  qui  csl  uue  fctcc  F.  L'équalioii  qui  lie  ces  gran- 
deurs étant  nécessaîrement  de  la  forme  (6),  ou  aura,  en 
la  résolvant  par  rapport  à  T  et  désignant  par  G  un  coef- 


(icient  numérique  égal  à  ~7~ 


I 


(7)  T  =  G^l(^). 

Si  Ton  nomme  g  le  poids  de  Tunité  de  masse,  on  ob- 
tient la  formule  connue 

G  étant  un  coefficient  numérique  déterminé  pour  chaque 
valeur  de  Tangle  d'écartement  9,  c'est-à-dire  une  fonc- 
tion inconnue  de  0. 

7.  Le  temps  de  Toscillation  d'une  corde  vibrante  dé- 
pend de  sa  longueur  L,  de  sa  masse  M  et  du  poids  F  qui 
la  tend.  Si  nous  admettons  ce  théorème  comme  une  vé- 
rité expérimentale ,  la  formule ,  devant  être  de  la 
forme  (6),  sera 


(8) 


Si  p  désigne  la  densité  et  r  le  rayon  de  la  section  de 
la  corde,  on  a 

et  la  formule  (8)  devient 

(9)  T  =  G^iLry/^-, 

qui  exprime  la  loi  du  temps  de  vibration  d'une  corde, 
en  ne  laissant  à  la  théorie  que  le  coefficient  numérique  G 
à  déterminer. 
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8.  La  vitesse  de  propagation  du  son  dans  un  gaz  dé- 
pend de  l'élasticité  et  de  la  densité  du  gaz.  En  admet- 
tant qu^il  en  soit  ainsi,  les  mêmes  principes  peuvent  dé- 
terminer la  forme  de  la  relation. 

Définissons  la  vitesse  de  propagation  i^  par  le  temps  T 
nécessaire  pour  parcourir  une  distance  L.  L'élasticité  E 
de  Fair  peut  être  définie  par  la  pression  F  exercée  par 
le  gaz  sur  la  surface  L^  ^  on  auraF  =  EL^,  et  il  est 
permis  de  choisir  cette  surface  ainsi  que  la  distance  à 
parcourir,  évidemment  arbitraires  toutes  deux,  de  ma- 
nière à  n'introduire  qu'une  seule  longueur  L.  La  den- 
sité D  est  le  rapport  de  la  masse  au  volume.  Soit  M  la 
masse  de  volume  L',  L  désignant  toujours  la  même 
longueur;  on  aura 

La  formule  qui  exprime  la  vitesse  du  son  ayant  lieu 
entre  une  longueur,  une  force  et  une  masse,  elle  est  né- 
cessairement de  la  forme  (6),  et  Ton  peut  écrire 


(10)  ï'=KxT 


En  remplaçant  la  force  F  par  EL^,  la  masse  M  par 
DL',  on  aura 

(M)  EL«=K^ 

ou 


-i^i/i^ 


Le  temps  T  est  donc  proportionnel  à  la  distance  L; 
le  mouvement  est  nécessairement  uniforme,  et  Ton  a, 


(  ;^'  ) 

en  nommant  v  la  vitesse,  égale  à  7=79 


K  étant  un  coeflicient  numérique. 

II  est  évident  que,  si  la  vitesse  dépend  d'autres  don- 
nées, du  rapport  des  deu^c  caloriques  spécifiques  par 
exemple,  la  démonstration  n'est  plus  valable. 

9.  Les  formules  de  la  Mécanique  peuvent  être  dé- 
montrées et  tous  les  problèmes  résolus  en  laissant  trois 
unités  arbitraires.  Le  droit  de  les  laisser  arbitraires  im- 
plique celui  d'établir  entre  elles  telle  relation  qu'on 
voudra  choisir,  et  Ton  peut  profiter  de  cette  liberté 
pour  simplifier  certaines  formules  sans  perdre  l'avan- 
tage d'emplojer  les  équations  ordinaires  de  la  Science. 

On  démontre,  en  étudiant  la  théorie  des  mouvements 
planétaires,  qu'un  point  matériel  parcourant,  dans  un 
temps  T,  la  circonférence  d'une  ellipse  dont  le  grand 
axe  est  a  a,  si  la  force  qui  le  sollicite  est  dirigée  vers  le 
foyer,  cette  force,  rapportée  à  l'unité  de  masse,  a  pour 

expression  y  à  la  distance  /*  du  foyer,  -7,  >  et  l'on  a 

a* 

La  loi  de  la  gravitation  universelle  est  déduite  de  ces 
théorèmes.  En  désignant  par  F  l'attraction  mutuelle  de 
deux  masses  m  et  m'  concentrées  en  deux  points  dont 
la  distance  est  r,  cette  loi  est  exprimée  par  l'équation 

„        .  mm' 
yest  un  coeMcient  numérique  qui  dépend  du  choix  des 


• .   f 


unîtes. 
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La  présence  d\iii  tel  coefiicieiit  dans  une  formule  gé- 
nérale ne  doit  pas  plus  surprendre  que  celle  de  la  gra- 
vité g  dans  Texpression  de  la  durée  de  Toscillation  du 
pendule  ;  g^  de  même  que/,  dépend  du  choix  des  unités 
et  s'introduit  dans  les  formules  parce  qu'elles  sont  re- 
latives à  un  système  particulier  dont  les  éléments  n'ont 
rien  d'arbitraire. 

Pour  faire  disparaître  ce  coefïicient  f*  il  suffit  de 
choisir  les  unités  de  manière  h  le  réduire  n  l'unité.  Cela 
peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières.  On  prendra 
pour  unité  de  masse  celle  qui,  agissant  sur  une  masse 
égale  à  la  sienne,  à  une  distance  égale  à  l'unité,  exerce 
une  attraction  égale  à  l'unité  de  force.  Cette  condition, 
arbitrairement  imposée,  réduit  à  deux  le  nombre  des 
unités  qui  restent  arbitraires;  mais  ou  fait  usage,  en 
l'acceptant,  d'un  droit  qui  n'est  pas  contestable. 
La  formule 

étant  imposée,  il  ne  reste  que  deux  unités  arbitraires. 
Il  faut  supposer  entre  les  coefficients  a,  ^,  y,  8,  défi- 
nis au  n^  3,  la  relation  nouvelle 


a 


2 


Sans  cette  convention,  eu  elTet,  les  deux  membres  de 
(12)  seraicut  multipliés  par  des  facteurs  différents  et 
cesseraient  d'être  égaux  si  l'on  changeait  les  unités 
adoptées. 

L'équation  (i3)  équivaut,  en  vertu  delà  relation  (ri) 
qui  subsiste,  à 


di) 


•      !i' 


(33) 
L'attraction  du  Soleil  sur  Tunité  de  masse  d'une  pla- 
nète étant  représentée  par  -^  >  on  a 

Il  résulte  d'ailleurs  de  la  convention  adoptée  que  p. 
doit  représenter  la  masse  du  Soleil.  Le  rapport  ~>  rap- 
port d'une  masse  à  un  volume ,  représente  donc  une 
densité,  et  par  conséquent,  dans  le  système  d'unités 
adoptées,  la  densité  d'un  corps  est  l'inverse  du  carré 
d'un  temps.  Un  angle  étant  un  nombre  abstrait,  on 
peut  dire  qu'une  densité  est  le  carré  d'une  vitesse  angu- 
laire. 

Cherchons  dans  ces  hypothèses  la  densité  du  Soleil. 

Le  demi-grand  axe  de  l'orbite  terrestre  est  égal  à 
222  fois  le  rayon  R  du  Soleil.  Si  donc  on  nomme  D  la 
densité  cherchée,  on  aura 

En  remplaçant  ^  P^^r  22a,  le  temps  T  de  la  révolu- 
tion, évalué  en  secondes,  surpasse  3i  000000,  et  la  den- 
sité D  du  Soleil,  en  prenant  la  seconde  pour  unité  de 

temps,  est  inférieure  à  — -  • 

10.  Lorsque,  comme  on  a  été  conduit  à  le  faire  en 
Géométrie  et  en  Mécanique  et  comme  nous  le  ferons 
dans  la  théorie  de  l'Électricité,  on  établit  une  dépen- 
dance entre  les  unités,  il  importe  d'indiquer  par  une 
notation  convenue  comment  varient  les  unités  dérivées 
quand  on  change  les  unités  fondamentales. 
Ann.  de  Mathémat.f  3»  série,  t.  IX.  (Janvier  1890.)  3 
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Si,  par  exemple,  on  prend  pour  unité  de  surface  le 
carré  de  Tunité  de  longueur,  la  première  de  ces  unités 
variant  proportionnellement  au  carré  de  la  seconde,  on 
écrira,  pour  exprimer  cette  dépendance, 

[S]  =  [L»]. 

On  écrira,  de  même,  en  désignant  les  volumes  par  la 

lettre  V, 

[V]  =  [L»]; 

ces  notations  n*ont  pas,  je  crois,  besoin  d'explications. 
En  nommant  v  les  vitesses,  on  écrirait,  en  adoptant 
les  mêmes  conventions, 


En  désignant  les  forces  par  la  lettre  F,  les  masses 
par  M,  les  longueurs  par  L  et  les  temps  par  T,  on  écri- 
rait, pour  représenter  la  relation  (2)  entre  les  unités 
adoptées  pour  ces  diverses  grandeurs, 

(.5)  m=[?l^]- 

Il  ne  s'agit  pas,  on  le  comprend,  d'une  égalité  numé- 
rique entre  les  deux  membres  de  Téquation  dans  les- 
quels ne  figure  aucune  grandeur  déterminée,  mais  de 
l'indication  des  variations  simultanées  que  subiront  les 
unités  désignées  par  les  lettres  initiales  des  grandeurs 
correspondantes. 

11.  La  convention  faite  (8)  s'exprimera,  d'après  la 
notation  que  nous  venons  d'indiquer,  par 

(16)  l^'l=[t^]' 
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L'unité  de  longueur  et  Tunité  de  temps  restent  arbi- 
traires; Tunité  de  masse  sera  déterminée  quand  on  les 
aura  choisies,  et  l'équation  (i5)  donnera,  les  deux  hy- 
pothèses étant  associées, 


07)  t''î=[ë] 


Une  force,  dans  ce  système,  est  la  quatrième  puis- 
sance d'une  vitesse-,  si  une  force  et  la  quatrième  puis- 
sance d'une  vitesse  ont  la  même  mesure  numérique, 
l'égalité  subsistera,  quelque  choix  d'unités  que  l'on 
fasse,  pourvu  que  les  conditions,  arbitrairement  pres- 
crites, il  ne  faut  jamais  l'oublier,  soient  respectées. 


AUTRE  SOLUTIOSI  DE  L4  QUESTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  EN  1889  ('); 

Par  xM.  PAPELIER. 


Je  prends  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le 
point  O,  dont  l'un  Ox  est  parallèle  à  Taxe  de  la  para- 
bole P.  L'équation  tangentiellc  du  cercle  est 

R*(a«-4-  i»2)  — tv2=  o. 


(»)  Voir  3»  série,  t.  VIII,  p.  288,  298,  33. i  Nous  rappelons  briève- 
ment l'énoncé  : 

On  donne  une  parabole  F  et  un  cercle  dont  on  désigne  le  centre 
par  O;  soit  C  l'une  quelconque  des  coniques  inscrites  dans  le  qua- 
drilatère formé  par  les  tangentes  communes  au  cercle  et  à  la  para- 
bole. On  demande  :  i"*  l'enveloppe  des  polaires  A  du  point  O  par 
rapport  aux  coniques  C;  2*>  l'enveloppe  des  tangentes  8  aux  coni- 
ques C  telles  que  la  normale  au  point  de  contact  passe  par  O; 
3<*  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  C;  4"  les  lieux  des  projections 
de  O  sur  les  polaires  A,  les  tangentes  6  et  les  axes  de  C. 
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Quant  à  celle  de  la  parabole  P,  nous  observerons 
que  Téquation  tangentielle 

représente  une  parabole  dans  le  cas  où/=  o^  les  para- 
mètres directeurs  de  Taxe  sont  ^  et  e;  comme  Taxe  est 
parallèle  à  Ox,  e  est  nul  et  Téquation  de  la  parabole 

P  s'écrit 

au' -H  ^buv  -h  cp'  -h  1  duw  =  o. 

L'équation  générale  des  coniques  C  sera  alors 

1*^  Soient  u,  ^y  w  les  coordonnées  de  la  polaire  A 
du  point  O)  par  rapport  à  Tune  des  coniques  C.  L'é- 
quation du  pôle  est 

et,  pour  que  ce  pôle  soit  l'origine,  il  faut  que  Ton  ait 

|y^  =  X  Rs  u  +  aa  +  6p  +  dw  =  o, 
{/^  =  X  R«  p  -h  ^a  -h  cp  =  o. 

L'élimination  de  )w  donne,  pour  l'équation  tangentielle 
de  l'enveloppe  des  droites  A, 

(i)      li^fi—'^fû)  =  bu^-\-{c  -^a)uv  —  6p>— flfpcv  =  o. 

On  voit  immédiatement  que  cette  enveloppe  est  une 
parabole  :  nous  l'étudierons  tout  à  l'heure. 

a®  Soient  u,  i^,  w  les  coordonnées  d'une  tangente  T. 
On  aura 

(a)  /(«,  V,  iv)  =  o. 
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Le  point  de  contact  a  pour  équation 

La  droite  qui  le  joint  à  l*origine  a  pour  coefBcient  an- 

gulaire  ^\  pour  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  T,  il  faut 
que 

(3)  ^  =  -- 

fa  " 

Eliminant  \  entre  (2)  et  (3),  nous  aurons  l'enveloppe 
des  droites  T.  Cette  élimination  est  toute  faite,  puisque 
l'équation  (3)  ne  renferme  pas  \,  L'équation  (3)  est 
donc  l'équation  de  l'enveloppe  des  droites  T.  Or  cette 
équation  est  la  même  que  l'équation  (1).  Il  en  résulte 
que  les  droites  A  et  T  ont  pour  enveloppe  la  même  pa- 
rabole (i). 

Nous  n'avons  pas  utilisé  la  condition  (i),  qui  expri- 
mait que  la  droite  T  était  tangente  à  la  conique  C.  Il 
résulte  de  là  que  l'équation  (i)  est  l'équation  de  l'enve- 
loppe des  droites  A  qui  sont  perpendiculaires  à  la  droite 
joignant  le  point  O  à  leur  pôle. 

3"  Les  axes  des  coniques  C  sont  perpendiculaires 
aux  droites  joignant  le  point  O  à  leurs  pôles*,  elles 
jouissent  donc  des  propriétés  des  droites  A  et,  par  suite, 
sont  tangentes  à  la  parabole  (i). 

En  conséquence,  les  trois  séries  de  droites  considérées 
ont  la  même  enveloppe  :  c'est  la  parabole 

6(w*  —  t'')-t-(c  —  a)uv  —  dvw  =  o, 

qui  a  son  axe  parallèle  à  Oy ,  Les  tangentes  issues  du 
point  O  à  cette  parabole  satisfont  à 

elles  sont  rectangulaires.  Donc  le  point  O  appartient  à 


(38) 

la  directrice  ;  par  suite,  la  directrice  de  cette  parabole  est 
la  droite  Ox,  Enfin  on  vérifiera  sans  peine  que  le  foyer 
de  cette  parabole  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le 
point  O  au  foyer  F  de  la  parabole  P  à  une  distance  du 
point  F  égale  à  OF.  11  suffit  d'observer  que  les  coor- 
données du  foyer.de  la  parabole 

aw' -h  ^buv  -\-  cv^  -h  2  dutv  -h  bevw  =  o 

sont  déterminées  par 

ex  ~h  dy  —  6  =  0, 
idx  —  ley  —  a-+-c  =  o, 

et  de  vérifier  que  les  coordonnées  du  foyer  de  la  para- 
bole (i)  sont  les  doubles  de  celles  du  foyer  de  P.  La 
parabole  (i)  est  donc  bien  déterminée  géométriquement. 

Remarque.  —  Il  est  aisé  d'obtenir  géométriquement 
les  résultats  qui  précèdent. 

Observons  d'abord  qu'étant  donnés  un  point  O  et 
une  conique  C,  l'enveloppe  des  droites  A  perpendicu- 
laires aux  droites  qui  joignent  le  point  O  à  leur  pôle  est 
une  parabole.  Soit  H  le  pôle  de  A. 

Le  pôle  K  de  OH  se  trouve  sur  A  et  aussi  sur  la 
polaire  A  du  point  O,  en  sorte  qu'on  peut  encore  dé- 
finir la  droite  A  comme  menée  par  un  point  de  la  droite  A 
perpendiculairement  à  sa  polaire.  Nous  voyons  aussi  que 
la  droite  A  est  langunte  à  l'enveloppe  cherchée,  il  suffit 
de  prendre  sur  A  le  pôle  de  la  droite  passant  par  O  et 
perpendiculaire  à  A.  En  conséquence,  par  un  point 
quelconque!  de  A  passent  deux  tangentes  à  renveloppe, 
la  droite  A  d'une  part  et  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  I  sur  sa  polaire  d'autre  part;  l'enveloppe  est  donc 
une  conique.  Cette  conique  est  une  parabole;  car,  si  le 
point  I  s'éloigne  indéfiniment  sur  A,  la  perpendiculaire 
menée  de  ce  point  sur  sa  polaire  est  rejetée  à  Tinfint. 
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Cette  parabole  est  tangente  aux  deux  axes  de  la  conique 
C)  ils  correspondent  aux  points  de  Â  situés  sur  ces  axes. 
Nous  appellerons  Q  cette  parabole. 

Il  nous  faut  établir  que  cette  parabole  est  invariable 
de  forme  et  de  position,  si  la  conique  C  se  déplace  eu 
demeurant  tangente  à  quatre  droites  tangentes  à  un 
cercle  de  centre O,  c'est-à-dire  équidistantes  du  point O. 
Il  est,  en  effet,  inutile  d'introduire  la  parabole  P,  puis- 
qu'il existe  une  parabole  et  une  seule  tangente  à  quatre 
droites. 

On  reconnaît  sans  peine  que  les  tangentes  issues  du 
point  O  à  la  parabole  Q  sont  los  bissectrices  des  tan- 
gentes issues  de  O  à  la  conique  C  ;  le  point  O  est  donc 
sur  la  directrice,  le  point  (o,  centre  de  la  conique  C, 
également;  donc,  la  directrice  est  la  droite  Oco.  Or, 
quand  la  conique  C  reste  tangente  à  ces  droites,  son 
centre  décrit  une  droite  qui  passe  par  le  point  O.  La 
droite  Oco  est  donc  la  même  pour  toutes  les  coniques  C. 

Les  tangentes  issues  du  point  O  à  toutes  les  coniques 
C  forment  deux  faisceaux  en  involution  ;  elles  divisent 
harmoniquement  les  rayons  doubles;  or,  parmi  ces 
couples  de  tangentes  se  trouvent  les  droites  isotropes 
tangentes  issues  du  point  O  au  cercle.  Les  rayons 
doubles  sont  alors  rectangulaires  et,  par  suite,  bissec- 
trices de  tous  les  couples  de  tangentes.  Par  suite,  les 
tangentes  issues  du  point  O  à  la  parabole  Q  restent  les 
mêmes  quand  la  conique  C  varie. 

Enfin,  cherchons  à  déterminer  la  tangente  au  sommet 
de  la  parabole  Q  :  il  faut  mener  une  tangente  parallèle 
à  0(0.  Par  le  point  D,  je  mène  OL  perpendiculaire  à 
0(1),  et  du  pôle  N  de  OL,  j'abaisse  NR  perpendiculaire 
sur  OL*,  NR  est  la  tangente  au  sommet.  Quand  la  co- 
nique G  varie,  le  pôle  N  de  la  droite  fixe  OL  décrit  une 
droite  qui  est  perpendiculaire  à  OL,  puisqu'elle  passe  par 
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le  pôle  de  OL  relativement  au  cercle  de  centre  O.  Cette 
droite  est  la  droite  NR.  Celte  droite  est  donc  la  même 
pour  toutes  les  coniques  C. 

En  conséquence,  quand  la  conique  C  varie,  la  direc- 
trice, la  tangente  au  sommet,  les  deux  tangentes  issues 
du  point  O  restent  les  mêmes  dans  la  parabole  Q.  Cette 
parabole  reste  donc  toujours  la  même. 

Elle  est  indépendante  du  rayon  du  cercle.  Considé- 
rons la  parabole  P  qui  est  tangente  aux  quatre  droites, 
et  étudions  la  parabole  Q  considérée  comme  enveloppe 
des  droites  A  dans  la  parabole  P.  La  directrice  de  Q 
sera  la  droite  Ox  parallèle  à  Taxe  de  P;  sa  tangente  au 
sommet  sera  Taxe  de  P.  Soit  F  le  foyer  de  P.  La  bis- 
sectrice de  Tangle  FOx  est  aussi  bissectrice  des  tan- 
gentes menées  de  O  à  P;  cette  bissectrice  qui  coupe  l'axe 
de  P  en  U  est  donc  tangente  à  Q;  par  suite,  le  foyer  P 
de  Q  se  trouvera  à  l'intersection  de  OF  et  de  la  per- 
pendiculaire UF'  à  OU.  On  voil  sans  peine  que 

FF  =  FU  =  OF, 

et  nous  retombons  sur  les  résultats  trouvés  analytique- 

mcnt. 

4®  Tout  revient  à  trouver  la  podaire  du  point  O  par 
rapport  à  la  parabole  Q.  Comme  le  point  O  est  sur  la 
directrice,  celte  podaire  est  une  strophoïde  dont  Téqua- 
tion  s'obtient  en  remplaçant  dans  l'équation  tangentielle 
de  Q,  £/,  i',  w  respectivement  par  o:,  j^,  — (x^ — jr^)'^ 
on  a 
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REMARQUES  GÉOMÉTRIQUES  SUR  LA  MÊME  QUESTION  (*); 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL. 


Il  était  évident  a  priori  que  la  parabole  (H)  était  in- 
dépendante du  rayon  du  cercle  (O).  Celte  parabole  (H) 
admet,  en  effet,  comme  directrice  le  diamètre  de  (P) 
qui  passe  en  O;  elle  est  de  plus  tangente  à  la  polaire  A 
de  O  par  rapport  à  (P),  ainsi  qu'aux  bissectrices  des 
deux  tangentes  menées  de  O  à  (P).  Cette  dernière  pro- 
priété de  (H)  résulte  de  ce  que  les  polaires  A  de  O  dé- 
terminent sur  ces  deux  droites  deux  divisions  homo- 
graphiques  en  involution,  et  d'après  une  propriété 
connue  : 

La  droite  qui  joint  les  points  homologues  de  deux 
divisions  homo graphiques  enveloppe  une  conique  tan- 
gente aux  deux  droites  sur  lesquelles  sont  tracées  les 
deux  dii^isions  (Cha^sles^  Traité  des  sections  coniques). 

De  même  l'hyperbole  équilatère  (h)  des  neuf  points 
d'un  quadrilatère  inscrit  à  la  fois  dans  un  cercle  (O)  et 
dans  une  conique  (p)  fixe  ne  change  pas  quand,  le  centre 
du  cercle  restant  fixe,  son  rayon  varie.  En  effet,  elle 
admet  comme  tangente  au  centre  du  cercle  la  perpen- 
diculaire au  diamètre  de  (p)  qui  passe  en  ce  point  ^  elle 
passe  par  le  centre  de  (p)  et  admet  comme  directions 
asymptotiques  des  parallèles  aux  axes  de  (p). 

(  «  )  Voir  3*  série,  Tome  VIII,  p.  398. 
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De  là  il  résulte  immédiatement  les  propriétés  sui- 
vantes : 

Théorème  VIII.  —  Vens^eloppe  des  polaires  d'un 
point  O  par  rapport  aux  coniques  inscrites  dans  les 
quadrilatères  circonscrits  à  une  conique  (P)  et  aux 
cercles  (O)  de  centre  fixe  et  de  rayons  variables  est 
une  parabole  (H). 

Théorème  IX.  —  Les  quadrilatères  circonscrits  à  la 
conique  {V)  et  aux  cercles  (O)  déterminent  par  leurs 
points  de  contact  avec  ces  cercles  des  quadrilatères 
dont  les  centres  de  gravité  se  déplacent  sur  la  perpen- 
diculaire menée  de  O  au  diamètre  de  (P)  qui  passe  en 
ce  point. 

Théorème  X.  —  Les  quadrilatères  inscrits  dans  une 
conique  fixe  et  dans  une  série  de  cercles  concentriques 
ont  même  centre  de  grawité. 

Théorème  XI.  —  Les  sommets  des  quadrilatères 
circonscrits  à  une  conique  (P)  ^^  ^  des  cercles  (O)  con- 
centriques décrii^ent  une  strophoïde  oblique  (T). 

Théorème  XII.  —  Les  foyers  de  toutes  les  coniques 
inscrites  dans  les  quadrilatères  circonscrits  à  (P)  et 
aux  cercles  (O)  sont  situés  sur  cette  strophoïde  (T). 

Ces  deux  derniers  théorèmes  se  déduisent  de  ce  que 
la  strophoïde  oblique  trouvée  dans  la  dernière  partie 
de  la  question  du  concours  passe  par  les  six  sommets  du 
quadrilatère  circonscrit  à  (O)  et  à  (P)  et  qu'elle  est  la 
podairede  O  par  rapport  à  laconique  (P),  qui  reste  fixe 
quand  le  rayon  de  (O)  varie. 

Théorème  XIII.  —  Les  côtés  des  triangles  autopo- 
laires  communs  à  une  conique  (P)  et.  à  des  cercles  (O) 
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concentriques  enueloppent  une  conique  (H),  et  leurs 
sommets  décrivent  également  une  conique  (A). 

Comme  une  série  de  cercles  concentriques  et  de  rayons 
variables  sont  des  coniques  bitangentes  à  Finfini  aux 
deux  ombilics  du  plan,  une  transformation  par  projec- 
tion conique  des  théorèmes  précédents  conduit  aux  sui- 
vants qui  sont  plus  généraux  : 

Théorème  XIV.  —  L'enveloppe  des  polaires  d'un 
point  quelconque  co  par  rapport  aux  coniques  inscrites 
dans  les  quadrilatères  circonscrits  à  une  conique  fixe 
(P)  et  aux  coniques  (û)  bitangentes  à  une  conique 
(û^  )  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  o) 
à  la  conique  (û<  ),  est  une  conique  (2). 

Théorème  corrélatif.  —  Les  pôles  d'une  droite 
quelconque  par  rapport  aux  coniques  circonscrites  aux 
quadrilatères  inscrits  dans  une  conique  fixe  (P)  et 
dans  des  coniques  (Û)  bitangentes  à  une  conique  (û<  ) 
fixe  aux  points  oii  la  droite  la  rencontre,  est  une  co- 
nique (<t). 

En  particulier,  les  côtés  des  triangles  autopolaires 
communs  à  la  conique  (P)  et  aux  coniques  (û)  envelop- 
pent la  conique  (S),  et  leurs  sommets  décrivent  la  co- 
nique (<t). 

Théorème  XV.  —  Les  sommets  des  quadrilatères 
circonscrits  à  une  conique  (P)  et  aux  coniques  (Û)  bi- 
tangentes à  une  conique  (Û<  )  en  deux  points  fixes  dé- 
criuent  une  cubique. 

Théorème  XVI,  —  Etant  donnés  un  quadrilatère 
circonscrit  à  une  conique  (Û),  on  joint  les  points  conju- 
gués harn%oniques  des  points  de  rencontre  a,  p,  y  de 
la  polaire  h  d'un  point  tù  du  plan  a  avec  les  diago- 


■   I 
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naleSy  par  rapport  aux  segments  déterminés  par  cette 
conique  sur  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  au 
point  (i>  ;  et  par  les  conjugués  harmoniques  des  mêmes 
points  par  rapport  aux  diagonales  on  mène  des  droites 
rencontrant  la  droite  L  aux  points  oii  les  trois  droites 
issues  de  co  la  rencontrent. 

Par  les  sommets  du  triangle  ainsi  obtenu,  on  mène 
des  droites  rencontrant  L  aux  points  où  les  droites  qui 
joignent  le  point  co  arbitrairement  choisi  aux  points 
conjugués  harmoniques  des  points  d'intersection  de  L 
avec  les  côtés  du  nouveau  triangle  rencontrent  L  ;  on 
obtient  ainsi  trois  droites  concourantes  sur  la  droite 
conjuguée  de  la  polaire  du  point  co  par  rapport  à  la 
conique  (û). 

Ce  théorème  résulte  du  théorème  II,  en  remarquant 
que,  par  suite  de  la  transformation  par  projection  co- 
nique, le  centre  du  cercle  se  projette  en  un  point  quel- 
conque (i>  du  plan.  Les  perpendiculaires  aux  milieux 
des  diagonales  donnent  dans  la  projection  des  droites 
menées  par  les  points  a',  P',  y'  (conjuguées  harmoni- 
ques des  points  a,  P,  y  de  rencontre  de  la  polaire  L 
de  (ô  avec  les  diagonales,  par  rapport  à  ces  diagonales) 
et  rencontrant  la  droite  L  aux  points  où  les  droites  qui 
joignent  le  point  co  aux  points  a",  P^',  ^  [conjugués 
harmoniques  des  points  a,  ^,  y  par  rapport  aux  seg- 
ments déterminés  par  (Û)  sur  les  diagonales]  la  rencon- 
trent. 

Quant  à  la  droite  de  Newton  qui,  dans  le  théorème  II, 
est  par  rapport  au  cercle  la  droite  conjuguée  de  la  droite 
de  TinGni,  il  lui  correspondra  la  droite  conjuguée  de 
la  polaire  L  de  eu  par  rapport  à  (Û). 

Théorème  XVII.  —  Le  diamètre  conjugué  de  la 
droite  de  Newton  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  une 
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conique  passe  par  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère 
qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact  du  premier. 

Théorème  XVIII.  —  Les  quadrilatères  inscrits  dans . 
une  conique  {V)  et  dans  des  coniques  bitangentes  à 
une  conique  fixe  aux  points  où  une  droite  A  la  ren- 
contre ont  tous  même  centre  de  gratuité  Ga  harmoni- 
quement  associé  à  la  droite  A . 

Voici  comment  nous  définissons  le  centre  de  gra- 
vité Ga  harmoniquement  associé  à  une  droite  A  dans 
un  quadrilatère  ABCD  quelconque. 

Soient 

a,     a';     6,     b'    et     c,     c' 

les  couples  de  points  où  A  rencontre  les  côtés  opposés 
et  les  diagonales  intérieures. 

Si  Ton  prend  par  rapport  à  ces  mêmes  côtés  et  ces 
diagonales  les  conjugues  harmoniques  de  ces  points,  on 
obtient  les  trois  couples  suivants 

^1»    ^1  ;     ^1    ^'\     et    Cl,     C|  ; 

les  droites  ai ,  a'^ ,  A| ,  A'^ ,  ^m  c/  sont  concourantes  en  un 
point  Ga  intimement  lié  à  la  droite  A.  Il  devient  le 
centre  de  gravité  du  quadrilatère  quand  la  droite  A 
passe  à  l'infini,  de  sorte  que  nous  en  déduisons  : 

Les  quadrilatères  inscrits  dans  une  conique  P  et 
dans  des  coniques  homothétiques  et  concentriques  ont 
tous  même  centre  de  gravité. 

Théorème  XIX.  —  Etant  donnés  un  quadrilatère 
circonscrit  à  une  conique  (S)  ef  une  droite  A,  il  existe 
une  conique  (2|)  passant  par  les  quatre  sommets  du 
quadrilatère  formé  en  joignant  les  sommets  du  premier 
aux  points  où.  leurs  polaires  respectives  rencontrent  A 
et  par  les  points  de  rencontre  de  A  et  de  (S). 
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Si  l'on  considère  cette  conique  (2,  )  et  les  deux  co- 
niques (Sj),  {  £j  )  ifui  passent  par  ces  deux  mêmes  points 
et  qui  sont  l'une  circonscrite  au  triangle  formé  par  les 
■  trois  diagonales,  l'autre  au  triangle  formé  en  joignant 
les  points  conjugués  harmoniques,  par  rapport  aux 
diagonales,  des  points  de  rencontre  (a,  p,  -f)  de  A 
avec  ces  droites  aux  points  d'intersection  des  droites 
<jui  joignent  le  pôle  de  A,  par  rapport  à  (S),  aux  con- 
jugués harmoniques  des  points  a,  p,  y.  p(*r  rapport  aux 
segments  déterminés  par  (S)  sur  ces  diagonales,  avec 
la  droite  A,  on  obtient  trois  coniques  (ï,  ),  (Sj),  (Sj) 
se  coupant  en  un  même  point. 


NOTB  BE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE; 


Par  m.  H.-P.  du  MOTEL, 
cicn  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Nous  nous  proposons  de  résoudre,  à  l'aiJe  de  la 
règle  e(  du  compas,  la  question  suivante  : 

Mener  un  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  réglé  par 
une  droite  donnée  (ou  construire  une  droite  s'appujani 
sur  quatre  autres). 

Nous  savons  qu'il  suffit  de  déterminer  les  points  de 
rencontre  de  la  droite  avec  l'hyperboloïde. 

Noussupposoiis  l'hyperboloïde  défini  par  trois  généra- 
trices de  inèuie  système. 

Commençons  par  rendre  une  de  ces  génératrices  ver- 
ticale par  des  changements  de  plan.  Puis,  dans  co  sys- 
tème, déterminons  les  génératrices  qui  ont  leur  projec- 
tion horizontale  parallèle  à  celle  de  la  droite  donnée. 

Pour  plus  de  netteté  dans  l'épure  et  dans  le  langage, 
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nous  traçons  en  traits  pleins  les  génératrices  d'un  sys- 
tème, en  traits  mixtes  celles  de  Tautre.  Nous  désignons 
deux  génératrices  parallèles  par  la  même  lettre,  sans 
indice  pour  la  génératrice  trait  plein^  avec  l'indice  i 
pour  la  génératrice  trait  mixte. 
Soient  alors  : 

Diy  la  droite  donnée  ; 

A  A'  et  A|  A'^  les  génératrices  verticales  de  Thyperbo- 

loïde;  BB'  et  BiB,  les  génératrices  dont  la  projection 

horizontale  est  parallèle  à  D  ; 
ce  une  autre  génératrice. 

Par  la  droite  DD'  menons  une  quadrique,  dont  la  dé- 
finition sera  complétée  par  les  génératrices  A  A'  et  BB'. 
Les  trois  génératrices  choisies  étant  parallèles  à  un 
même  plan,  cette  surface  auxiliaire  sera  un  paraboloïde. 
11  a  en  commun  avec  riijperboloïde  deux  génératrices 
de  même  système  A  A'  et  BB';  il  le  coupe  donc  en  outre 
suivant  deux  génératrices  de  l'autre  système,  dont  les 
points  de  rencontre  avec  DD'  sont  les  points  cherchés. 
Pour  trouver  ces  deux  génératrices,  nous  chercherons 
leur  point  de  rencontre  avec  une  autre  génératrice  trait 
plein  EE'  du  paraboloïde,  convenablement  choisie  :  ce 
qui  revient  à  remplacer  DD'  par  EE'  dans  le  problème. 

Nous  choisirons  EE'  de  la  manière  suivante  : 

Soit  un  cylindre  vertical  ayant  pour  base  dans  le  plan 
horizontal  un  cercle  quelconque  o)  passant  par  A  et  A< . 
Il  coupe  rhyperboloïde  suivant  ses  deux  génératrices 
verticales  et  une  seconde  courbe  plane  S  projetée  hori- 
zontalement suivant  le  cercle  considéré,  et  dont  le  plan 
aPya'PV  ^*^  facile  à  déterminer.  Or  ce  plan  coupe  le 
plan  vertical  B,  suivant  une  droite  apa'(i'  et  il  existe 
sur  notre  paraboloïde  auxiliaire  une  génératrice  trait 
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plein  parallèle  à  cette  droite.  C'est   cette  génératrice, 
facile  à  construire,  que  nous  prenons  pour  EE'. 

Alors,  pour  trouver  les  rencontres  de  EE'  avec  l'iiy- 
perboloïde,  nous  menons  par  cette  di-oite  un  plan  auxi- 


i 


/    / 


liaire  parallèle  au  plan  aiPya.'^'-^.  Il  coupe  la  surface 
suivant  une  conique  homothétique  de  S,  et  dont,  par 
suite,  la  projection  horizontale  est  aussi  un  cercle.  Du 
reste,  ce  cercle  passe  par  le  point  A  et  A,.  Il  suffit  donc 
(l'en  déterminer  un  troisième  point,   et  pour  cela  de 
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prendre  rinlcrsectîoii  du  plan  auxiliaire  avec  une  géné- 
ratrice quelconque  de  riiyperboloïde,  B|  B'^  par  exemple. 
Ce  cercle  coupe  E  en  deux  points,  ji  et  v,  11  suffit  de 
joindre  A  |X  et  Av  qui  coupent  D  aux  projections  hori- 
zontales, metn,  des  points  cherchés. 

(Pour  ne  pas  embrouiller  Tépure,  nous  n'avons  pas 
reproduit  les  constructions  qui  servent  à  trouver  la 
droite  EE',  une  fois  sa  direction  connue.) 


QUESTION  PROPOSÉE. 


1393.  Si  l'on  appelle  O  et  R  le  centre  et  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  ABC,  I  et  r  le  centre  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit,  H  l'orthocentre,  a,  b,  c  les  côtés,  o.p  le  péri- 
mètre et  S  la  surface  du  triangle  OIH  : 

I**  On  a  (avec  a  >  6  >  c) 

^         _,,  .A  — G.A  — G.A  — B 

2  2?. 

^=   87 ' 

i6S*=  — />* H- 2(2 R*-hioR/-  — r« )/?*—/'( 4  R  H-r;»; 

2*  Si  Tet  v'  sont  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit 
dans  l'angle  intérieur  A  et  S'  la  surface  du  triangle  OI'H,  on  a 

aussi 

or        n,   •     K-C         A -G         A~B 
S  =  2  R*  sin cos cos y 


S'  = 


222 

{b—  c){a-^  c){a-^b) 


8r' 
S-f-S'=R*sin(B  — G); 

3^  La  condition 

/?*—2(R*-MoRr  —  r« )/>«>+-  r(4R-f-r)»go 

exprime 'que  le  triangle  ABC  est  possible  avec  ses  éléments  p, 
R,  r.  (R.  Sondât.) 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  IX.  (Janvier  1890.)  4 
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SUR  QUELQUES  PERFECTIOK\EMENTS  DONT  SERAIT  SUSGE^ 
TIBLE  L'EXPOSITION  DE  LA  THÉORIE  DBS  QUANTITÉS 
NÉGATIVES. 

Extrait  de  Leçons  nouvelles  sur  l'analyse  infinitésimale 
et  ses  applications  géométriques  (  en  préparation  )  ; 

Par  m.  Ch.  MÉRAY, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon, 

Avec    la   collaboration   de   M.    Cii.    RIQUIER, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 


*    I 

I 


Une  confusion  trop  prématurée  et  trop  absolue  faite  entre 
les  signes  opératoires  de  l'addition  et  de  la  soustraction  et  les 
signes  constitutionnels  des  quantités  positives  et  négatives, 
faite  encore  entre  les  quantités  positives  et  leurs  valeurs  numé- 
riques, rend  les  principes  de  cette  théorie  à  peu  près  inintelli- 
gibles pour  les  commençants.  Ses  applications  à  la  spécification 
mathématique  des  grandeurs  convenables  dans  deu\  sens  con- 
traires, et  la  pratique  du  calcul  algébrique,  finissent  sans 
doute  par  leur  apprendre  le  maniement  de  ces  quantités  ;  mais 
ils  parviennent  bien  rarement  à  se  rendre  un  compte  parfaite- 
ment raisonné  de  ce  qu'ils  font  ainsi. 

En  procédant  comme  ci-après,  il  semble  qu'on  réussirait  à 
éviter  toute  obscurité  et  qu'on  gagnerait  par  surcroît  l'avan- 
tage de  ne  pas  s'écarter  du  domaine  de  l'Algèbre  pure. 


15.  De  même  que  la  substitution  des  nombres  frac- 
tionnaires aux  nombres  entiers  rend  toutes  les  divisions 
possibles  et  permet  même  de  changer  une  multiplication 
en  une  division  ou  inversement,  celle  des  nouvelles 
quantités  fictives  dont  nous  allons  parler  aux  nombres 
fractionnaires  absolus  ajoute  à  ce  double  avantage  celui 
de  supprimer  les  soustractions   impossibles  et  de  per- 
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mettre  aussi  de  remplacer  à  volonté  une  soustraction 
par  une  addition  ou  bien  une  addition  par  une  soustrac- 
tion. 

Nous  appellerons  provisoirement  qualifiées  des  quan- 
tités absolues  (14)  conventionnellement  pourvues  de 
certaines  qualités  factices  les  rendant  aptes  à  subir  les 
opérations  également  factices  qui  vont  être  successive- 
ment définies. 

A  chaque  quantité  absolue  a  non  =  o  correspondront 
deux  quantités  qualifiées  dîtes  Tune  positwe,  l'autre 
négatwe  dont  nous  appellerons  ce  nombre  a  la  valeur 
absolue  (quelquefois  numérique)  et  que  provisoirement 

nous  noterons  par  a,  a  respectivement* 

Â  la  quantité  absolue  o  correspondra  une  seule  quan- 
tité qualifiée  dite  neutre  et  de  valeur  absolue  nulle,  que 

nous  représenterons  par  o. 

Deux  quantités  qualifiées  dont  les  valeurs  absolues 
sont  égales  entre  elles,  mais  non  à  o,  seront  dites  égales 
si  leurs  noms  sont  identiques,  opposées  s'ils  sont  diffé- 
rents. 

Deux  quantités  neutres  seront  dites  indéfiniment 
égales  ou  opposétfs, 

16.  JJ addition  de  plusieurs  quantités  qualifiées  don- 
nées consiste  à  faire  la  somme  des  valeurs  absolues,  de 
celles  qui  sont  positives,  celle  des  valeurs  absolues  des 
négatives,  et  h  qualifier  du  nom  de  la  plus  grande  de  ces 
deux  sommes  son  excès  sur  la  plus  petite  (on  néglige 
naturellement  les  quantités  neutres).  Quand  cet  excès 
est  nul,  par  exemple  quand  il  s'agit  d'additionner  deux 

quantités  qualifiées  opposées,    on    prend   o    pour   ré- 
sultat. 

Par  exemple,  en  conservant  pour  toutes  nos  opérations 


ir. 
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factices  les  signes  opératoires  employés  dans  le  calcul 
des  quantités  absolues,  on  aura 

3-f-7-+-2-+-      O      -f-IOH-        o        =4» 

-< y        ■<r-  -^  ^(~ 

O     +  5     -h       »     =  3 , 


4 


4 


=     o 


Une  sorrune  de  plusieurs  quantités  qualifiées  reste  la 
même  si  l'on  modijle  arbitrairement  l'ordre  de  suc- 
cession de  ses  termes^  si  l'on  y  introduit  ou  qu'on  en  ôte 
un  nombre  quelconque  de  parties  neutres, 

17.  Deux  quantités  qualifiées  quelconques  étant 
données,  on  peut  toujours  en  trouver  une  troisième  et 
une  seule  dont  l'addition  à  la  seconde  reproduise  la 
première.  Pour  exécuter  cette  soustraction,  il  suffit 
d'ajouter  à  Ja  première  quantité  l'opposée  de  la  seconde 
(15).  Le  résultat  est  la  différence  de  ces  quantités 
considérées  dans  l'ordre  indiqué. 

Exemples  : 


5 


6  =  5  -H  6  =  1 1, 


7--3  =  7-b3:=4, 


(i)-(l)=(1)-(l) 


=  o. 


18.  Deuxquantités  qualifiées^  quand  elles  sont  égales 
entre  elles,  ont  leur  différence  neutre  et  réciproque- 
ment. 

Quand  elles  sont  inégales,  elles  ont  une  différence 
positive  ou  négative.  On  dit,  selon  l'un  ou  l'autre  de  ces 
deux  cas,  que  la  première  est  supérieure  ou  inférieure  à 
la  seconde. 
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Par  exemple, 

7 
ou  bien  encore 


I 


i3<ii  <    (.    <l   -  /<  7  • 


En  particulier,  la  quantité  neutre  o  est  supérieure  à 
toute  quantité  négative,  inférieure  au  contraire  à 
toute  quantité  positive. 

19.  Des  quantités  qualifiées  données  étant  combi- 
nées dans  un  certain  ordre  par  voie  d'additions  et 
soustractions  consécutives^  le  même  résultat  final  est 
encore  obtenu  «,  à  l'addition  ou  à  la  soustraction 
d^une  quelconque  de  ces  quantités,  on  substitue  respec- 
tivement  la  soustraction  ou  V addition  de  la  quantité 
opposée. 

Par  exemple, 

T—  1 1  -^  i\  --  3  =  5  -f- 1  iH-  6  —  :i 

=   :>  —  Il  —  (i  -f-  3   =  . . . 

<—      -->—»-      -^      ^>- 
=  5  H-  Il  -f-  G  -i-  3  =  i5. 

En  particulier,  cette  observation  permet  de  rem- 
placer toutes  les  soustractions  par  l'addition  des  quan- 
ti tés  opposées  à  celles  qu'il  faut  soustraire,  c'est-à-dire  de 
transformer  toujours  en  une  somme  l'expression  consi- 
dérée. 

Si  donc,  on  compose  plusieurs  notations  simples  en 
unissant  indissolublement  div^erses  quantités  qualifiées 
à  des  signes  opératoires  -+-  ou  —  placés  dei^ant  elles;  si 
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l'on  écrit  ces  notations  les  unes  à  la  suite  des  autres  en 

convenant  de  remplacer  la  première  par  a  quand  elle 

est  +  a  ou  —  a^  par  a  quand  elle  est  —  a  on  -f-  a^ 
on  obtient  une  notation  composée  représentant  la  même 
quantité  qualifiée,  quel  que  soit  V ordre  de  succession 
adopte  pour  les  notations  simples. 

Une  pareille  notation  composée  se  nomme  un  polj- 
nôme  dont  les  divers  termes  sont  les  notations  simples 
formées  ainsi  par  des  associations  artificielles  de  signes 
opératoires  -H,  —  avec  des  quantités  qualifiées. 

La  valeur  d'un  polynôme  ne  change  pas  non  plus, 
si  dans  quelques  termes  on  change  simultanément  le 
signe  opératoire  et  le  nom  de  la  quantité  qualifiée  qu'il 
précède. 

En  écrivant  ses  termes  par  groupes  quelconques, 
on  obtient  des  polynômes  partiels  représentant  des 
quantités  dont  la  somme  reproduit  toujours  la  valeur 
du  proposé. 

20.  Le  produit  de  plusieurs  quantités  qualiiiees  est 
celui  qui  a  pour  valeur  absolue  le  produit  des  valeurs 
absolues  des  JacteurSy  et  qui  est  positive  quand  le  nombre 
des  facteurs  négatifs  est  nul  ou  pair,  négative  quand  ce 
nombre  est  impair,  neutre  quand  quelqu'un  des  facteurs 
l'est  lui-même. 

Exemples  : 


ax.ù  =  axô=:  \aù)f 

-<--     ->     ->     <-     f^^\ 
a  X  b  =  a  X  b  =z\ab  Jf 


<-   ■< — >-  <- 


axo  =  axo=     o. 


Pour  qu'un  pareil  produit  soit  neutre,  il  faut  donc 
et  il  sujfit  que  Vun  au  moins  de  ses  facteurs  le  soit  lui- 
même. 
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âl.  Le  produit  de  deux  polynômes  peut  s'obtenir 
en  en  JomuuU  un  autre  qui  a  pour  terntes  les  dis^ers 
produits  des  quantités  qualifiées  figurant  dans  te  pre- 
mier par  celtes  qui  figurent  dans  le  second,  chacun  de 
ces  produits  partiels  étant  précédé  du  signe  opét^atoire 
+  ou  —  selon  que,  dans  les  polynômes  proposés,  ses 
facteurs  sont  précédés  de  signes  identiques  ou  diffé^ 
rents. 

Exemple  : 

(-4-0"— "^)(— "i^— '?)=-(^)-(^)-h(Â^)-h(w). 

23.  Le  quotient  de  la  division  d'une  première  (juan- 
tîlé  qualiGée  par  uue  seconde  sera  (en  cas  qu'elle  existe) 
la  quantiledont  le  produit  par  celle-ci  régénère  la  pre- 
mière. Sa  recherche  conduit  aux  résultats  suivants  : 

1°  Quand  le  diviseur  n'est  pas  neutre^  le  quotient 
existe  et  il  est  unique  :  P  neutre  si  le  dividende  Test; 
n^  non  neutre,  si  le  dividende  ne  Test  pas,  et  alors  posi- 
tif ou  négatif  selon  que  les  noms  du  dividende  et  du  di- 
viseur sont  identiques  où  différents;  de  plus,  sa  valeur 
absolue  est  toujours  égale  au  quotient  de  celle  du  divi- 
dende divisée  par  celle  du  diviseur  ; 

a^  Quand  le  diviseur  est  neutre  :  P  la  division  est 
impossible  si  le  dividende  ne  Test  pas  en  même  temps; 
11^  la  division  redevient  possible,  mais  le  quotient  est 
absolument  et  entièrement  indéterminé  si  le  dividende 
est  neutre  aussi , 

Exemples  (&  non  =  o)  : 


o     _      o     _"': — 


a  a 

— >  "     7^ 
b  b 


(  ^<^  ) 


a 


a 
~b 


-<^ — ^ 
o 


telle  quantité  qualifiée  qu'on  voudra. 


Comme  on  a 


a 


(/    X    I    =  -—  =  rt, 


a        —^ 
«   X    I   =  —  =  a, 

I 


le  changement   d\ine   quantité  qualifiée  en   son  op- 
posée équivaut  à  sa  mull/plication  ou  à  sa  div^ision 


par  I. 

23.  Dans  un  monôme ,  expression  composée  ne 
comportant  que  des  multiplications  et  des  divisions  y  la 
substitution  y  à  un  facteur  ou  diviseur,  de  la  quantité 
qualifiée  qui  lui  est  opposée  change  seulement  le  nom 
du  résultat,  sans  changer  sa  valeur  absolue. 

En  combinant  cette  remarque  avec  celle  du  n**  19, 
ou  aperçoit  que  dans  toute  expression  impliquant  seule- 
ment V exécution  d'additions^  soustractions,  multipli- 
cations et  dii^isions  de  quantités  qualifiées,  on  peut  oii 
Von  voudra  remplacer  l'un  par  l'autre  les  signes 
opératoires  +,  — ,  à  condition  de  changer  en  même 
temps  d'une  manière  conv^cnable  les  noms  de  quelques- 
unes  de  ces  quantités. 

En  particulier,  on  peut  ainsi  n'y  laisser  subsister  que 
des  signes  -H  ;  cela  même  se  fait  de  plusieurs  manières. 
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Exemple  : 


3-4  T-^ 


8  '5-4  —  10. 10 


3  -^  4  7  -i-  ï 


I   H-  8  5.4  —  lo.  lo 

4     . 


I   H-  8        '  5  .  4  -*-io.io 

24.  5i  R  e5£  le  résultat  d* opérations ^  additions  et 
multiplications,  soustractions  et  dii^isions(ces  deux  der^ 
nier  es  sortes  d^  opérations  étant  naturellement  supposées 
possibles)  exécutées  sur  les  quantités  absolues 

a,     bj    Cy     . . .,     o, 

la  quantité  positivée  R  \ou  neutre  o  Ji  R  =  oy  est  aussi 
le  résultat  des  opérations  homonymes  dans  la  théorie 
des  (juantités  qualifiées  qu'on  exécuterait  parallèle- 
ment sur  les  quantités  positivées  ou  neutres 


_>  -> 


a,     6,     Cf     . . . ,     o. 

Cette  proposition  évidente  autorise  la  substitution 
systématique,  aux  nombres  absolus  définis  dans  le  para- 
graphe précédent,  des  quantités  positives  dont  ils  sont 
les  valeurs  numériques.  Et  sa  combinaison  avec  la  possi- 
bilité constante  de  toutes  les  soustractions  qualifiées, 
d'une  part  (17),  avec  les  observations  des  n^"  19  et  23^ 
d'autre  part,  assure  à  la  substitution  dont  il  s'agit  les 
deux  avantages  annoncés  au  n*'  15. 

Moyennant  la  substitution  ultérieure  de  quelques 
quantités  négatives  à  des  quantités  positives,  on  reste 
notamment  maître    de  ne  laisser  subsister  dans  une 
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expression  donnée  que  ceux  des  signes  opératoires 
ou  —  qui  facilitent  le  mieux  la  conception,  la  géné- 
ralisation et  renonciation  des  résultats  obtenus  dans 
la  question  oh  elle  se  présente.  C'est  en  procédant  ainsi 
qu^on  est  arrivé,  par  exemple,  à  cet  énoncé  simple  et  lu- 
mineux de  la  règle  de  multiplication  de  deux  polynômes 
quelconques  : 

Le  produit  est  la  somme  des  produits  partiels  des 
termes  du  multiplicande  et  du  multiplicateur  trans- 
formés de  manière  à  ne  plus  contenir  l'un  et  l^ autre 
que  des  signes  opératoires 


25.  Le  plus  souvent  (mais  pas  toujours)  on  a  intérêt 
à  ne  laisser  partout  que  le  signe  opératoire  H-  ;  le  mé- 
canisme habituelde  cette  transformation  d'un  polynôme 
à  termes  absolus  en  une  somme  de  quantités  qualifiées 
consiste  donc  à  substituer  une  quantité  positive  à  chaque 
nombre  absolu  qui  est  précédé  du  signe  +  et  une  quan- 
tité négative,  précédée  du  même  signe  -4-,  à  chaque  nota- 
tion complexe  constituée  par  un  nombre  absolu  précédé 
du  signe  —  et  par  le  signe  —  lui-même. 

Mais  s'il  demeure  bien  sous-entendu  que  le  polynôme 
qualifié  ne  contiendra  jamais  que  des  signes  +,  on  peut 
se  contenter  de  retenir  que  des  nombres  absolus  a,  6,  ... 

doivent  être  remplacés  par  les  quanti  tés  positives  a,  6,  ... 
et  des  notations  telles  que  —  a,  —  A,  ...  par  les  quan- 


■<^<- 


tités  négatives  a,  £,  ....  Cette  manière  de  voiries  choses 
conduit  à  juger  équivalentes  les  notations 


d'une  part, 


rt,     ù,     . . .,     a,     6, 


Cl,     b^      .  . . ,     —  a^     —  />, 


(  %) 

d'autre  part,  et,  d'autre  part  encore,  par  extension, 
-+- a,     -+-6,     ...,    — a,     — 6,     .... 

L'usage  courant  est  conforme  à  ce  dernier  point  de 
vue  :  on  trouve  commode  de  confondre  les  quantités 
positives  avec  leurs  valeurs  absolues,  sauf  à  écrire  devant 
les  notations  de  celles-ci,  quand  on  tient  à  mieux  affirmer 
qu'on  les  a  transformées  par  la  pensée  en  des  quantités 
positives,  le  signe  opératoire '-h  changé  tacitement  en 
signe  (jualijicatify  et  à  représenter  une  quantité  négative 
par  la  notation  de  sa  valeur  absolue  précédée  du  signe 
opératoire  —  pris  de  même  dans  un  sens  nouveau  qui 
est  purement  qualificatif.  C'est  ainsi  qu'on  est  ramené 
à  dire  que  les  quantités  positis^es  ont  le  signe  +  et  les 
quantités  négatis^es  le  signe  — ,  bien  qu'il  ne  s'agisse 
pas  nécessairement  d'additions  ou  de  soustractions  à 
exécuter. 

Enfin  le  théorème  du  n**  24  conduit  encore  à  identifier 


la  quantité  neutre    o    avec  le  zéro  naturel. 


Mais,  en  réalité  y  un  nombre  n'est  pas  une  quantité  posi- 
tive; et,  pour  la  notation  habituelle  des  quantités  néga- 
tives, le  signe  —  n*est  détourné  de  son  sens  opératoire  que 
par  une  convention  tacite.  On  ne  verra  plus  les  quantités 
négatives  à  travers  un  nuage  en  ne  Toubliant  pas,  en  se  sou- 
venant aussi  qu'il  y  a,  non  une  théorie  des  quantités  néga- 
tives, mais  bien  une  théorie  des  quantités  factices  tant 
positives  que  négatives. 

Ce  mode  d'exposition  peut,  à  ce  qu'il  semble,  se  passer  d'il- 
lustrations empruntées  à  la  considération  des  grandeurs  con- 
crètes dirigées;  c'est  au  début  des  diverses  théories  où  les 
grandeurs  se  rencontrent  qu'il  convient  le  mieux  d'expliquer 
l'application  des  quantités  positives  et  négatives  à  leur  repré- 
««entation  analytique. 
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RÉALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 

EN  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximilien  MARIE 

au  Collège  Stanislas,  à  Sainte-Barbe,  à]  l'École  Sainte-Geneviève 

et  à  rÉcoIe  Monge. 


1.  Est-il  possible  de  faire  représenter  un  point  du 
pUin  des  axes  par  une  solution 

a:  =  a  -H  p  /—  i , 
d'une  équation 

sous  la  condition  que  le  point  représentatif  de  cette 
solution,  dont  les  coordonnées  X\  et  jx  seraient  des 
fonctions  de  ol,  ^,  a!,  P',  consente  une  position  invariable 
dans  le  plan,  quelque  transformation  que  Von  fasse 
subir  aux  axes  et,  par  suite,  à  la  solution  considérée? 

Et  d'abord,  sî  x^  doit  être  fourni  par  la  formule 

il  faudra  que  jx  le  soit  par 

j.,=  (p(a',P',a,P); 

sans  quoi  Téchange  des  deux  axes  des  x  et  des  j^  ne  lais- 
serait pas  le  point  (xi,^!)  à  la  même  place. 
Supposons  done  que  les  formules 

X,  =  cp(a,  p,  a',  p')        et        y,  =  o(a',  P',  a,  p) 

remplissent  la  condition  exigée. 

Si  Ton  transporte  Torigine  sur  l'axe  des  x  à  une  dis- 
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lance  a  de  Tancicnne,  les  formules  de  transformation 
seront 

de  sorte  que  la  solution 
deviendra 

.r'=  a  —  a  -4-  ?  /^  ,        y'  =  a' -4-  P'  /^; 
le  point  (x', , j^',  )  deviendrait  donc 

y,  =  cp(a',?',a-a,p); 

pour  qu'il  ait  conservé  la  même  situation,  il  faudra  que 
ses  coordonnées  x\^j\  soient  liées  kx^^y^  par  les  for- 
mules de  transformation,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

et 

ç)(a'-P',a~a,?)=9(a',p',a,  ?), 

quels  que  soient  a,  p,  a',  ^'  et  a. 

Ces  conditions  exigent  évidemment,  d'abord,  que  a 
n'entre  pas  dans  la  fonction  cp  relative  à  j^  ni,  par 
conséquent^  a!  dans  la  fonction  tf  relative  à  X|  ;  en  se- 
cond lieu,  que  la  fonction  <p  relative  à  x^  ne  contienne 
a  qu'au  premier  degré,  sans  coefficient,  et  de  même,  que 
la  fonction  <p  relative  kj^  ne  contienne  oc' qu'au  premier 
degré,  sans  coefficient. 

Ainsi  la  transformation  considérée  conduit  à  conclure 
que  X{  et^i  doivent  respectivement  airecter  les  formes 

Considérons  maintenant  la  transformation  dans  la- 
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quelle  l'axe  des  y  aurait  simplement  toariié  autour  de 
Torigine,  de  manière  à  faire  avec  Taxe  des  x,  resté  fixe, 
l'angle  supplémentaire  de  celui  qu'il  faisait  auparavant» 
Les  formules  de  transformation  seront 


y  =y 


et 


37'  =  a: -h  a  cos  6 j' ; 


la  solution  x  =  a  -f-  ^  y/ —  i  ,  j'  =  a'-4-  fi'  v' —  '  devien- 
dra donc 

Le  point  représentatif  de  la  solution  transformée  se- 
rait donc 

a?;  =  a  H-  aa'cose  -+-  i}/(p  -h  ip'  cosd,  p') 
yj  =  a'+4/(P',p-hap'cose); 

mais,  pour  que  le  point  représenté  soit  resté  le  même,  il 
faudra  que  ses  coordonnées  x\^y\  et  X|,j^i  soient  liées 
par  les  formules  de  transformation,  c'est-à-dire  que 


ou  que 


et 


y'i  =  yi     ^^     ^1  =  ^1  -+-  vi  cosB 

a'-h^/(p',  p-H2p'cose)=a'-h4/(P',  P) 

a  -h  2a'  cosO  -+-  4/(  p  -f-  2  P'  cosO,  P') 
=  a  -^  >K  p,  p')+  2cos0[a'+  i^P',  P)]. 

La  première  condition  montre  que  la  fonction  <{/  rela- 
tive à  Yi  ne  doit  pas  contenir  ^  et,  par  suite,  que  la 
fonction  ^  relative  à  X|  ne  doit  pas  non  plus  contenir  ^'. 

En  conséquence,  il  faudra  réduire  x^  niju  à 

^i=«-+-X(P)         et        yi  =  cc'-i-y(^'). 

Mais  alors  la  condition 

x\  =  a-j  -i-  'lyi  cos6 
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se  l'^uît  à 

+(3-t-arcos«)='l'(?)+acose4'<p'), 

ce  qui  exige  que  ^  soit  du  premier  degré  et  sans  con- 
stante. 

En  résumé,  on  est  amené  à  faire  obligatoirement 

iF,=  a-l-*?,        ^,  =  a'  +  *3'. 

Il  est,  du  reste,  facile  de  vérifier  que,  dans  ces  condi- 
tions, le  point  représentatif  d'une  solution 

i-estera  toujours  le  même,  quelque  transformation  des 
coordonnées  qui  intervienne. 

En  effet,  si  les  formules  de  transformation  sont 

3/  =  a-t-  mx  ■+■  ny, 
y=b+px  ^-qy, 

la  solution  transformée  de 


/=6+/>a  -i-î«V(/.p  4.yp')/:rT; 

les  points  représentatifs  de  ces  deux  solutions  seront 
donc 

a:,  =  a-+-Ap,         j-i  =  «'+ *P' 
et 

y\==b-*-pn  -^qa-'+kip^  +q^')=h^px,  -hqy,, 
les  iMHirdonnées  anciennes  et   nouvelles  de  ces  deux 
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points  seront  donc  liées  entre  elles  par  les  formules  de 
transformation  :  les  deux  points  coïncideront  donc. 

Il  n'y  aurait  aucun  avantage  à  donner  à  h  une  valeur 
diflërente  de  i;  nous  ferons  donc  toujours 


2.    Les     solutions      imaginaires     x  ==  a -h  P  y— 7 , 

j  =  a' -4-  P'  y/ —  I  d'une  équation  à  deux  variables 
f(^x,y)  =  o  présentent  une  double  indétermination, 
c'est-à-dire  que  les  quatre  variables  a,  p,  a',  P'  ne  sont 
liées  entre  elles  que  par  deux  conditions,  celles  dans 
lesquelles  se  décompose 

Il  en  résulte  que  les  points  («^if  JkO  représentatifs  de 
toutes  les  solutions  imaginaires  d'une  équationyi(a:,y)=o 
formeront  plaque  sur  le  Tableau. 

Sur  la  surface  recouverte  par  ces  points  (Xi^yt)^  on 
pourra  tracer  une  infinité  de  courbes  :  l'une  d'elles  sera 
définie  par  une  équation  complémentaire 

<p(a,p,a',?')=o. 

La  théorie  donnera  les  moyens  de  les  étudier  toutes; 
mais  la  classe  de  celles  dont  les  points  correspondraient 
à  des  solutions  qui  pussent  être  rendues  réelles,  en 
même  temps,  par  rapport  à  l'une  des  variables,  x  par 
exemple,  par  une  transformation  convenable  des  coor- 
données, présentera  un  intérêt  tout  particulier,  parce 
que  ces  courbes  auront  des  rapports  beaucoup  plus  in- 
times que  toutes  les  autres  avec  la  courbe  réelle  repré- 
sentée par  la  même  équsiùonf(x^j-)=  o^  en  efiet,  dans 
un  système  convenable  de  coordonnées,  les  ordonnées 
de  l'une  de  ces  courbes  et  de  la  courbe  réelle  seront 
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irspccli veinent  représentées   par  deux  fonetîons   con- 
jointes de  l'abscisse  commune 


y=zo{X)±\^^(T) 


et 


y  =o(x)±\/—^(x), 


analogie  algébrique  d'où  résulteront  une  infinité  d'ana- 
logies géométriques,  qui  permettront  d'instituer  une 
Géométrie  comparée. 

Les  lieux  courbes  contenus  dans  le  lieu  p\smf(x^y)=o 
qui  sont  définis  par  la  condition  précédente  sont  dési- 
gnés sous  le  nom  de  conjuguées  du  litîu  réel  f(x^j)=o. 

Clierchons  la  condition  complémentaire  qu'il  faudra 
joindre  à  Téquation  /{oc,  y)  =  o  pour  définir  une  des 
conjuguées  de  ce  lieu,  c'est-à-dire  cherchons  le  caractère 
commun  de  toutes  les  solutions  imaginaires  de  l'équa- 
tion d'un  lieu,  qui  pourraient  devenir  en  nu>nie  temps 
réelles  par  rapport  à  l'abscisse,  à  la  suite  d'une  trans- 
formation convenable  de  coordonnées. 

Soient 

X  sin(6  —  a)-f-y  sin(ô  —  a') 


X  = 


et 


y  = 


iinO 


X  sina  ->r' y  sina 


les  formules  d'une  transformation;  on  en  tire 


[a?  sina' — y  sin(0  —  a')]  sinO 

=  .r'[sina'sin(0  —  a) —  sina  sin(0  —  a')|. 

Si  donc  on  veut  que  les  x!  soient  réels,  il  faudra  quex 
et  y  soient  tels  que 


c  sina'  —  ^  sin(0  —  a') 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  1\.  (Février  1890.) 


j 
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soit  réel  ^  c'est-à-dire,  si  x=aH-p  y  —  i  et^  =a'H-^\/ — f, 

que 

Psina'— P'sin(e  — a')=o 
OU  que 

?  ~  sin(e  — a')' 

condition  indépendante,  comme  on  le  voit,  de  l'équa- 
tion du  lieu  considéré. 

Ainsi,  Ton  pourra  rendre  en  même  temps  réelles,  par 
rapport  à  l'abscisse  nouvelle,  les  solutions  de  toutes  les 

équations   h    deux  variables  où  -g-  aurait   une  même 
valeur  C. 

La  constante  C  =  ^  qui  déGnit  une  conjuguée  d'un 

lieu.  J(x^y)=,  o  est  ce  que  nous  nommerons  la  carac^ 
téristique  da  cette  conjuguée. 
On  voit  que  cette  caractéristique 

__        sina' 


sin(6  —  a') 

est  le  ^coefficient  angulaire  de  la  direction  qu'il  faudrait 
donner  au  nouvel  axe  des  y  pour  rendre  en  même  temps 
réelles  les  abscisses  nouvelles  de  tous  les  points  de  la 
conjuguée. 

Ainsi  Téquation  de  la  conjuguée  C  d'un  lieu 

/(^.  r)  =  « 

résulterait  de  l'élimination  de  a,  p,  a!  et  P'  entre  les 

équations 

/(a  +  p  v/=T,  a'+  P'  v/:^=  o, 

vt 

a7|=aH-p,        j,  r=a'-t-P'; 

mais  on  ne  se  servira  jamais  de  celte  équation  d'une  cou- 


('i;  ) 

jiiguée  eu  coordonnées  réelles.  Cette  équation  serait  de 
degré  m  {m —  i  )  ou  de  degré  m-  suivant  que  l'équation 
f{oc^y)-=o^  de  degré  /w,  aurait  tous  ses  coefficients  réels 
ou  en  aurait  d'imaginaires;  mais  la  conjuguée  elle-même 
sera  bien  plus  facile  cà  étudier  dans  réqualioiiy(x,  7)  =  o, 
qui  la  représente  en  coordonnées  imaginaires,  que  dans 
celle  qui  la  représenterait  en  coordonnées  réelles. 

Les  conjuguées  d'un  lieu  de  degré  m  présentent,  en 
eflet,  comme  on  le  verra,  tant  au  point  de  vue  algébrique 
qu'au  point  de  vue  géométrique,  tous  les  caractères  des 
courbes  de  degré  m. 

Nous  démontrerons  d'ailleurs,  et  c'est,  en  définitive,  le 
but  que  nous  nous  proposons,  que  toute  question  quel- 
conque, résolue  déjà  pour  le  lieu  réely  (jc,  j)  =  o.  Test 
par  cela  même,  au  moyen  des  mêmes  formules,  pour 
une  quelconque  de  ses  conjuguées,  moyennant  une  in- 
terprétation toujours  très  simple. 

Cordes  réelles  d'une  conjuguée,  —  Une  équation 
j'  =  Cx-hrf,  dans  laquelle  f/ peut  prendre  toutes  les 
valeurs  réelles,  n'est  capable  que  de  solutions  du  sys- 
tème C;  en  ellet,  si  Ton  y  fait  j:  ==  a  4-  ^  y/ —  i  et 
y  =  a'-h  j3\/  —  i ,  il  vient 

a'=GaH-r/        et         fi'  =  Cp; 

ou  voit  donc  qu'on  pourrait  directement  construire  la 
conjuguée  C  d'un  lien  y(.r,  j^')  =  o,  en  recherchant 
toutes  les  solutions  communes  à  l'équation  f{oc^j)  =  o 
et  a  l'équation  j'"  =  Cx  4-  d^  dans  laquelle  on  ferait  va- 
rier rf  de  — 00  à  H-QO^  au  reste  le  point  a:<  =  a-f-  (3, 
j',  =  a'-i-p',  qui  représenterait  une  de  ces  solutions, 
appartiendrait  à  la  sécante  considérée  j^  =  Cx  -H  ^/,  car 
les  deux  équations  précédentes  donnent 


1 


'-1-3'=  C(a-h3)-f-^/. 


m 


(  «8  ) 
3.  Conjuguées  des  conû/ues.  —  Soit  C  {/Ig-  i)  une 
ellipse  quelconque,   cherclious  la  conjuguée  de  cette 

Fig.  I. 


ellipse  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles  à  la  droite 
NN':  pour  cela  rapportons  la  courbe  au  diamètre  paral- 
lèle à  NN',  pris  pour  axe  des  y,  et  a  son  conjugué,  pris 
pour  axe  des  x;  Téquation  de  Tellipse  prendra  la  forme 

^  +  61— =«; 

si  Ton  donne  à  x  des  valeurs  non  comprises  entre  —  a! 
et  +  a',  l'ordonnée  du  lieu  sera  imaginaire  et  repré- 
sentée par 

h'       ______       _ ___ 

7  =  -,  v/^'*  —  a'*  /^, 
les  coordonnées  réalisées  du  point  correspondant  seront 


Xi  =x        et       y\  =  —,  /arj  —  a* ; 
elles  seront  donc  liées  entre  elles  parla  relation 

^-^-1  =  0- 


(  69  ) 
la  conjuguée  lîeu  de  ces  points  sera  donc  l'hyperbole 
SAS'ÏA'T'  ayant  pour  diamètre  non  transverse  le  dia- 
mètre de  Tellipse  parallèle  aux  cordes  réelles  de  cette 
même  conjuguée,  et  pour  diamètre  transverse  le  dia- 
mètre conjugué  du  premier. 

Ainsi  les  conjuguées  d^une  ellipse  sont  toutes  les  hy- 
perboles qui  ont  avec  elle  un  système  de  diamètres  con- 
jugués commun-,  elles  recouvrent  tout  le  plan^  sauf  l'in- 
térieur de  Tellipse,  et  cette  ellipse  est  l'enveloppe  de  ses 
conjuguées,  ^ous  savions  déjà  qu'il  en  est  de  même  de 
toutes  les  courbes  :  une  courbe  quelconque  est  l'enve- 
loppe de  ses  conjuguées,  ou  d'une  partie  de  ses  conju- 
guées. 

Considérons  maintenant  une  hyperbole  ^fig»  a)  :  les 

Fig.  2. 


parallèles  à  un  rayon  compris  dans  les  angles  des  deux 
asymptotes  qui  comprennent  eux-mêmes  la  courbe 
réelle  rencontreraient  tous  cette  courbe  en  deux  points 
réels  ;  ainsi  les  cordes  réelles  des  conjuguées  d'une  hy- 
perbole sont  parallèles  aux  diamètres  non  transverses 
de  cette  courbe;  en  d'autres  termes,  quels  que  soient  les 
axes  auxquels  une  hyperbole  soit  rapportée,  la  caractéris- 


(  7«  ) 

tique  C  =  -^  d'une  conjuguée  ne  peut  varier  qu'entre 

les  valeurs  extrêmes  des  coefficients  angulaires  des  dia- 
mètres non  iransverses  de  la  courbe.  C'est  un  fait  gé- 
néral en  ce  sens  que,  si  une  courbe  de  degré  m  est  tou- 
jours coupée  en  m  points  réels  par  toutes  les  droites 
parallèles  aux  rayons  d'un  secteur,  la  courbe  n'a  pas  de 
conjuguée  dont  la  caractéristique  soit  comprise  entre  les 
coefficients  angulaires  des  rayons  extrêmes  de  ce  secteur, 
et  ces  rayons  extrêmes  ont  généralement  des  directions 
asymptotiques,  parce  que,  généralement,  on  peut  mener 
à  la  courbe  plus  de  tangentes  inclinées  à  une  asymptote, 
dans  un  sens,  qu'on  n'en  peut  mener  qui  soient  inclinées 
dans  le  sens  contraire.  Au  reste,  cela  ne  veut  pas  dire 
qu'une  courbe  n'ait  jamais  de  conjuguées  dont  les  cordes 
réelles  aient  des  directions  parallèlement  auxquelles  on 
ne  pourrait  pas  lui  mener  de  tangentes. 

Supposons  que  nous  voulions  connaître  la  conjuguée 
de  riiyperbole  SAS'TA'T',  dont  les  cordes  réelles  se- 
raient parallèles  à  une  droite  NN'  parallèle  a  un  diamètre 
BB'  non  transverse  de  cette  hyperbole  ;  prenons  pour 
axe  des  j)^  ce  diamètre  BB'  et  son  conjugué  AA'  pour  axe 
des  x,  l'équation  de  l'hyperbole  prendra  la  forme 


a 


'■> 


o, 


et  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  comprises  entre  —  o!  et 
a'^y  sera  imaginaire  et  représenté  par 


b' 


Cv 


les  coordonnées  réalisées  du  point  correspondant  seront 


h' 


.r,  ^  jr  o\  j-i  ^  -,  y/„'2__^.J  , 


(  7»  ) 
elles  scronldonc  liées  entre  elles  par  la  relation 

la  conjuguée  lieu  de  ces  points  sera  donc  Tellipse 
B  A  B'  A',  ayant  pour  diamètres  les  deux  diamètres  de  l'hy- 
perbole considérée,  qui  seraient  parallèles,  Tun  aux 
cordes  réelles  de  la  conjuguée,  et  Taulre  au  diamètre 
conjugué  du  premier. 

Ainsi,  les  conjuguées  d'une  hyperbole  sont  toutes  les 
ellipses  qui  ont  avec  elle  un  système  de  diamètres  con- 
jugués commun.  Elles  ont  deux  enveloppes,  l'une 
réelle,  c'est Thyperbole  proposée,  l'autre  imaginaire,  qui 
est  l'hyperbole  de  mômes  axes,  mais  changés  de  réels  en 
imaginaires,  et  réciproquement.  Cette  seconde  enveloppe 
est  ordinairement  désignée  sous  le  nom  d'hjperbole 
conjuguée  de  la  première;  mais  nous  l'appellerons 
\\u.lbl supplémentaire  de  la  proposée,  parce  que,  lorsque 
les  conjuguées  d'une  courbe  ont  deux  enveloppes,  l'en- 
veloppe imaginaire  présente  toujours  tous  les  caractères 
d'une  véritable  supplémentaire  de  la  courbe  elle-même 
ou  de  l'enveloppe  réelle. 

Les  deux  enveloppes  ont  ici  les  mêmes  asymptotes, 
c'est  un  fait  qui  sera  généralisé. 

Les  conjuguées  d'une  hyperbole  recouvrent  toute  la 
portion  du  plan  comprise  entre  cette  hyperbole  et  sa 
supplémentaire,  et  aucune  ne  peut  pénétrer  dans  l'in- 
térieur de  la  concavité  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux 
hyperboles. 

Les  points  de  l'enveloppe  imaginaire,  ou  de  l'hyper- 
bole supplémentaire,  seraient  fournis  par  les  solutions 
imaginaires  sans  parties  réelles  de  l'équation  de  l'hyper- 
bole proposée,  rapportée  à  deux  de  ses  diamètres  conju- 
gués quelcou([ues  a  et  A. 


(  7'-  ) 
En  elFet,  si  dans  réquation 


on 


fait 


il  vient 


r  =  p  ^—  i         cl        y  =  3'  v/—  I 


les  coordonnées  réalisées  du  point  correspondant  sont 


^1  =  ?,      yi  =  ?', 


o. 


et  elles  sont  liées  par  l'équation 

qui  représente  bien  Thyperbole  supplémentaire. 

Le  coefficient  angulaire  -j-  du  lieu  —  —  ~  —  i  : 

en  un  point  de  l'enveloppe  imaginaire,  se  réduit  ici  à 

-~  et  est,  par  conséquent,  réel.  Nous  verrons  bientôt 

que  c'est  le  caractère  général  de  l'enveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  d'un  lieu  quelconque. 

Lorsque  la  caractéristique  d'une  conjuguée  d'une  hy- 
perbole tend  vers  le  coefficient  angulaire  d'une  des 
asymptotes,  la  conjuguée  correspondante  s'aplatit  indé- 
finiment et,  a  la  limite,  se  confond  avec  Tasyniplote  elle- 
même,  qu'elle  recouvre  deux  fois.  Nous  verrons  plus 
tard  que  le  fait  est  général  et  même  que  les  conjuguées 
d'une  courbe  de  degré  quelconque  tendent,  dans  une 
de  leurs  parties,  à  devenir  des  ellipses,  lorsque  leur 
caractéristique  tend  vers  le  coefficient  angulaire  d'une 
asymptote  réelle. 

On  verrait,  comme  précédemment,  que  les  conjuguées 
d'une  parabole  sont  des  paraboles  égales  }\  la  proposée 


Il      an  ■  i^i 


(  7^) 
Cl  opposées  à  elle  par  un  diamètre  commun  et  une  lan 
gente  commune. 

l.es  conjuguées  d'une  ellipse  imaginaire 


a* 


—  I 


sont  toutes  les  hyperboles  qui  ont  avec  Tellipsc  réelle 
correspondante 


—   -4-  ^ —    =1 


un  système  de  diamètres  conjugués  commun.  Seulement, 
c'est  alors  le  diamètre  Iransverse  de  la  conjuguée  qui 
est  parallèle  à  ses  cordes  réelles. 

L'enveloppe  imaginaire  de  ces  conjuguées   est  Tel- 
lipse 


T^       y* 


"ï  -^  /T  =  '  • 


Elle  est  fournie  par  les  solutions  imaginaires,  sans  par- 
ties réelles,  de  Téquation  du  lieu  lui-même, 


Xi 


z: 
6* 


réalisées  par 


c'est-à-dire  par  les  solutions  de  la  l'orme 

En  un  quelconque  des  points  de  cette  enveloppe  imagi- 
uairC;  le  coefficient  angulaire  -~  du  lieu  est  réel. 
Les  conjuguées  de  l'ellipse  évanouissante 

sont  naturellement   réduites  «à  leurs  asymptotes,  c'est- 
à-dire  sont  des  droites.  Les  conjuguées  dont  les  cordes 


(74  ) 
réelles  sont  parallèles  à  une  droite  donnée  sont  les  dia- 
gonales du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  dia- 
mètres conjugués  d'une  ellipse  homotliétique  à  Tellipse 
évanouissante,  dont  Tun  serait  parallèle  aux  cordes 
réelles  de  celte  conjuguée. 

4.    Des  éléments  d*un  lieu  en  un  de  ses  points  et 
(le  l'eFweloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu.  — 

Le  coefficient  dillérentiel  ~-  en  un  point  x,  y  d'un  lieu 


t'St 

^/^      rMyy 

ce  rapport  n'a  qu'une  valeur,  quel  que  soit  dx,  c'est- 
à-dire  que  si  l'où  donne  à  x  l'accroissement 

r accroissement  correspondant  d<îj  ., 

dy  =z  dx' -h  d^' s/^ y 

sera  toujours  lié  à  raccroisscmcnt  de  x  par  la  même 
relation 

quels  que  soient  doL  et  J^  l'un  par  rapport  à  l'autre. 
Soit  m  4-  n  y/ —  i  la  valeur  du  coefficient  différentiel 

y-  au  j)oinl  x,  j  ,  les  accroissements  correspondants  de 

.r  el  de  7  seront  donc  liés  Tun  à  l'autre  par  la  relation 

dtv  '/3'/--~i  =  (ni  -4-  n  y/-  i")(V/a  h-  d^^^s^^) 


^»v 


(    7^>) 
qui  se  décompose  en  deux 

ûfa'  =  m  dm  —  n  d'^^ 
et 

d^'  =  m  d^  -h  n  dot. 

Soient,  suivant  notre  notation  habituelle,  x^  elju  les 
coordonnées  du  point  représentatif  de  la  solution,  x^y, 
Vi  -+-  dxi  etyt  -h  dyi  celles  d'un  point  inGniment  voi- 
sin, de  sorte  que 

dxi  =  d%-^  d^        et        dyi  =  da-+-  d^'; 

les  deux  équations  précédentes  donnent 

dvi  _  doL'-^dy  ___  (m  -h  n)  dt  -h  (m^n)d^ 
S7,  ""  dx  -r-  d^  ""  doL  -h  d^ 


on 


dyt ^ '  d% 


dxi 


d'à 
"^di 


-—  pourra  donc  prendre  habituellement  une  infinité  de 

valeurs,  qui  dépendront  àe~;  c'est-à-dire  qu'autour 

du  point  X|,  j^i,  qui  correspond  à  la  solution  x,  j"  de 
réi|uationy(X,  Y)  =  o,  le  lieu  en  présentera  générale- 
ment une  infinité  d'autres,  placées  dans  toutes  les  direc- 
tions, ce  qui  est  tout  naturel,  puisque  ce  lieu  constitue 
une  surface.  Les  lignos  droites  qui  joindraient  le  point 
[j:,,  j)'i]  aux  points  [xi-+-  rfo?!,  ^i  -h  rf?  i]  constituent 
les  éléments  du  lieu  au  point  [x»,  j  i]. 

Pour  que  tous  ces  éléments  se  confondissent  géomé- 

lri(|UfMnent,  il  faudrait  que  —*  fut  indépendant  de  -^i 
ce  c|ui  exigerait  que 


m  -•-  n 


m  —  // 
I 


ou  que  //  =  o 


(  7ti) 

Ainsi,  aux  points  d'un  lieu  où  -^  est  réel,  tous  les 

éléments  de  ce  lieu  se  confondent,  c*est-n-dire  que  toutes 
les  courbes,  lieux  de  points  [X|,  j^i],  qui  y  passent,  s'y 
touchent. 

C'est  là  la  propriété  caractéristique  de  la  limite,  réelle 
ou  imaginaire,  de  la  portion  du  plan  recouverte  par  tous 
les  points  imaginaires  réalisés  d'un  lieu  quelconque  \  les 
deux  enveloppes  réelle  et  imaginaire  des  conjuguées 
d'un  lieu  quelconque  seront  donc  fournies  simultané- 
ment par  la  condition  commune  : 

dy 


dx 


est  réel. 


Nous  allons  donner  deux  exemples   d'une   telle  re- 
clierclie.  Soit  d'abord  le  lieu 


dy_ 

îix  ~  ' 


o, 


a' 


3^»  —  «2  ' 


(ly 


|)Our  que  -t-  soit  réel,  il  faut  que  y  soit  de  la  foi*nie 

fj  y/ —  i  ;  alors  x  sera  de  la  forme  ^\' — i.  D'ailleurs, 
ces  valeurs  de  x  etj^'  devant  satisfaire  à  l'équation  du 
lieu  y  on  aura 

l'équation  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du 

lieu  est  donc 

y^  -h  a^y  —  a'^x  =  o. 

La  courbe  réelle,  ou  l'enveloppe  réelle  des  conjuguées 
du  lieu,  est  SAOA'S'(y?^.  i^),  et  l'enveloppe  imaginaire 
est  Si  OS'j.  Ces  deux  enveloppes  se  touchent  à  l'origine, 
qui  est  pour  elles  deux  un  point  d'inflexion,  et  elles 
sont  réciproques. 

JNons  verrons  plus  tard  qu'il  en  csl  toujours  ainsi  : 


(  77) 
les  deux  enveloppes  sont  toujours  réciproques  Tune  Je 
l'autre,  c'esl-à-dîre  que  chacune  d'elles  est  l'enveloppe 


Fig.  3. 


imaginaire  des  conjuguées  de  l'autre,  et  les  deux  courbes 
ont  les  mêmes  points  d'inflexion,  où  d'ailleurs  elles  se 
tournent  leurs  convexités. 

Considérons,  comme  second  exemple,  le  lieu  repré- 
senté par  l'équation 

qui  se  présentera  de  lui-même  dans  la  théorie  des  cour- 
bures et  auquel  nous  donnons  le  nom  de  cercle  imagi- 
naire. 

Soient  x  =  a  4-  P  \/—  i  et j^  =  a'  -h  PV — i  les  coor- 
données imaginaires  d'un  point  du  lieu,  a,  p,  a  et  P' 
satisferont  aux  deux  conditions 

(1)  (a-a)»-(p-^»)«-h(a'-a')8-(?'-è')î=r2-r'2 

et 

(2)  (a  — a) (P  —  A)-h  («'-«')(?'—*')  =  '''''; 

le  coeflBcient  difTérentiel  ^  aura  pour  valeur  en  ce 
point 

dy  X  —  a  —  b  y/—  i    __  a  —  a-^-  {^  —  6 )  /— i 


dx 


-  a'—  6'/^        a'~  a'-H  (  ^'-b')  yf^\ 


(  ;8) 

el,  pour  <]u'il  soîl  réel,  il  faudra  qu>.- 


(f 


-a   _   p_--_ft 


«'       3'- 6' 
J/équation  (^i)  dantiit 

l'ii  substiluaiit  daus  les  deux  anircs,  il  vicnl 
ou 

'""■'  1  -<y-^')-'-:r:i';r"'''='-- 

cl 


éliiniiianl  inaiiitcnaiil  P' —  b\  il  vicnl 

,4,  ('-)-^c-'-')--,._„,c;'.._,„. 

c'«st-à-dire 

i   _(,.._,■., [,,^„,.+(.'-„')'l- 

écjualioii  qui  donne 

,(.■_«).  +  (•'-»■)■ 


(79) 
mais  (a  —  a)- -\- (af — f/)-  ne  saurait  être  nëgalif;  pr 
couséquent,  en  définitive,  la  solution  est 

(4  quater)  (a  —  a)* -h  (%'  —  a')^  =  /•*, 

c'est-à-dire  que  a  et  7/  sont  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  circonférence 

(5)  {x  —  a)^-^  (y  —  a' Y  =  r». 
L'équation  (1)  donne,  par  suite, 

(6)  O  — ^»)« -h  (?'—^»')*  =/•'», 

et,  par  conséquent,  ^  et  ^'  sont  les  coordonnées  d'un 
point  du  cercle 

mais  l'équation  (3) 

oL  —  a  _   3  ~  b 

montre  que  les  rayons  des  deux  circonférences  (5)  et 
(6),  qui  contiendront  respectivement  les  points  (a,  a') 
et  (^,  ^')  seront  parallèles. 

11  en  résulte  que  Tenveloppe  imaginaire  du  lieu  pro- 
posé est  la  circonférence  du  cercle 

En  eflet,  soient,  par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oj  {fig*  4)> 
C  et  C  les  points  dont  les  coordonnées  sont  a  et  a! 
pour  le  premier,  b  et  V  pour  le  second;  CA  et  CB, 
deux  rayons  parallèles  des  deux  circonférences  décrites 
de  C  et  de  C!  comme  centres,  avec  /•  et  /•'  pour  rayons  ; 
les  projections  de  CA  et  de  CB  sur  Ox  seront  respecti- 
vement 

ac  —  rt     jît     p  —  b. 


(8o  ) 
el  leurs  projcclions  sur  Oj  bcroiii 

a'^a'     et     p'— ft'; 

en  conséquence,  si  Ton  construit  le  point  C|,  dont  les 
coordonnées  soient  a  -f-  i  et  n'-h  b\  et  qu'autour  du 


0' 


-iXif 


point  Cl  on  décrive  une  circonférence  de  rayon  /•  +  /"', 
celte  circonférence  sera  le  lieu  cherché. 

En  eHet,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  cette  cir- 
conférence seront 


et 


y^  =  a'-h  b'-h  a'—  a'-+-  p'-  b'=  a' -h  p'. 


5.  De  ta  ligne  droite.  —  Les  conjuguées  d'une  ellipse 
étant  toutes  les  hyperboles  qui  ont  avec  elle  un  système 
de  diamètres  conjugués  commun,  les  conjuguées  d'une 
ellipse  évanouissante,  telle  que  le  lieu  représenté  par 

Téquation 

{y  —  niT — /?)*+  (nx  -h  q)^  =  Oy 

seront  des  hyperboles  réduites  à  leurs  asymptotes;  cha- 
cune de  ces  conjuguées  sera  composée  des  diagonales 


(  8.  ) 
de  Tun  des  para]léIograuimes  construits  sur  deux  dia- 
mètres conjugués  d'une  ellipse  lioniothétique  à  la  pro- 
posée, par  rapport  à  leur  centre  commun,  telle  que 

Ainsi,  les  conjuguées  du  lieu 

{y  —  mx — />)*-+-(nar-h  y)*=  o 

constituent  deux  faisceaux  de  droites,  émergeant  Fun  et 
l'autre  du  point  réel 

/ij? -+■  y  =  o,        y — mx  —  /?  =  o, 

où  se  réduit  l'ellipse  évanouissante. 

L'un  de  ces  faisceaux  constitue  le  système  des  conju- 
guées du  lieu 

y  =i(^m-\-  n  y/—\)  x-hp-h  q  \J—  i  , 

et  l'autre,  le  système  des  conjuguées  du  lieu 

y  =  (m —  n  / — i).r-hp  —  q  /— i. 

Considérons  l'un  de  ces  lieux  en  particulier. 


On     pourra     toujours    déterminer    m  -|-  //  y/ —  i     ta 
p  -\-  q  y/ —  I  ,  de  façon  que  l'équation 

y  =  (m  H-  n  \J —  \)x-^ p  -\-  q  \/ —  i 

admette  deux  solutions  imaginaires  données  (.r',^')  et 
{^"1^")^  l'équation 

y—y  =  -. — nr(i  —  n') 

X  —  X 

répondrait,  en  eilet,  à  la  question. 

Si  les  deux  points  (x,  j/),  (x'', y)  ont  élé  pris  sur 
une  même  conjuguée  C  d'un  lieuy(j:,  j)  ==  o,  la  droite 

Afin,  de  Malhémat.j  3'  série,  t,  IX  (Février  1890).  6 


(8u  ) 
de  caractéristique  C  du  lieu 


r  —  K 


sera  une  sécante  etïective,  quoique  représentée  en  coor- 
données imaginaires,  de  la  conjuguée  C  du  lieu 

Si  les  deux  points  {x\  y^)^  (j*",  j")  tendent  à  se  con- 
fondre sur  la  conjuguée  C  du  \\euf(x^j)  =  o,  la  même 
droite  deviendra  tangente  à  la  même  conjuguée.  Eiifln, 
si  les  deux  points  (a/,j'),  {oc" ,  y')  s'éloignent  A  rinfini 
sur  la  même  conjuguée  G  du  même  lieuy*(a:,j'^)  =  o,  la 
même  droite  deviendra  asymptote  à  cette  conjuguée. 

On  voit  par  là  que  la  forme  imaginaire  sous  laquelle 
sont  représentées  les  droites  d'un  faisceau 

y  =  {m  -\-  n  / —  \)x  -^  p  -+-  q  / —  l 

ne  s'opposera  aucunement  à  la  solution  des  questions 
relatives  aux  tangentes  et  aux  asymptotes,  aux  courbes 
représentées  elles-mêmes  en  coordonnées   imaginaires. 

Au  contraire,  il  est  clair  qu'il  fallait  bien  qu'une 
droite  fût  imaginairement  représentée  pour  pouvoir  en- 
trer analytiquement  en  concurrence  avec  une  courbe, 
représentée  elle-même  imaginairement. 

L'important  était  de  constater  que  l'équation 


j,  =  ( m  -h  n  )/ —  i)x  ~^p  -h  q  /—  i 

contient  juste  le  nombre  de  constantes  arbitraires  suffi- 
sant, sans  superfétation,  pour  permettre  d'établir  tel 
concours  que  l'on  voudrait  entre  une  droite  du  faisceau 

^  =  (m-h/i/ — i)x  -hp  -+-  q  y/ —  i 
et  une  conjuguée  désignée  d'un  lieu  donné. 


(83.) 

Il  en  sera  toujours  de  même  dans  toutes  les  reciier- 
ches  possibles.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  Tétude 
préalable  des  conjuguées  du  lieu 

se  trouvera  tout  naturellement  désignée  pour  présider 
aux  recherches  relatives  aux  courbures  des  conjuguées 
d'un  lieu  quelconque. 

L'équation  en  coordonnées  réelles  de  la  conjuguée  C 
du  lieu 

j  =  (m  -+-  Al  /—  \)x  -\-p  -\-  q  v/-—  I 

résulterait  de  réliminalion  de  a,  ^,  J  et  ^'  entre  les 
équations 

(a' -h  8V—  0  =  (/w  -h  rt  /—  i)(a  H-  ^  }/^^\) -^ p -^  q  /—  i, 
x^=oL-\-%        et        j,  =  a'-+-  3'  : 


V.  est 


Ji 


\  m  —  n  —  G/ 


J?i 


').qn 


m  —  n  —  G  ' 


mais  on  ne  s'en  sert  jamais  sous  cette  forme  compli- 
quée, par  la  raison  que,  dans  les  recherches  théoriques 
sur  une  conjuguée  désignée  d'un  lieu  donné,  on  sup- 
pose toujours  qu'on  ait  d^abord  rendu  réelles  les  ab- 
scisses des  points  de  cette  conjuguée,  par  un  choix  con- 
venable d'axes,  et  que  les  droites  imaginaires,  utiles  à 
considérer,  doivent  alors,  nécessairement,  avoir  aussi 
leurs  abscisses  réelles. 

Or,  si  Ton  suppose  les  ^  nuls,  C  =  ^  est  alors  infini, 

et  Téquatioii  précédente  se  réduit  à 

7i=  (/n-+-  n)xi-^p-\'q. 


Lorsque  le   coefiicient   angulaire    rn-hn^' — i   d'un 
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faisceau  de  droites  imaginaires  devient  réel,  c'est-à-dire 
lorsque  Tëquation  du  faisceau  se  réduit  à 

y  =  mx-\- p  -h  q  >J — i, 

toutes  les   conjuguées   du  faisceau  se  replient  sur  la 

même  droite 

^1  =  ma:,  H-/? -4- y; 

on  le  vérifie  aisément. 

6.  Des  tangentes  aux  courbes  imaginaires ,  —  Si 
deux  équations 

/(X,Y)  =  o        et        /,(X,Y)  =  o 

ont  une  solution  commune  {x^j)^  et  que,  d'ailleurs , 

ces  deux  équations  fournissent  pour -—>  en  ce  point,  la 

même  valeur  ni  -h  n  sj —  i ,  les  deux  lieux  admettront 
les  mêmes  éléments  autour  du  point  (ar,, ji),  qui  re- 
présenterait la  solution  commune;  ils  auront  autour  de 
ce  point  un  disque  élémentaire  commun  dont  le  con- 
tour sera  défini  par  les  équations 

dy  =  dat!-+-  d^' /^  =  {m-\-n  ^^)  {dt  h-  d^  v/-^) 


ou 

et 

1»    » 
ou 


dy!  =  mdi—  nd^ 
d^'=  ndoi-hmd^; 


c^a'-h  d^' z={m  -^  n)doL-h(m  —  n)d^, 
c'est-à-dire 

dyi  _  ^^ ^  da 

dxx  ^  ^  f/fi 


Si  l'on  considère,  en  particulier,  les  deux  courbes, 


.■  •  •."TTT-" 
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(léQnies  séparément  par  les  deux  équations  proposées 
f{x^y)  =  o,  f\  {Xjj)  =  o  et  par  une  relation  complé- 
mentaire commune,  d^ailleurs  arbitraire, 


^(a,p,a',P')  =  o, 


d^ 


^  aura  la  même  valeur  de  part  et  d*aulre,  et  les  deux 

courbes  seront  tangentes. 
Les  deux  équations 


et 


/(X,  Y)  =  o 


remplissent  les  deux  conditions  imposées,  quelle  que 
soit  la  solution  (x^j-)  de  ^(X,  Y)  =  o,  et  si,  au  lieu 
d'une  condition  quelconque  cp(a,  P,  a',  p')  =  o,  on  in- 
troduit la  condition 

p-c, 

C  désignant  la  caractéristique  du  point  (Xf  j)^  d'une 
part,  la  courbe  tracée  sur  le  lieuy(X,  Y)  =  o  sera  la 
conjuguée  C  de  ce  lieu  ;  d'autre  part,  la  courbe  tracée 
sur  le  lieu 


-  ^  =  ^  (  ^  -  ^  )  =  ( '^  +  ^ /=^)  (  ^"^  - -^ 


dx 


) 


sera  la  droite  de  caractéristique  C  du  faisceau  correspon- 
dant, et  la  droite  sera  tangente  à  la  courbe. 

Donc  la  tangente  à  la  conjuguée  d'un  lieuy(X,  Y)  =  o, 
au  point  (oti,  y,)  de  cette  conjuguée  qui  correspond  à  la 
solution  (j:,  ^  ),  est  la  conjuguée  C  du  faisceau 

Des  tangentes  menées  par  un  point  extérieur  réel 
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à  un  lieu  représenté  par  une  équation  algébrique^  et 
application  aux  courbes  du  second  degré,  —  Soient 
/*(X,  Y)  =  o  réqualiou  du  lieu  proposé,  el  a:©,  J^  les 
coordonnées  du  point  donné,  les  coordonnées  x  et  j^  du 
point  de  contact  inconnu  se|;ont  fournies  par  les  deux 
équations] 

el 

3o  représentant  i . 

Les  solutions  de  ces  deux  équations  seront  en  nombre 
m{ni — i),  si  m  est  le  degré  Ae  f{Xjj).  Aux  solutions 
réelles  correspondront  des  tangentes  réelles  menées  du 
point  (xo,  j^o)  au  lieu  réel. 

Si  les  deux  équations  admettent  les  solutions  imagi- 
naires conjuguées 

X  =  7,  ±^  /—  I  , 

le  faisceau  de  droites  que  représenterait  l'équation 

contiendra  les  deux  points  (-»*,  j)  et  (-ToîJ^o)»  parce  que 
les  deux  égalités 


et 


seront  satisfaites,  comme  étant  les  deux  équations 
mômes  du  problème.  D'un  autre  c6lé,  le  point  réel 
(xo,  >o)  sera  le  centre  du  faisceau 

par  conséquent,  toutes  les  droites  du  faisceau  y  passe- 
ront. La  droite  du  faisceau  qui  aurait  pour  caractcris- 


s    < 
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?' 


lîcjue  celle  ^  de  la  solution  obtenue  joindra  donc  ellec- 

tivenient  le  point  (x©, jo)   au  point  (xyj)\  mais  les 
deux  lieux 

/(x,Y)  =  o      et      x/;-+-Y/;+/i  =  o 

contiendront  les  mêmes  éléments  autour  du  point  re- 
présentatif de  la  solution  (X  =  j:,  Y=j^).  Donc,  cn- 

Hn,  la    droite   de   caractéristique  C  =  4-   du    faisceau 

Xy]^-f-  Yy^+y^=  o  sera  bien  Tune  des  tangentes  me- 
nées du  point  (xo,  Jo)  à  la  conjuî^uée  C  du  lieu 
y"(X,  Y)  =  o.  Comme  on  aura  obtenu  deux  solutions 
conjuguées,  on  connaîtra  deux  tangentes  menées  du 
même  point  (xo,^'o)  ^  la  même  conjuguée  du  lieu  pro- 
posé. La  caractéristique  C  de  cett«î  conjuguée  dépendra 
de  la  situation  du  point  (jccj'o) • 
Si  les  deux  équations 


/(^»r)  =  o 


et 


^o/i-+-JKo/r-^/i  =  o 


avaient  d^autres  solutions  imaginaires,  il  y  correspon- 
drait généralement  des  tangentes  à  d'autres  conjuguées. 

Si,  en  particulier,  —  —^  était  réel  en  l'un  des  points 

imaginaires  de  contact  et  en  son  conjugué,  ces  deux 
points  appartiendraient  à  l'enveloppe  imaginaire  des 
conjuguées  du  lieuy(X,  Y)  =  o,  et  Ton  se  trouverait 
avoir  mené  du  point  (jcq^  j^o)  deux  tangentes  à  cette 
enveloppe. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  ellipse  réelle  ABA'B 
(Jig'  5),  et  soit  M  le  point  donné  ( Xq^J'o)?  on  sait  que  la 
polaire  de  ce  point  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  de 
OM  et  qu'elle  est  réelle;  elle  ne  peut  donc  couper  le 
lieu  qu'en  deux  points  de  la  conjuguée  dont  les  cordes 
réelles  lui  sont  parallèles,  c'est-à-dire  de  la  conjuguée 


(  88) 
qui    touche  Tellipso  aux  extrémités  A  et  A'  du   dia- 
mètre OM.  Soit  NJN'  cette  polaire;  les  points  de  contact 
cherchés  seront  N  et  N',  et  les  tangentes  cherchées  se- 
ront MN  et  MiN'. 

Fig.  5. 


Supposons    en   particulier  que  le  point  donné  soit 

Tun  des  foyers  réels  de  Tellipse   et  que  cette  courbe 

soitrapportéeàses  axes  :  lapolairedupoîntj^=  o,  x  =  6' 

«*       Il  r  II*         •''*         y* 

sera   a:=  —  >  t»lle   coupera    1  ellipse  -j  +  4^  =  i    aux 

points 

c  a  y  c*  c 

les  tangentes  menées  au  lieu  en  ces  deux  points  sont  les 
conjuguées  à  abscisses  réelles  des  deux  faisceaux 


X    .    Y   /— 

-  ±  —  y —  I  —  ï  =  o 
c        c 

ou 


Y=qiv/^XdL:c/— I  . 

Ces  tangentes  ont  donc  pour  équations  en  coordonnées 

réelles 

ï  =  If:  X  -±  r, 

elles  sont  rectangulaires  entre  elles  et  elles  passent  géo- 
métriquement par  les  foyers  imaginaires  de  IV'Ilipse 


ar  =  o 


rt        y  =r±  c; 


.^.•tv 


(89) 

d'ailleurs  leurs  équations  en  coordonnées  imaginaires 

sont  satisfaites  par  x  =  o  avec  y  =  ±c  y/ —  1 .  C'est 
pour  cela  que  Je  calcul  donne  les  deux  foyers  imagi- 
naires. 

Les  quatre  tangentes  menées  à  Tellipse  des  deux 
foyers  réels  F  et  F'  forment  un  carré  dont  les  autres 
sommets  sont  les  foyers  imaginaires  <p  et  ^',  Les  tan- 
gentes menées  des  points  f  et  tf'  considérés  comme  ima- 
ginaires coïncideraient  avec  les  tangentes  menées  des 
points  F  et  P  réels. 

Le  carré  F'cpFcp'  est  géométriquement  et  analytique- 
raent  inscrit  h  la  conique. 

Si  l'on  rapportait  Tellipse  à  deux  de  ses  diamètres 
conjugues  a  et  b'  et  que,  en  supposant  a' >  //,  on  prit 
sur  le  diamètre  a^  le  point  situé  à  une  distance  du  centre 

égale  à  c  =  yja'- —  é'^,  on  arriverait  à  des  conclusions 
analogues;  seulement,  au  lieu  d'un  carré  inscrit  dans  la 
conique,  on  trouverait  un  parallélogramme  ayant  ses  dia- 
gonales égales^  les  quatre  sommets  seraient  des  simili- 
foyers. 

Lorsqu'on  ferait  varier  le  système  des  diamètres  con- 
jugués, les  quatre  simili-foyers  décriraient  un  lieu  sur 
lequel  ils  se  réuniraient  à  l'origine  lorsque  les  diamètres 
conjugués  viendraient  se  confondre  avec  ceux  qui  sont 
égaux  ^  à  ce  moment,  les  quatre  tangentes  deviendraient 
géométriquement  indéterminées;  elles  seraient  bien 
représentées,  par  rapport  aux  axes,  par  exemple,  par 
l'équation  complètement  déterminée 


V  =  =t    —  J I  37, 


mais  toutes  les  conjuguées  de  ce  lieu  répondraient  à  la 
question,  parce  qu'elles  contiendraient  toutes  le  point 
donné  (j^o^.Xo)?  transporté  à  Torigine.   L'ensemble  de 


(9») 
ces  conjuguées  serait consti lue  par  l'ensemble  des  asym- 
ptotes de  toutes  les  hyperboles  conjuguées  de  l'ellipse. 
Nous  verrons  bientôL  tju'il  en  est  de  même  pour  tous 
les  lieux  algébriques  :  si,  en  cbercliant  les  asymptotes 
d'une  courbe  /(x,_y)  =  o,  on  en  a  trouvé  une  îmagi- 

_f  =  (  m-H  I /^  X  + /> -t- î  v'^ , 

cil  réalité,  on  a  trouvé  un  faisceau  d'asymptotes  à  toutes 
les  conjuguées  du  lieu  proposé. 

Si  le  point  {xo,Xa)'  P^i'  lequel  on  voulait  mener  des 
tangentes  à  un  lieu  _/'(x,_j')^  o,  était  imaginaire,  k's 
m{m  —  i)  tangentes  trouvées  appartiendraient  à  des 
conjuguées  non  désignées  d'avance  et  d'ailleurs  ne  pas- 
seraieiil  généralement  [dus  par  le  point  (x^,  j  d)  réalisé. 
Ce  cas  ne  présente  aueun  intérêt  pratique. 

7.  Quelques  inofjriéfés  th  l'enveloppe  imaginaire. 
—  Si  l'on  propose  de  mener  à  un  lieu  de  degré  m, 
y^(x,y)=o,  des  tangentes  parallèles  à  une  direction 
l'éetle  donnée,  y^kx,  les  points  de  contact  appartien- 
dront suit  à  la  courbe  l'éelU',  soit  À  l'enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées.  Le  nombre  total  de  ces  laiigentes 
sera  m{m — i),  puisque  les  équations  du  problème  se- 
ront 

Il  en  résulte  que,  si  l'une  des  enveloppes  n'a  que  p  tan- 
gentes parallèles  à  une  direction  donnée,  l'autre  en  a 
ni(m  —  i)  —  p.  Ace  point  de  vue,  les  deux  enveloppes 
sont  supplémentaires. 

Si  j  =  mX  -h  ?("»)  est  l'équation  générale  des  tan- 
gentes à  la  courbe  réelle  représentée  par  une  équation, 
/(X,  Y)=  o,    V  =.  (m  -1-  »v'^^)  X  -I-  aCw  -H  n  s,/~t  "\ 
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sera  évidcmineiil  réqualion  générale  des  tangentes  à 
toutes  les  conjuguées.  La  solution  double  commune  aux 

deux  équations 

« 

/■(X,  Y)=o        et         Y  =  (/n-4-  /i  v/^)  X  -f-  cp(/yi-i-  /i/— i) 

représentera  le  point  de  contact  et  si,  dans  cette  solu- 
lion  double,  on  a  ^  =  C,  la  conjuguée  C  du  faisceau 

Y  =(m  -h  /i  y/ —  i)  X  H-  o(m-h  /i  / —  i) 

sera  tangente  au  point  en  question  à  la  conjuguée  C  du 
Iîeu/(a:,j)  =  o. 

Aux  valeurs  réelles  de  m,  pour  lesquelles  ^(ni)  serait 
imaginaire,  correspondront  des  tangentes  à  Tenveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  du  lieu/(X,  Y)=  o. 

Si  ^{'fi)  peut  devenir  imaginaire,  deux  de  ses  valeurs 
deviendront  momentanément  égales  et  le  point  de  con- 
tact des  deux  tangentes  confondues  sera  alors  un  point 
d'inflexion  du  lieu  réel. 

Ces  deux  valeurs  de  <p(w)  pourront,  avant  d*êlre  de- 
venues égales,  être  représentées  par 


'yr(m)  étant  alors  positif;  aussitôt  après,  elles  devien- 
dront 

—  y  (m)  étant  alors  positif. 

Les  deux  tangentes  au  lieu  réel  seront  représentées 
par 

Y  =  m  X  4-  <|/(  m  )  d-  /y  (  /n  )  ; 

quant   aux   deux  tangentes  à    Tenveloppe  imaginaire. 
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elles  le  seront  par 

Mais  cette  dernière  opération  ne  représente  que  la  seule 

droite 

Y  =  mX-f-o(m)dz  / —  y( m). 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  enveloppes  d'un  même 
lieu  sont  respectivement  les  enveloppes  de  droites  repré- 
sentées, pour  Tune,  par  une  équation  telle  que 

Y  =  mX-4-<K/n)=t  v/y(m) 

et,  pour  l'autre,  par  Téqualion  correspondante 

11  en  résulte  que  les  tieux  etweloppes  d'un  niéme 
lieu  sont  toujours  réciproques  l'une  de  Vautre^  lors- 
qu'elles coexistent. 

Au  moment  où  y^(rn)  s'annule,  le  point  de  contact 
appartient  à  la  fois  aux  deux  enveloppes  et  est  point 
d'inflexion  pour  l'une  et  pour  l'autre,  puisque  les  deux 
tangentes,  à  ce  moment  confondues,  h  Tune  ou  à  l'autre 
deviennent  inslantanément  imaginaires  pour  l'une  ou 
l'autre  suivant  qu'on  fait  varier  m  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  à  partir  de  sa  valeur  singulière.  Il  en  résulte 
que  les  deux  eni^cloppes  ont  toujours  les  mêmes  points 
d'inflexion,  quelles  se  touchent  en  ces  points  et  qu'elles 
s'y  tournent  leurs  com^exttés. 

Une  asymptote  réelle 

y  =  m  X  -h  ^(ni) 

d'un  lieu  réel  est  toujours  la  réunion  de  deux  tangentes  à 
deux  branches  distinctes  du  lieu.  Lorsquecette  asymptote 
ne  coupe  le  lieu  qu'en  deux  points  situés  à  l'infini,  sa 
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direction  est  généralement  une  direction  limite  pour 
les  tangentes  au  lieu.  Si  Ton  essayait  de  faire  varier 
dans  un  sens  convenable  la  direction  de  la  tangente,  à 
partir  de  celle  de  l'asymptote,  les  deux  tangentes,  un 
instant  confondues,  deviendraient  imaginaires  et,  leur 
coefficient  angulaire  étant  resté  réel,  les  points  de  con- 
tact appartiendraient  a  l'enveloppe  imaginaire. 

Il  en  résulte  que  les  deux  enveloppes  ont  générale- 
ment les  mêmes  asymptotes,  {A  suwre.) 


SUR  LES  SÉRIES  RÉCURRENTES; 

Par  m.  Maurice  d'OGAGNE. 


1.  J'ai  démontré  dans  ma  Théorie  élémentaire  des 
séries  récurrentes  {Nouvelles  Annales ,  1884^  p-  65) 
que  le  terme  général  Vïn  d'une  série  récurrente,  définie 
par  les  valeurs  des  p  premiers  termes  Uq,  U| ,  . .  . ,  U;,_i 
et  par  réchelle  de  récurrence 

U/,=  «|Urt-i-+-«îUrt-î-^. .  .-H«/»Ua-p, 

pouvait  s'exprimer  en  fonction  linéaire  de  p  termes 
consécutifs  de  la  série  fondamentale  correspondante,  dé- 
Gnie  par  la  même  échelle  de  récurrence 

Un  =  Cil  Un-i  •+■  «j  «rt-s  -h..  .-hUp  Un~p, 

avec  les  valeurs  initiales 

ttç  =  O,  1/1  =  0,  .  .  . ,  Up-i  =  O,  Up-i  =1    (  »  ). 

En  raison  de  l'importance  de  ce  résultat,  que  j'ai  eu 

(«)  Loc.  cit.,  p.  80. 
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occasion  d'appliquer  assez  souvent  depuis  sa  publication, 
je  crois  devoir  y  revenir  ici  h  la  fois  pour  Pétablir  d'une 
manière  plus  simple  et  le  compléter,  car  mon  premier 
Mémoire  ne  contenait  pas  la  forme  des  coefficients  de 
l'expression  obtenue  (•). 

Écrivons  donc  les  n  —  /;  -t-  i  égalités  consécuiiveft 

Up     =  aiUp-i-h  aiUp_j-4-. .  .-h  rtpUo, 


î 


Urt     =  aiU„- 1-4-  a,U„_j~i-. .  .-t-  ap\jn-p' 

Multiplions  la  ])remiëre  par  <//i_i,  la  deuxième  par 
"/î-21  •  •  •  ■)  ravaut-dernière  par  Up^  la  dernière  par  Up^iy 
et  faisons  la  somme  en  tenant  compte  des  égalités  qui 
définissent  la  série  (n).  Il  vient  alors 

Va  —  U/>-l  «n-f-  U/.-s(  "/H-1  —  «1  M« ")-+-..  . 

-4-  Ui  (  Un-i-p^t  —  «1  W,n-y,_j  — ...  —  «/j-j  Un  ) 

-r-  Uo{M/i-»-/>— i  —  <Il  U,i-Jt-p-\ — <Tfj  H,i^p^  3  —  .  .  . —  «^-t  !/«  ) 

ou 

(  H-(U;>-|  — «lUp-j  — ...  — a;B_,Uo)M«. 

Telle  est  la  formule  que  nous  avions  en  vue. 

Pour  en  faire  saisir  toute  Timportance,  nous  allons 
l'appliquer  à  un  exemple  qui  se  trouve  dans  notre  pre- 
mier Mémoire  (n^  1!2),  mais  sans  que  le  calcul  soit 
achevé,  et  l'on  va  voir  que  la  forme  du  résultat  est  inté- 
ressante. 


(*)  A  la  vérité,  il  était  facile  d'achever  le  calcul  que  j'indiqoaîs 
alors.  Le  résultat  que  je  donne  ici  était  donc  implicitement  contenu 
dans  le  Mémoire  en  question.  Je  n'en  crois  pas  moins  devoir  le 
donner  explicitement,  surtout  à  cause  de  l'application  qui  suit. 
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2.   Le  problème  dont  îl  s'agit  est  le  suivant  : 

Trouver  (lorsf/uclle  existe)  la  somme  S  de  la  série 

Uo4- U|-f- Uj-h. ..-»- U/4  4-.  ..-+-ad  inf., 

en  /onction  de  Uo,  U, ,  .  . . ,  U|,_i ,  a^ ,  /Ï29  •  •  •  1  «/>  ^wï 
50/î^  fci  données  de  la  question. 

Voyons  d'abord    comment  la    formule  de   Lagrange 
s*âppli(|uerait  à  ce  problème.  Lagrange  a  démontré  que 


(^) 


U/i  =«!??-+-«»??-♦-. ---^  ^p?p^ 


p,,  jO],  .  . .,  p^  étant  les  racines  supposées  inégales  de 
l'équation  (dite  génératrice) 

o{x)=xP  —  aixP-^  —  aixP-^  — .  . . —  a^=  o 

et  a^,  a2,  . .  ,^  OLp  des  coefficients  qui  vse  déterminent  en 
faisant  successivement  dans  (2)  71  =  o,  1,2,  ...,  p  —  1, 
ce  qui  donne  les  jy  équations  linéaires 

(3)     U/=  aip'i-4-ajp', -i-...-f-aj„p},        (/=o,  i,  ...,/?_i). 
La  formule  (2)  donne 


v=« 


2".= 


«1 


Pl-I 


«J 


Pj-1 


-h. .  .-i-  a. 


Pp 


n+l  


V=0 


Pp-^ 


Si  donc,  toutes  les  racines  pD  p2)  . . .-,  pp  ont  un  mo- 
dule inférieur  à  l'unité,  on  a,  k  la  limite,  lorsque  n 
croit  indéfiniment, 


S  = 


«1 


i-pi 


«î 


I  — 


Pî 


-h . . .  -h 


^-?P 


ai,  a2,  ....,  tty,  ayant  les  valeurs  qui  résultent  du  système 
d'équations  (3).  On  tombe  ainsi  sur  une  fonction  symé- 
trique des  racines  de  l'équation  génératrice  d'une  forme 
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lellLMiienl  compliquée  qu'il  est  à   peu   près  inutile  de 
chercher  à  en  calculer  Ja  valeur  au  moyen  des  coefB- 
cients  de  celte  équation. 

3.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  comment  notre 
formule  (i)  donne  directement  cette  expression. 

Rappelons  d'abord  le  résultat  suivant  démontré  dans 
notre  Mémoire  de  1884  (n**  10). 

En  représentant  par  (pi  p, . .  .p/?)^"'  ce  que  devient  le 
développement  de  (pi -f- p2-h.  •  .-h  P/i)"  lorsqu'on  y 
remplace  tous  les  coefficients  par  l'unité,  nous  avons  fait 
voir  que 

Partant  de  là  et  nous  appuyant  sur  les  formules  (3) 
et  (4)  de  notre  Mémoire,  qui  donnent 

(pi  Pî .  •  •  p/^y°'-*-(pi  pi . . .  ?fj'^-^- .  .-f-(  p,  p, . . .  ppY"-p^^^ 

=(p,p,...ppiy«-p-^»\ 

et,  en  posant  ^(x)  =  (x  —  i)  f{j^)^ 


(pip,...ppi)(''-p+i' 


pr* 


p;+i 


pr* 


V<?0     ViPi)  Vîp7)^  ^'(0' 


nous  avons  obtenu  la  formule 


i=zn 


h=p 


9n 


a+i 


2""-fj7)^Ilf(p„)' 

i=p-l  k=\ 


d'où,    à   la    limite,  en   supposant   les    modules  de  0|, 
p2?  •  •  •  ■»  p/i  inférieurs  à  i , 


(4) 


s  = 


•V(i)         i—(rti-i- a, -+-...-»-«;,/ 
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Ceci  rappelé,   remarquons  <]ue  la  (orinule  (3)  donne 

+  (Up_,-a,Up-,-...-.-ap_,U,)2)«f 

et,  par  suite,  à  la  limite, 

iS--s[V,U~a,-a,-...-a,^,) 
(S)  +U,(i-a,-a,-...-a^_,)  +  ... 

Il  sufBt  alors  do  porter  dans  (5)  la  valeur  (4)  de  j 
pour  avoir  le  résultat  cherché.  Pour  l'écrire  plus  sim- 
plement, nous  poserons 


frp 

=  1— (a,-i-a,-f-. 

■  +  ap      h 

Ap- 

=  l-(a, -H  <»,-+-. 

.+  «p-,), 

fci 

=  ,_(a,  +  a,), 

b, 

-i  —  a,. 

!Nous  aurons  alors  la  remarquable  formule 

,6)  S  =  t^-^J-"^*-  ''-'"•  -^i-'-'T  ?■  "■--■±JJ£Z 

ép 

ou,  en  posant  encore  ^0^=  > , 


Ann.de   Matbemat..  :i' série,  t.  1\.  (l'Vvrier  iRno.) 
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LE  THEOREME  DE  DUPUIS  KT  U  CïCUDE  DE  DUPIK; 

pab  m.  e.  marchand. 


i.  Énoncé  du  problème.  — Tous  les  géomèlies  coii- 
naîssunt  la  belle  propriété  découverte  par  Dupuis,  aucieii 
élève  de  l'École  Polytechnique,  mort  au  conimencemetit 
de  ce  siècle  : 

u  Quand  une  sphère  variable  u  touche  constamment 
de  la  même  manière  trois  sphères  Gxes  A,  B,  0,  chacun 
des  trois  points  de  contact  décrit  un  petit  cercle  de  la 
splière  fixe  coriespoiidante.  »  {Traité  de  Géométrie, 
par  E.  Rouché  et  Ch.  de  Cumberousse,  5'  édition, 
p.  267.) 

Ce  théorème,  indépendamment  de  sa  valeur  propre, 
se  recommande  à  l'atteniion  comme  ayant  conduit  à  la 
solution  d'unu  question  non  moins  difficile  qu'impor- 
tante du  VII*  Livre  de  Géométrie.  «  Les  auteurs  qui 
se  sont  occupés  de  la  construction  d'une  sphère  tan- 
gente a  quatie  splières  données  (Gaultier de  Tours,  ...; 
Heegmann,  ...  ;  J.-A.  Serret,  . . .  ^  etc.)  ont  fondé  leur 
démonstration  sur  le  théorème  de  DupuJs.  Au  lieu  de 
suivre  celte  marche,  qui  rompt  l'analogie  avec  la  solu- 
tion du  problème  correspondant  de  Géométrie  plane, 
nous  avons  tenu  à  conserver  curnptètemcnt  cette  ana- 
logie et  à  traiter  directemeni  la  question  sans  le  secoues 
du  ihéoi'ème  de  Dupuis,  qui  n'est  plus  alors  qu'un  co- 
rollaire immédiat  de  la  solution  trouvée,  u  (Géométrie. 
par  E.  Rouché  et  Ch.  de  Comberousse,  p.  267.) 

Toute  la  difficulté  consiste  donc  à  établir  la  célèbre  con- 
struction donnée  parGcrgoiincpourle  problème  d'A|ioI- 
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loiiius  ;  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés.  Les  solu- 
tions ainsi  obtenues  sont  irréprochables  au  double  point 
de  vue  de  la  rigueur  et  de  la  simplicité ^  mais  il  ne  me 
semble  pas  sans  intérêt  de  chercher  à  les  compléter^  car 
tt  en  général,  comme  le  remarque  Chasies,  il  ne  suffit 
pas  qu'une  proposition  soit  vraie  pour  qu'on  puisse  en 
faire  un  usage  utile  en  Mathématiques,  il  faut  encore 
connaître  toutes  ses  dépendances  avec  les  diverses  pro- 
positions qui  se  rattachent  au  même  sujet  ».  (Géomé- 
trie,  par  Rouché  et  de  Comberousse,  p.  233.  ) 

Or,  pour  peu  que  Ton  ait  étudié  les  propriétés  les  plus 
simples  de  la  cyclide  de  Charles  Dupin  [Éturle  analy- 
tique sur  la  cyclide,  par  H.  l^emonuier  (Nouvelles  An- 
nales  de  Mathématiques  y  1870)],  on  reconnaît  que  les 
sphères  tangentes  à  trois  sphères  fixes  forment  préci- 
sément Tun  des  modes  de  génération  de  cette  surface. 
La  cyclide  particulière  dont  il  est  question  ici,  c* est- 
à-dire  la  surface  du  quatrième  ordre  qu'on  obtiendrait 
en  transformant  le  tore  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
a  été  trouvée  par  Dupin  comme  solution  d\in  problème 
de  Calcul  intégral  :  «  Déterminer  toutes  les  surfaces  dont 
les  lignes  de  courbure  des  deux  systèmes  sont  des  cercles.  » 
(Dupin,  Applications  de  Géométrie  et  de Méchanique» 
p.  200  et  suiv.,  i8a2.)  Ayant  l'intention  de  ne  m'ap- 
puyer  que  sur  la  Géométrie  élémentaire,  je  laisserai  de 
côté  cette  définition  ;  mais,  afin  de  montrer  dès  à  présent 
l'intérêt  que  peuvent  présenter  ces  recherches,  je  ré- 
sume rapidement  les  propriétés  évidentes  qui  résulteront 
de  la  considération  de  la  cyclide. 

Ije  lieu  du  centre  d'une  sphère  variable  co,  touchant 
constamment  de  la  même  manière  trois  sphères  fixes  de 
centres  A,  B,  C,  est  une  conique  (E)  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  au  plan  ABC.  La  conique  (G),  focale 
de  (E),  passe  par  les  trois  points  A,  B,  C;  on  connaît  ses 
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tangentes  en  A,  B,  C,  et  J^on  sait  de  plus  qu'elle  est  bitan- 
geiite  au  eercle  qui  coupe  orthogonalement  les  trois 
sphères  A,  B,  C. 

La  cyclide  de  Dupin  étant  aussi  Tenveloppe  d'une 
seconde  famille  de  sphères  A,  B,  C,  . . .,  dont  les  centres 
décrivent  laconique  (G),  le  théorème  de  Dupuis  revient 
à  dire  que  chaque  sphère  enveloppée  telle  que  A  esi 
tangente  k  sa  surface  enveloppe  en  tous  les  points  d'un 
cercle.  Or  ce  résultat  peut  se  voir  géométriquement  par 
la  métiiode  indiquée  en  Géométrie  descriptive,  lorsqu*il 
s'agit  de  démontrer  que  le  contour  apparent  d'un  tore 
est  une  courbe  parallèle  à  Tellipse. 

Le  problème  de  Géométrie  plane  consistant  à  déter- 
miner deux  cercles  co,  co'  tangents  aux  trois  cercles  A, 
B,  C  est  identique  à  ce  problème  de  Géométrie  à  trois 
dimensions  :  «  Déterminer  la  section  de  la  cyclîde  par 
un  plan  passant  par  les  centres  de  trois  sphères  A,  B,  C 
appartenant  à  un  même  mode  de  génération.   » 

Les  propriétés  de  la  cyclide  indiquent  immédiatement 
qu'on  peut  remplacer  les  trois  cercles  A,  B,  C  par  trois 
autres  cercles  quelconques  ayant  leurs  centres  sur  une 
conique  déterminée  (G)  et  coupant  orthogonalement  un 
cercle  fixe,  le  cercle  orthogonal  des  trois  cercles  A,  B,  C. 
Inversement,  la  figure  plane  relative  au  problème  d'Apol- 
lonius permettra  de  se  rendre  compte  avec  précision 
de  la  génération  de  la  cyclide  de  Dupin,  ainsi  que  de  sa 
forme  extérieure;  la  surface  se  présentera  comme 
presque  aussi  simple  que  le  tore  et  aussi  facilement 
accessible  aux  procédés  de  la  Géométrie  descriptive. 
On  obtiendra  ainsi  un  exemple  de  surface  enveloppe 
se  traitant  complètement  et  simplement  sans  autre  con- 
sidération infinitésimale  que  celle  du  plan  tangent  à  la 
sphère. 

Il   me  reste  maintenant  à    justifier   toutes  ces  asser- 
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lious.  La  niélhode  analytique  pourrait  conduire  au  but 
de  la  manière  la  plus  satisfaisaote,  et,  n  ce  propos,  je 
dois  avouer  que  Tidée  première  et  la  substance  de  ce 
travail  m'ont  été  fournies  par  la  théorie  des  coniques 
focales  et  de  la  cyclide  de  Dupin,  telle  que  nous  Ta 
présentée  M.  Darboux  dans  son  Cours  de  l'Ecole  Nor- 
male, en  1875.  Le  mode  de  démonstration  employé  ne 
laisserait  subsister  aucun  doute  sur  la  possibilité  d'ar- 
river aux  mêmes  conséquences  par  la  Géométrie  pure  de 
Poncelet  et  de  Chasles;  mais,  pour  éviter  toute  ambi- 
guïté, je  m'efforcerai  de  ne  faire  usage  que  des  théo- 
rèmes contenus  dans  tous  les  Traités  classiques  de  Géo- 
métrie élémentaire. 


2.  Propriétés  Jocales,  —  Si  Ton  se  reporte  à  la  solu- 
tion du  problème  :  «  Placer  une  ellipse,  une  hyperbole 
ou  une  parabole  sur  un  cône  de  révolution  »  {Géomé^ 
trie,  par  E.  Rouché  et  de  Comberousse,  n^  1082),  on 
constate  aussitôt  que  Ton  a  :  soit 

SA'— SA  =  9.c        {fig.  56?.); 
soit 

SA' H-  SA  =  :ic        (Jiff-  563). 

1^  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  passant 
par  une  ellipse  donnée  (E)  est  donc  une  hyperbole  (H) 
dont  le  plan  perpendiculaire  à  celui  de  rellipi>e  passe 
par  le  grand  axe  de  Tellipse;  T hyperbole  admet  comme 
foyers  les  sommets  de  l'ellipse  et  comme  sommets  les 
foyers  de  l'ellipse.  On  voit  sur  la  figure  {fig.  56a)  que 
l'axe  du  cône  de  révolution  en  chaque  point  S  est  préci- 
sément la  tangente  à  l'hyperbole  (H)  en  ce  point.  Inver- 
sement, on  trouverait  comme  lieu  des  sommets  des  cônes 
de  révolution  passant  par  riiyperbole  (H)  l'ellipse  (F>), 
et  Taxe  du  cône  «îî>1  en  chaque  point  la  tangente  a  l'el- 
lipse. 
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Je  désigne  par  A  la  droite  d'intersection  du  plan  Qde 
l'ellipse  (E)  avec  le  plan  P  normal  à  l'hyperbole  au  point 
S,  et  je  veux  démontrer  que  le  rapport  des  distances  de 
tout  point  IVI  de  Fellipse  au  point  fixe  S  et  à  la  droite 

fixe  A  est  constant  et  égal  à  -• 

En  effet,  le  plan  P  normal  en  S  à  Thyperbole  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  du  cône  de  révolution  qui  a  pour 
sommet  S  et  Tellipse  (E)  pour  directrice.  Or,  le  rapport 
des  distances  de  tout  point  de  la  surface  d*un  cône  de 
révolution  S  au  sommet  S  et  à  un  plan  P  perpendicu- 
laire  à  l'axe  et  mené  par  le  sommet  est  constant  et 

^gal  à  — 5  >  2  3  étant  Tanele  au  sommet  du  cône.  D'autre 

^  cosp         ^  ^ 

part',  les  distances  d*un  point  quelconque  du  plan  Q 
de  l'ellipse  (E)  au  plan  P  et  à  l'intersection  A  des  deux 
plans  P  et  Q  sont  aussi  dans  un  rapport  constant. 

Le  rapport  des  distances  d*un  point  de  Tellipse  à  Set 
à  A  est  donc  constant,  et  Ton  aura  sa  valeur  en  le  déter- 
minant pour  un  point  particulier,  par  exemple  pour  le 
sommet  A  (yî^^^.  Sôa). 

Réciproquement,  tout  point  S  de  Tespace,  jouissant  de 
la  propriété  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  quel- 
conque M  d'une  ellipse  (E)  à  ce  point  et  à  une  droite 
fixe  A  du  plan  de  l'ellipse  soit  constant,  est  le  sommet 
d'un  cône  de  révolution  passant  par  (E).  En  effet,  si 
l'on  mène  le  plan  P  passant  par  A  et  S,  le  rapport  des  dis- 
lances de  tout  point  M  de  l'ellipse  à  P  et  à  S  sera  con- 
stant, ce  qui  signifie  que  la  droite  SM  fait  un  angle 
constant  avec  le  plan  P. 

11  est  dès  lors  tout  naturel  d'appeler  les  points  tels 
que  S  des  foyers  de  l'ellipse.  Le  lieu  des  foyers  d'une 
ellipse  (E)  dans  l'espace  est  une  hyperbole  (H)  et,  réci- 
proquement, le  lieu  des  foyers  de  l'hyperbole  (H)  est 
l'ellipse  (E).  Ces  deux  courbes  associées  (E),  (H)  for- 
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menl  ce  qu*on  appelle  un  système  de  coniques  focales. 

A  chaque  foyer  S  de  la  conique  (E)  correspond  une 

directrice  A  située  dans  le  plan  de  la  conique.  Toutes 

ces  directrices  sont  parallèles  entre  elles,  et  le  rapport 

jTj— -  des  distances  à  un  foyer  et  à  la  directrice  correspon- 
dante reste  invariablement  ésal  à  l'excentricité  -•  On 

^  a 

aura  alors,- en  prenant  deux  foyers  distincts, 

MS  _  MS;  _  c  _  MS  ±  MS' 
MA  ""  MA'  ""  a  ~"  MAzfcMA'' 


d'où  il  résulte  que  la  somme  ou  la  différence  des  dis- 
tances de  tous  les  points  d'une  conique  à  deux  foyers 
distincts  reste  constante.  Eu  examinant  successivement 
tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  on  arrive  à  cette 
conclusion  : 

Soient  F|  et  F2  deux  foyers  quelconques,  D{  et  Da  les 
directrices  correspondantes;  pour  tout  point  M  de  la 
conique  situé  entre  D4  et  Da,  la  somme  des  distances  est 
constante*,  pour  tout  point  M'  de  la  conique  non  situé 
entre  D{  et  D29  la  diileriince  est  constante. 

Si,  la  conique  étant  une  ellipse,  F{  et  F2  sont  sur  une 
même  branche  d'hyperbole  focale,  c'est  toujours  la  dif- 
férence qui  est  constante;  si,  dans  les  mêmes  conditions. 
Fi  et  Fa  sont  sur  deux  branches  différentes  de  l'hyper- 
bole focale,  ce  qui  est  le  cas  des  foyers  ordinaires,  on  a 
toujours  à  prendre  la  somme. 

Dans  le  cas  où  F|  et  Fa  sont  deux  foyers  d'hyperboles, 
la  différence  reste  constante  en  valeur  absolue^  mais  son 
signe  change  quand  on  passe  d'une  branche  de  la  courbe 
à  l'autre. 

Ces  résultats  se  déduisent  d'ailleurs  immédiatement 
par  continuité  de  ceux  relatifs  aux  foyers  ordinaires. 
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3.  Problème  (i  Apollonius.  Cercles  tangents  à  trois 
cercles  donnés.  —  La  solution  de  Gergonne,  que  je  sup- 
poserai connue,  apprend  {Géométrie,  Rouché  et  de  Corn- 
berousse,  Jig,  aSg)  que  deux  cercles  tangents  d'un  même 
groupe  (i)  et  co'  admettent  le  centre  radical  S  de  A, 
B,  G  comme  centre  de  similitude  et  Taxe  de  similitude 
A'VG  comme  axe  radical.  La  droite  iotù'  passe  donc 
par  Set  est  perpendiculaire  à  A'B'G^  résultat  qui  sera 
utilisé  plus  loin.  On  voit  en  outre  que  deux  cercles 
d'un  même  groupe  sont  en  même  temps  réels  ou  imagi- 
naires, mais  il  ne  m*a  pas  semblé  facile  d'obtenir  par 
cette  méthode  le  nombre  de  solutions  réelles  correspon- 
dant à  chaque  système  de  positions  relatives  des  trois 
cercles  donnés  A,  B,  G. 

L'artifice  employé  dans  le  IP  Livre  de  Géométrie 
pour  mener  les  tangentes  communes  à  deux  cercles  me 
parait  très  propre  à  donner  une  discussion  exclusive- 
ment géométrique.  Il  y  aurait  toutefois  lieu  de  le  pré- 
ciser grâce  à  l'emploi  de  cycles  au  lieu  de  cercles  (Géo- 
métrie, Rouché  et  de  Gomberousse,  p.  271).  En  effet, 
nous  allons  être  amené  à  reconnaître  qu'il  ne  serait  pas 
vrai  de  dire  d'une  manière  générale  que,  si  un  cercle 
d'un  des  groupes  touche  A  extérieurement^  et  B  et  G 
intérieurement,  le  second  cercle  du  même  groupe  touche 
A  intérieurement,  et  B  et  G  extérieurement.  Au  con- 
traire, il  est  toujours  exact  de  dire  que  la  détermination 
de  deux  cercles  d'un  même  groupe  revient  à  «  construire 
un  cycle  touchant  trois  cycles  donnés  »  (Géométrie, 
Rouché  et  de  Gomberousse,  p.  279).  Quoi  qu'il  en  soit, 
je  ferai  le  calcul  en  m'appuyant  sur  la  formule  qui 
donne  la  distance  tangentielle  de  deux  cycles  (Geo/n<?- 
/ne^  Rouché  et  de  Gomberousse,  p.  277).  Si  Ton  prend 
pour  axe  des  x  Taxe  de  transformation  et  pour  axe  des ^î' 
une  droite»  perpendiculaire;  si  l'on  désîfjne  vu  outre  par 


(    »o5   ) 
R  et  r  les  rayons  des  deux  cycles,  par  P  et  /;  les  abscisses 
et  parDet  ^les  ordonnées  de  leurs  centres,  la  formule 
en  question  peut  s'écrire 


T«=  (P  — )D)« -T- (  D  —  rf)«  —  (R  — /•)». 

Si  donc  les  cycles  donnés  Â^  B,  C  sont  représentés 
respectivement  par  (P,  D,  R),  (P',  IV,  R'),  (F',  D",  R") 
et  le  cycle  inconnu  w  par  (^,  rf,  /*),  on  a,  pour  détermi- 
ner les  trois  inconnues  p^  d,  r,  les  trois  équations 


(i) 


(P  -^)ïH_(D  — rf)î— (R  -r)*  =o, 
(P'_^)î-H(D'  — rf)*-(R'  — r)*=o, 
(P'-/>)»-h(D'— rf)«-(R'— r)«=o. 


On  peut  évidemment  prendre  P  =  D  =  o,  et  alors,  en 
posant  R  —  r  =  p  et  retranchant  successivement  la 
première  équation  (i)  des  deux  autres,  on  est  ramené  à 


(^) 


(3) 


/>•  -H  «?•  —  p*  =  O, 

P'p  H-D'rfH-(R'-R)p  =F, 
P'p  -+-  D'd-^(h'-'  R)p  =  G, 

(  F  .-^  i  [P'«  H-  D'«  -  (R'  -  R)«], 
(  G=  j[P"«4-D'«— (R'-R)«]. 


Un  procédé  commode  pour  résoudre  les  équations (2) 
consiste  à  remarquer  que  ces  équations  ont  pour  consé- 
quence 

p     d 


(4) 


-p^/iiT 

F'     D'    (R'-R)v/^=n^ 
(R'-R)v'^ 


D' 


=  const. 


Posant,  pour  abréger, 


H  =  \\(V'-V'')i-h(\y-~iy)i-{  iv~  \r)i  |. 
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oa   trouve,  |>ar  un  caluiil  facile, 

\ p      d  -pi 

(5)  P'     D'     R'  — R  U^/aFGH. 

I  P'    D'     R'-  R  I 

Remplaçant  la  première  dcséquaiiQi)s{3)par  (5),  on 
aperçoit  immédiatement  que  l'un  aura  deux  solutions 
réelles  pour  FGH|>o  et  deux  soluliotis  imaginaires 
pour  FGH  <[  o. 

D'après  la  théorie  des  cycles,  les  équations  (a)  et  (5) 
s'interprètent  aussi  bien  pour  R,  R'  ou  R"  négatifs  que 
pour  R,  R',  R"  positifs.  Mettant  les  signes  des  rayons 
en  évidence,  ou  voit  que,  A,  B,  C  étant  les  centres  des 
trois  cercles,  la  discussion  dépendra  des  six  quantités 
suivantes  : 

aF  =  Bc'  — (R'  — R")»,  aP' =  Bc'— (R' -t-R')'. 
aG  =  GÂ*  — (R'— R)t,  aG'=  CÂ'  — (R'+R)>. 
aH  =Ab'— (R  — R')>,        aH'  =  'ÂB*  — (R  +R')'. 

Les  cycles  u,  u',  tangents  à  trois  cycles  A,  B,  C  de 
même  sens,  seront  réels  si  FGH|>o,  et  imaginaires  si 
FGH  <|  0.  Les  cycles  i>),  u',  tangents  à  trois  cycles  A, 
B,  C  dont  deux,  B  et  C,  ont  un  même  sens  et  le  troî- 
siéme,  A,  le  sens  contraire,  seront  réels  si  FG'H']>  o,  et 
imaginaires  si  FG'H'  <;  o. 

Or  F<;^o  indique  que  les  cercles  B  et  C  sont  inté- 
rieurs l'un  à  l'autre,  F  ^  o  qu'ils  sont  sécants  ou  exté- 
rieurs, F'<^o  qu'ils  sont  intérieurs  ou  sécants,  P]>o 
qu'ils  sont  extérieurs. 

Il  sera  dès  lors  facile  d'obtenir  tout  ce  qu'on  désire. 
Laissant  de  càté  les  cas  particuliers  où  deux  ou  trois  dus 
cercles  donnés  sont  tangents  entre  eux,  il  n'y  a  que 
trois   positions  relatives  possibles    pour   deux  cercles 
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tels  que  B  et  C;  iis  sont  intérieurs,  sécants  ou  extérieurs. 
Pour  trois  cercles  A,  B,  C,  considérés  deux  à  deux,  le 
nombre  de  positions  relatives  possibles  est  le  nombre 
de   combinaisons   avec  répétition  de  trois  objets  trois 

à  trois,  c'est-à-dire    '^'    =  lo.  Je  désignerai  les  dix  po- 
sitions par  ces  abréviations  faciles  à  comprendre  : 

EEE,     SSS,    III,    EES,    EEI,     ESS,    EU,    SSI,    SU,    ESI. 

Chacun  des  cas  EEE,  EII,  SSS  donne  huit  solutions. 
En  effet  : 
i^  EEE 

F>o,        G>o,        H>o,        F'>o,        G'>o,        H'>o; 
FGH>o,        FG'H'>o,        F'GH'>o,        FG'H>o; 

2«  EU 
F>o,        G<o,        H<o,        F'>o,        G'<o,        H'<o; 

30  SSS 
F>o,        G>o,        H>o,        F'<o,        G'<o,        H'<o. 

Le  deuxième  cas  Eil  montre  très  nettement  qu'il  n'y 
a  pas  lieu  de  dire  que  si  co  touche  B  etC  extérieurement, 
A  intérieurement,  w'  touche  B  et  C  intérieurement, 
A  extérieurement.  On  pourrait  d'ailleurs  s*en  persua- 
der même  eu  se  bornant  au  premier  cas  EEE. 

On  a  quatre  solutions  pour  EES,  ESS,  SSI^  SU, 
ESI: 

4^  EES 

F>o,        G>o,        H>o,        F'<o,        G'>o,        H'>aj 

5«  ESS 
F>o,        G>o,        H>o,        F'>o,        G'<o,        H'<o; 
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6-  SSI 

l'<o,        0>„, 

H>o, 

F'<o, 

t  SU 

F>o,        C.<o, 

EKo. 

l"<c., 

S-  ESI 

F  >  o,        G  >  o. 

H<o, 

F>o, 

G'<o,        H'<o. 

Enfin,  on  ni'  li-ouve  aiicunv  solulioii  pinii-  EEl  cl  II]  ; 
9"  EEI 
K  <  o.        G  >  o,        H  >  o,        F'<  o,        G'>  o.        H'>  o: 

lo»  m 

F  <  o,        G  <  o,        H  <  o,        F<  o,        G  <  o,        ll'<  o. 

En  résumé,  sur  dix  cas ,  trois  donnenl  liuil  sululious; 
cinq  en  donnent  quatre  ;  deux  n'en  donnent  aucune.  I.i" 
nombre  de  solutions  est  toujours  un  multiple  de  4- 

Si  l'on  se  reporte  à  la  Jig.  aSg  de  la  Géométiie,  par 
Rouché  et  de  Comberousse,  et  qu'on  considère  A,  B,  C 
comme  les  centres  de  trois  sphères,  il  est  clair  que  1« 
cercle  de  Dupuis,  relatif  à  la  sphère  A,  est  à  l'interseo 
tîon  de  cette  sphère  et  du  plan  vertical  ayant  aa'  comme 
trace  horizontale,  l^ïs  cercles  de  Dupuis  seront  donc 
réels  ou  imaginaires  en  même  temps  que  les  cercles  u 
et  {ii'.  On  est  donc  ramené  à  ta  question  précédente. 
Sur  chaque  sphère  A  te  nombre  des  cercles  de  Dupuis 
réels  est  4  on  2.  Le  Tableau  de  discussion  précédent 
s'applique  sans  modification,  les  sphères  A,  B,  C  étant 
intérieures,  sécantes  ou  extérieures  en  même  temps  que 
leurs  cercles  d'intersection  par  te  plan  ABC. 


i.    Généralisai  ion  du  et 

^rde  à 

'irt:cfttui 

■.  — L<-s  ceiitrt 
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iiiélrii 

<,  Rond 

u!  et  deCoinbc 
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rousse)  de  deux  cercles  d'uu  même  groupe  sont  toujours 
les  foyers  d'une  conique,  ellipse  ou  hyperbole  suivant 
les  cas,  qui  passe  par  les  centres  A,  B,  C  des  trois  cercles 
donnés. 

Pour  le  démontrer,  on  pourrait  examiner  successive- 
ment les  dix  cas  énumérés  dans  le  numéro  précédent. 
Cette  étude  serait  nécessaire,  si  l'on  voulait  connaître 
avec  précision  la  position  relative  des  cercles  A,  B,  C  et 
de  la  conique;  elle  permettrait,  dans  le  cas  de  l'hyper- 
bole, de  décider  si  A,  B  et  C  sont  ou  ne  sont  pas  sur  la 
même  branche.  Mais  on  serait  exposé  à  oublier  certains 
cas  particuliers,  ce  qui  enlèverait  à  la  démonstration  la 
rigueur  désirable. 

Je  m'appuierai  sur  ce  théorème,  facile  à  démontrer, 
que  tous  les  cercles  A,  B,  C,  ...  tangents  à  deux  cycles 
donnes  co  et  co'  ont  leurs  centres  sur  une  conique.  Pour 
l'établir  par  le  calcul,  il  suffirait  d'éliminer  /*  entre  les 
deux  premières  équations  (i)  du  numéro  précédent; 
P,  D,  P'  ly,  R,  R'  étant  des  constantes;  />,  d  les  coor- 
données d'un  point  du  lieu.  La  démonstration  purement 
géométrique  ne  présente  pas  de  difficultés.  Les  cercles 
de  centres  co  et  co'  peuvent  être  extérieurs,  sécants  ou 
intérieurs;  cela  fait  seulement  trois  cas  dont  chacun  se 
décompose  en  deux  nouveaux  cas,  suivant  que  l'on  con- 
sidère deux  cycles  de  même  sens  ou  de  sens  contraires. 
Dans  chacun  des  six  cas,  il  est  facile  de  voir  dans  quelles 
régions  du  plan  peuvent  se  trouver  les  centres  A,  B,  C. 

Lajîg.  289  montre  aussitôt  que  les  tangentes  en  A, 
B,  C  sont  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points 
sur  les  cordes  aaf^  bb\  ce'.  En  effet,  d'après  les  proprié- 
tés focales,  la  tangente  en  A  doit  être  bissectrice  de 
l'angle  des  rayons  vecteurs  coAa,  o/a'A. 

La  conique,  lieu  du  point  A,  se  trouve  ici  caractéri- 
sée par  une  propriété  qui  est  une  généralisation  évidente 
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de  celle  dn  cercle  directeur  :  «  Le  Heu  des  centres  des 
cercles  tangents  à  un  cercle  de  centre  F'  et  passant  par 
un  point  F  est  une  conique  dont  F  et  F'  sont  les  foyers.  » 
Si  le  cercle  co'  se  réduit  à  un  point,  le  cercle  (i>  devient 
le  cercle  directeur. 

Sur  Isi/ig*  289  on  voit  que  toutes  les  cordes  de  con- 
tact aa'  passent  par  le  centre  de  similitude  S  des  deux 
cercles  to  et  w'  et  que  la  tangente  en  A  est  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  A  sur  an!.  Si  co'se  réduit  à  un  point, 
le  point  a!  vient  en  to\  le  point  a  est  le  symétrique  du 
foyer  par  rapport  k  la  tangente  et  Ton  retrouve  la  con- 
struction bien  connue  de  la  tangente. 

Ces  considérations  générales  fournissent  en  outre  Tex- 
plication  du  rôle  théorique  que  joue,  dans  le  problème 
d'Apollonius,  le  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  A, 
B,  C.  Le  cercle  orthogonal  rencontre  le  cercle  A  en 
deux  points  O  et  O'  que  l'on  détermine  en  menant  des 
tangentes  du  centre  radical  S  au  cercle  A.  Comme  A4  est 
le  pôle  de  aa'S  relativement  au  cercle  A  (/ig»  289),  la 
droite  OCy  passe  par  A|.  On  a  donc  cet  énoncé  :  Le 
cercle  orthogonal  des  trois  cercles  A,  B,  C  admet  comme 
axe  radical  avec  le  cercle  A  une  droite  00'  qui  ren- 
contre en  A|  Taxe  de  similitude  A'B'C  (Jîg.  ^39);  la 
polaire  de  A|  relativement  au  cercle  A  est  la  corde  de 
contact  (cherchée  aa\  D'autre  part,  on  a  évidemment 


AiO.A,0'=  A,a  =  A,a'  ; 


le  point  A|  a  même  puissance  par  rapport  au  cercle  or- 
thogonal et  aux  deux  cercles  co  et  w'.  11  en  sera  de 
même  des  points  B|  et  C|,  de  sorte  que  A'B'C  est  l'axe 
radical  commun  des  cercles  co  et  w'  et  du  cercle  ortho- 
gonal. Si  tu  et  co'  se  coupent  en  deux  points  réels,  le 
cercle  orthogonal  passera  aussi  par  ces  deux  points^  ce 
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résultat  est  d^  ail  leurs  d*évidence  immédiate.  Chaque 
point  de  la  conique  ÂBC  est  eentre  d^uu  cercle  tangent 
à  la  fois  à  (i>  et  co^  la  corde  des  contacts  passant  par  S; 
puisque,  pour  des  points  antihomologues  a  et  a\  le  pro- 
duit Sa.S^  est  constant,  tous  ces  cercles  coupent  ortho- 
gonalement  le  cercle  orthogonal  «à  A,  B  et  C  ;  or,  si  oi)  et  o)' 
se  coupent  en  un  point  réel  M,  M  sera  le  centre  d*un 
cercle  de  rayon  nul  tangent  à  la  fois  à  a>  et  a>'  et  devant 
couper  orthogonale  ment  le  cercle  orthogonal  ;  M  sera 
sur  le  cercle  orthogonal,  et  la  tangente  à  la  conique  en 
ce  point  sera  précisément  la  tangente  au  cercle  orthogo- 
nal, car  JVIS  est  bissectrice  du  triangle  M &)<»',  vu  que 
le  point  S,  centre  de  similitude,  divise  la  ligne  des  cen- 
tres coo)'  dans  le  rapport  des  rayons.  Le  cercle  orthogonal 
ne  peut  d'ailleurs  pas  rencontrer  la  conique  ABC  en 
d'autres  points  ;  car  si  le  rayon  R  du  cercle  de  centre  A 
est  différent  de  zéro,  le  carré  du  rayon  du  cercle  ortho- 

gonal  est  SA  — R^,  ce  qui  indique  que  le  point  A  lui 
est  extérieur. 

On  aurait  été  conduit  tout  naturellement  à  celte  pro- 
priété du  cercle  orthogonal  d'être  tangent  à  la  conique 
ABC  auK  points  où  il  la  rencontre  en  remarquant  que 
la  conique  ABC  est  le  lieu  géométrique  des  points  dont 
le  rapport  des  dislances  à  un  cercle  fixe,  le  cercle  ortho- 
gonal, et  à  une  droite  (ixe.  Taxe  de  similitude,  est  con- 
stant.  En  efliet,  la  distance  d'un  cercle  A  de  rayon  R  au 
cercle  orthogonal  est  R;  d'autre  part,  la  démonstration 
de  Gergonne  apprend  que  trois  cercles  quelconques  A, 
B,  C  tangents  aux  cycles  ct>  el  (J  admettent  Taxe  radical 
de  Cl)  et  (jJ  comme  axe  de  similitude,  et  les  distances  de 
trois  cercles  à  un  axe  de  similitude  sont  proportionnelles 
aux  rayons.  Or  on  sait,  d*après  le  théorème  de  Daudc- 
lîn,  que  «  le  lieu  des  points  A,  B,  C,  tels  que  le  rapport 
qui  exiate  entre  les  tangentes  menées  de  ces  points  à  un 
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cercle  (Ixc  el  les  dîslauccs  de  ces  mêmes  points  ;i  une 
droite  fixe  soit  constant»  est  une  section  conique  » 
{Géométrie,  Rouché  et  de  Comberousse,  n**  1081).  On 
retrouverait  ainsi,  par  voie  purement  géométrique,  des 
résultats  dont  j'aurai  besoin  dans  la  suite;  mais  j'ai  cru 
devoir  renoncer  à  cette  méthode,  à  cause  d'une  difficulté 
inattendue  que  j'expliquerai  plus  loin  (n°  8). 

Pour  terminer,  je  résume  les  résultats  très  simples 
qui  suffiront  à  la  définition  de  la  cvclide.  Soient  tù  et  u', 
les  foyers  d'une  ellipse  et  2  a  la  longueur  du  grand  axe.  La 
généralisation  de  la  notion  du  cercle  directeur  montre, 
d'une  manière  presque  intuitive,  que  tout  point  de  l'el- 
lipse peut  être  considéré  comme  centre  d'un  cercle  de 
rayon  p  tangent  à  deux  cercles  fixes,  l'un  de  centre  co  et 
de  rayon  Ar,  l'autre  de  centre  «' et  de  rayon  ^a — Ar, 
k  étant  un  nombre  fixe  choisi  arbitrairement.  Les  deux 
foyers  ayant  des  propriétés  identiques,  on  pourra  tou- 
jours supposer  k  <^2a  — A',  c'est-à-dire  k  inférieur  k  a. 

Si  A:  varie  de  o  à  a  —  c,  les  deux  cercles  de  centres  w 
et  0)'  sont  intérieurs  ;  on  doit  les  considérer  comme  cycles 
de  sens  contraires  et  Xsijig,  289  fait  voir  très  nettement 
le  résultat.  Pour  k  :=  a  —  c,  les  deux  cercles  directeurs 
deviennent  tangents.  Lorsque  k  varie  de  a  —  c  a  a,  les 
deux  cercles  directeurs  deviennent  sécants;  leurs  points 
d^ intersection  réels  sont  situés  sur  l'ellipse  et  la  droite 
qui  les  joint,  confondue  d'abord  avec  la  tangente  à  l'ex- 
trémité du  grand  axe,  se  déplace  parallèlement  à  elle- 
même,  toujours  dans  le  même  sens,  jusqu'à  venir  coïn- 
cider avec  le  petit  axe.  Le  résultat  est  encore  facile  à 
apercevoir^  \aLjig.  ^ig  en  montrerait  un  exemple  très 
net,  si  l'on  menait  les  deux  cercles  qui  touchent,  l'un  6 
ci  C  intérieurement  et  A  extérieurement,  l'autre  B  et 
C  extérieurement  et  À  intérieurement.  Enfin,  pour  k 
négatif,  les  cercles  directeurs  sont  toujours  iutérieurs 
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l'un  à  l'autre^  mais  il  faut  les  considérer  comme  cycles 
de  même  sens.  Le  cercle  de  rayon  p  ayant  son  centre  en 
un  point  de  Fellipse  est  intérieur  au  grand  cercle  direc- 
teur, mais  comprend  à  son  intérieur  le  petit  cercle  di- 
recteur. On  verra  nettement  la  figure  en  imaginant  trois 
cercles  Â,  B,  C  sécants  deux  à  deux,  représentant  les 
sections,  par  le  plan  des  centres,  de  trois  sphères  se 
coupant  en  deux  points  réels,  et  en  menant  les  cercles 
iù  et  fù'  qui  touchent  à  la  fois  extérieurement  ou  inté- 
rieurement les  trois  cercles  donnés. 

En  tout  il  n'existe  que  trois  cas  distincts  pour  Tellipse, 
comme  on  le  vérifierait  encore  en  examinant  successive- 
ment les  dix  cas  indiqués  dans  la  discussion  du  problème 
d'Apollonius  (n"^  3). 


6.  Cercles  de  Dupuis,  —  Lsifig.  289  peut  être  exa- 
minée à  un  nouveau  point  de  vue.  Au  lieu  de  cercles 
de  centres  A,  B,  C,  co,  &>',  imaginons  les  sphères  dont 
ces  cercles  représentent  les  sections  par  le  plan  de  la 
figure.  Pour  préciser,  je  me  bornerai  au  cas  où  le  lieu 
des  centres  A,  B,  C,  •  .  *  est  une  ellipse.  On  a  donc  une 
ellipse  ayant  pour  foyers  a>  et  o)';  les  foyers  sont  centres 
de  deux  sphères  fixes  de  rayons  k  et  aa  —  k'^  chaque 
point  tel  que  A  de  Tellipse  est  centre  d'une  sphère  de 
rayon  p  tangente  aux  deux  sphères  fixes. 

Cela  posé,  tout  point  de  Thyperbole  focale  qui  coupe 
en  0)  et  ci>'  le  plan  du  tableau  peut  être  regardé  comme 
centre  d'une  sphère  de  rayon  fixe,  tangente  à  la  fois  à 
toutes  les  sphères  de  rayon  p  dont  le  centre  est  un  point 
de  l'ellipse  ABC.  La  démonstration  repose  sur  la  pro- 
priété énoncée  à  la  fin  du  n"^  2.  Soit  M  un  point  de  l'hy- 
perbole focale,  situé  par  exemple  sur  la  même  branche 
que  le  foyer  w,  centre  du  cercle  directeur  de  rayon  Ar. 
Si  l'on  désigne  par  d  la  distance  du  point  M  à  un  point 
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quelconque  A  de  l'ellipse,  on  doit  avoir,  2a  désignaut 

une  constante, 

d  —  (p  -+-  k)=z  aa. 


On  en  tire 


rf  =  p  -f-(2a  H-  /'). 


Comme  2  a  H-  ^  est  une  constante,  le  théorème  est  dé- 
montré. La  quantité  k  peut  être  négative;  comme  aa 
varie  avec  le  point  M,  on  voit  que  lorsque  k  est  négatif, 
aa  -h  Ar  peut  être  négatif  ou  positif.  Voici  alors  ce  qui 
a  lieu.  Les  trois  sphères  A,  B,  C  se  coupent  en  deux 
points  réels  P  et  Q  situés  sur  Thyperbole  focale.  Pour 
tout  point  M  de  Thyperbole  situé  comme  w  entre  P 
et  Q,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  des  trois  sphères,  la  sphère 
fixe  de  centre  M  est  intérieure  à  toutes  les  sphères  A, 

B,  C, Pour  tout  point  de  Thyperbole  focale  non  situé 

entre  P  et  Q,  la  sphère  fixe  de  centre  M  touche  exté- 
rieurement toutes  les  sphères  telles  queA,B,  C,  .... 
Le  point  de  contact  de  la  sphère  de  centre  A  avec  la 
sphère  de  centre  M  est  sur  la  droite  AM.  Le  lieu  des 
points  de  contact  avec  la  sphère  A  de  toutes  les  sphères 
ayant  leurs  centres  aux  divers  points  de  l'hyperbole 
focale  sera  l'intersection  de  la  sphère  A  avec  le  cône 
lieu  de  AM.  Or  on  a  démontré  (n°  2)  que  le  cône  qui  a 
pour  sommet  un  point  quelconque  A  de  l'ellipse  focale 
et  pour  base  l'hyperbole  M  est  de  révolution  et  a  pour 
axe  la  tangente  à  l'ellipse  ABC  en  A.  L'intersection  avec 
la  sphère  A  est  donc  un  petit  cercle  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  au  plan  de  l'ellipse  ABC.  Comme  on 
connaît  déjà  deux  points  a,  a!  {Jig.  239)  de  l'intersec- 
tion, il  devient  évident  que  le  lieu  des  points  de  contact 
est  le  petit  cercle  vertical,  intersection  de  la  sphère  A 
par  le  plan  vertical  an!.  On  trouve  précisément  le  cercle 
de  Dupuis.  Si,  d'ailleurs,  on  se  reporte  au  problème  de 
la  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données  (Géomé- 


(  .'5  ) 
trie  Rouch»  et  de  Camberousîe,  n"  952),  îl  esl  facile 
de  constater  que  le  centre  de  toute  sphère  de  Ditpuis  est 
dans  le  même  plan  que  l'hyperbole  focale.  En  elfet,  les 
deuxsphères  ti>  et  w',  tangentes  aux  sphères  fixes  A,  B,  C, 
D  {Géométrie  Rbuchë  et  de  Comberousse,  p.  a66  et  167), 
admettant  pour  centre  de  similitude  le  centre  radical 
des  quatre  sphères  et  pour  plan  radical  le  plan  de  simi- 
litude, leurs  centres  seront  sur  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  radical  sur  le  plan  de  similitude.  En  se  re- 
portant à  la_^g'.  389,  on  voit  que  cette  perpendiculaire 
esl  dans  le  plan  vertical  mené  par  S  perpendiculairement 
àladroite  A'B'C.  L'intersection  du  plan  qui  doit  contenir 
les  centres  de  toutes  les  sphères  de  Dupuïs  avec  le  cône 
de  sommet  A  s'appuyant  sur  le  cercle  de  Dupuïs  est, 
d'après  ce  qui  précède,  l'hyperbole  focale.  On  est  donc 
certain  d'avoir  obtenu,  au  moyen  de  l'hyperbole  focate, 
toutes  les  sphères  tangentes  à  la  fois  aux  trois  sphères 
fixes  données  A,  B,  C.  {A  suivre.  ) 


ERRATA  AUX  TABLES  DB  LOGARITHMES  DE  SCHRON. 
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THEOREME  DE  DALEMBERT; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


Soit  f{z)  un  polynôme  k  coefficients  réels  ou  imagi- 
naires. On  donne  à  z  toutes  les  valeurs  réelles  ou  ima- 
ginaires, et  soit  Zo  la  valeur  pour  laquelle  ou  Fune  des 
valeurs  pour  lesquelles  le  module  de  f{z)  est  le  plus 
petit. 

Changeons  de  variable,  en  posant 


z  =  zo-h  u; 


nous  avons  alors 


pétant  un  entier  posilifau  moins  égal  à  i,  etao-+-6o 
représen  tant  f{zo)- 

Cela  posé,  je  dis  que  Ton  a 


—  I 


c'est-à-dire 


«o-<-  bo  /—  I  =  o, 

/(-5o)  =  0, 


OU  qu'à  défaut  Ton  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  /?, 

ap  =  o,        bp  =  o. 
En  d'autres  termes,  Téquation 

admet  une  racine,  à  moins  que  le  polynôme  f{z)  ne  se 
réduise  à  une  constante. 

Soit,  en  elFcl,  no-{-  /?o  V'—  i  y^  o.  Le  carré  du  module 
dey(3o)  t'st  al  -h  f>l-  Nous  savons  que  le  carré  M-  du 
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module  de  f(zo-hu)    iic    peut    pas   èlre   inférieur   à 
al  +  ij.  Calculons  M*.  Pour  cela,  posons 

aûn  de  séparer  dans /(zo+ «)   la  partie  réelle   et  la 
partie  imaginaire.  On  a  alors 

/(io-t-w)  =  at-i-  ZpP(apSinp<a  —  bpCoip'n) 

-t- v'— I  [6(i-t-2pP(ap8io/>un-  bp  cospui)]; 
OD  a  alors 

M*  =  [«e-i-  Zpp{ap  coipto  —  bp  sin/iu)]' 

-{-[bn-^-T-pPiap  sio/xa-i-  bpcospia)]*. 

Soit  /  la  plus  |>etite  valeur  de  p,  pour  latguellc  les 
coelCcîeiits  ap  et  hp  ne  sont  pas  nuls  tous  deux.  On  a 
alors,  en  ordonnant  M^  par  rapport  aux  puissances  as- 
cendantes de  p, 

M'  =  aî+  éî  -h  ap'(agai/cosiiu  —  Oubt  sinio) 

+  AoU/  siot'iu  -i-  b^bi  eosiio)  -J- 

L'ensemble  des  termes  qui  suivent  aj  -\-f>l  ne  peut 
pas  être  négatif.  Donc  le  coeHicient  de  p'  ne  peut  pas 
l'être.  J'en  conclus  que  ce  ooeflicienl  est  nul  [wur  toute 
valeur  de  ai;  car,  s'il  n'était  pas  nul  pour  u^to,,  il 
aurait  des  signes  conti'aires  j>our  ii)^U|Ctci):=(>>i  +--' 

Cette  identité  eu  (i>  se  traduit  par  les  deux  équations 
suivantes 

Otai-h  babi—  o, 

qui  n'ont  d'autre  solution  que 
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On  [trouvera  alors  que  l'on  a,  de  même, 

el  toujours  ainsi. 

Remarque  I.  —  La  démonstration  suppose  que  la  va- 
leur Zg  est  finie.  Or  on  sait  que,  lorsque  la  variable  z 
est  infinie,  le  module  de  f{z)  est  lui-même  infini. 

Remarque  II.  —  On  s'est  appujé  sur  ce  principe 
évident  et  que,  eu  tout  cas,  on  peut  démontrer  en  toute 
rigueur  :  lorsqu'on  a  des  nombres  posilifs  en  nombre 
fini  ou  infini,  ou  bien  l'un  d'eux  est  plus  petit  que  tous 
les  autres,  ou  bien  plusieurs  sont  égaux  entre  eux  et 
moindres  que  tous  les  autres,  ou  bien  une  infinité  de 
ces  nombres  sont  égaux  entre  eux  et  inrérîeurs  à  tous 
les  autres,  ou  enfin  on  peut  calculer  deux  nombres  aussi 
rapprochés  qu'on  veut  et  entre  lesquels  sont  compris  les 
nombres  les  plus  petits.  On  démontrerait  ce  principe 
comme  j'ai  démontré,  dans  mes  Leçons  d' Algèbre,  le 
théorème  suivant  :  Une  suite  illimitée  de  nombres  crois- 
sants qui  demeurent  inférieurs  à  un  nombre  donné  est 
une  suite  convergente. 


NOTE  SUR  LE  PROBLEME  DE  MEC«.\IQUB 
PROPOSÉ  A  L'AGRÉtiATION  EN  (889; 

TRAIT  D'iMi  LUTTRE  DB  AI.   DE   SAINT-GERMAIN 

A  M.  ROUCHÉ. 


Puisque  vous  voulez  bien  penser  que  je  pourrai  inté- 
resser quelques  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  en  leur 
indiquant  une  solution  du  problème  de  Mécanique  pro- 
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posé  à  l'agrégation  en  1889,  je  vais  le  faire  brièvement, 
la  question  étant  facile. 
Soient  : 

OX,,   0Y|,  OZ   trois  ases  de  coordonnées  rcetangu- 

laires; 
S  une  surface  définie  par  l'équation 


D  une  droite  dont  les  équations  sont  x,  =^'i  ^=  '■ 

Le  sjstèoie  des  axes  OX,,  OY,,  OZ  et  de  S  tourne 
avec  une  vitesse  constante  u  autour  de  la  droite  D  sup 
jKtsée  lixe.  II  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  relatif 
d'un  point  M,  ajant  une  masse  égale  à  l'unité,  assujetti 
à  rester  sur  S  et  sollicité  par  une  force  connue  F  :  pres- 
sion sur  ta  surface.  Étudier  le  cas  où  F  est  la  résul- 
tante de  deux  forces,  l'une  égale  à  w'MO  et  dirigée  sui- 
vant MO,  l'autre  égale  à  3w'MH,  dirigée  suivant  la 
perpendiculaire  MH  abaissée  du  point  M  sur  un  plan 
mené  par  l'origine  normale  à  D.  A  l'instant  initial,  le 
mobile  se  trouve  sur  OZ  avec  une  vitesse  dont  les  pro- 
tections sur  0X1  et  sur  OY,  sont  —  ^  et  -^■ 
J  '  /:(       v^3  _ 

La  surface  S  étant  un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  0Y| 
et  le  prolongement  OX',  de  0X(,  il  est  naturel  de 
prendre  pour  axes  coordonnés  mobiles  l'axe  donné  OZ 
et  les  bissectrice»  OX,  OY  des  angles  X.OY,,  Y.OX',. 
L'équation  de  S  devient 
(1)  =  =  e"^. 

Quant  aux  équations  du  mouvement  relatif  du  point  M 
sur  cette  surface,  on  sait  les  former  immédiatement  ;  ce 
sont  celles  qui  représenteraient  le  mouvement  absolu  du 
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mobile  s'il  était  libre,  mais  sollicité  par  quatre  forces  : 
I**  la  force  donnée  F;  2^  une  force  N,  normale  à  S  et  re- 
présentant Taction  de  cette  surface;  3°  la  force  d'inertie 
d'entraînement;  4"  la  force  centrifuge  composée.  Les 
composantes  des  deux  dernières  sont  données  par  les 
formules  de  Rivais  et  de  Coriolis,  et  les  équations  cker> 
chées  sont  de  la  forme  bien  connue 

m  -j-r-  =  X  -f-  N  cosa 

+  m    <u«ar  —p{px  ^  gy  ^  rz) -hy -^  —  z-^\ 
l    dy  dz \ 

Dans  le  problème  proposé,  m  est  égal  à  i ,  et  les  com- 
posantes de  la  rotation  d'entraînement  sont,  on  le  voit 
sans  peine, 

les  cosinus  directeurs  de  la  réaction  N,  supposée  posi- 
tive quand  elle  fait  un  angle  aigu  avec  OZ,  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme 

5  v/2  ,  » 

cosa  = ■  —  »  cos6>  —  o,  cosc 


les  composantes  X,  Y,  Z  de  F  sont  connues  et  l'on  a, 
pour  les  équations  du  mouvement  relatif, 

,     d^T   _  NZ^-I  ^T  ^  ZsJ'>.  2W    rfx 

fftz       .,  N  ,   rZ\/^.  —  T        2w  dy 


Ces  équations  donnent  la  solution  du  problème  gé- 
nérai :  les  deux  équations  qui  résultent  de  Télimination 
de  N  et  Téquation  (i)  permettent  de  déterminer  jC,  j',  z 
en  fonction  du  temps;  la  première  ou  la  troisième  des 
équations  (2)  fait  ensuite  connaître  la  réaction  N,  égale 
et  opposée  à  la  pression  supportée  par  S. 

Dans  le  cas  particulier  proposé,  les  composantes  X, 
Y,  Z  de  F  sont  respectivement,  après  de  simples  réduc- 
tions, 

et  Ion  trouve,  pour  les  équations  du  mouvement  relatif 
du  point  M, 

iù.)       —. —  =  —  iw* h 


•2-5= 


dt^  3  ^3   dt        /7T^ 

rf* V        11*}  f  r-dz       dx\ 

A  l'instant  initial,  on  a 

x=jr  =  o,  -5  =  1, 

</r        dz  dy  ^      _^  aw  v/â 

'dt'~'dë^^'       ^"^""""TF' 

Cela  posé,  Téquation  (4)  peut  ^'intégrer  une  fois  et 
donne,  eu  égard  à  ces  conditions  initiales. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (3), 
(4)»  (5)^  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 
a^/j:,  2'//^',  2dz^  on  a  Téquation  des  forces  vives  sous 
la  forme 

r/.('«  —  —  f  (oî(j?  /a  -\-  z)  {dx  v^ -f-  dz)\ 


(  ï-^a  ) 

Tinlégrale  première  est,  eu  égard  aux  condilions  ini- 
tiales, 

<iiF*       rfy*       dz^       ,    •      4     ,/      /-        \i 
Si  l'on  remplace  -^  par  sa  valeur  (6),  puis  ^  et  ~ 

dx 

par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a:  et  ^  >  on  pourra  tirer 
de  cette  équation 

,    ,  dx*         ,     .  1  —  37* — e*^*^ 

on  en  déduirait  l'expression  de  £  en  fonction  de  a:  à 
Taide  d'une  quadrature  qu'on  ne  peut  réduire  aux  fonc- 
tions élémentaires. 

L'élimination  de  dt  entre  les  équations  (6)  et  (7) 
donne  l'équation  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le 
pian  des  xj    - 


le  second  membre  n'est  réel  que  si  x  est  compris  entre 
les  valeurs  o  et  a  qui  annulent  le  dénominateur  (la  mé- 
thode de  Newton  donne  bien  facilement  — 0,96702 
pour  valeur  approchée  de  a)^  le  numérateur  ne  s'an- 
nule jamais.  De  ces  résultats  et  de  l'examen  des  équa- 
tions (6)  et  (7),  on  conclut  aisément  que  la  trajectoire 
ondule  sur  la  surface  S  entre  deux  génératrices  qu'elle 
va  toucher  alternativement^  x  et  z  sont  des  fonctions 
périodiques  du  temps  ;j^  croit  indéfiniment. 

En  diilérentiant  l'équation  (7)  par  rapport  au  temps, 

on  en  déduit  la  valeur  de  -tt^  qui,  avec  la  valeur  (6)  de 


(  "3) 
■^,  permet  de  lirer  N  de  l'équatioD  (3)  ;  on  peut  mettre 
sa  valeur  sous  la  forme 

N  =  4(o>3{3-a^/î-ajr»-2raVâ)(i  +  a«'r'; 
la  réactiuQ  de  la  surface  reste  constamment  positive. 


NOTB  SUR  ON  THÉORÈIS  DS  M.  HIIMBERT 
ET  SUR  UN  THÉORÈME  DE  H.  FOURST; 

Par  m.  ËMiLB  BOREL. 

I,  —  Sur  um  théorème  de  M.  Humbeet. 

Considérons  deux   courbes  algébriques  déterminées 
par  leurs  équations  tangentielles 


<•) 


et  cherchons  la  somme  V  des  angles  que  font  leurs  tan- 
gentes communes  avec  Taxe  des  x,  les  cooi<donnéus  étant 
supposées  rectangulaires. 

Pour  avoir  les  directions  des  tangentes  communes, 
éli  minons  h> entre  les  équations  (  i  );  nous  obtenons  l'équa- 
tion 

(a)  R(«,i-)  =  o. 

Le  résultat  R(u,  v)  étaut  homogène  par  rapport  à  u  et  f, 

les  valeurs  de .  racines  de  l'équation  (a),  sont  les 

tangentes  tri  gon  orné  triques  des  angles  que  font  avec 
l'axe  des  x  les  tangi-utcs  communes  aux  deux  courbes. 


(  '^4  ) 

Si  Ton  pose 
on  a 

tangV=  -r^ T-^ ~ r-^ • 

Ao  —  Aj  -h  A4  —  As  H- .  . . 

On  peut  remarquer  que,  si  l'on  pose 

R(i,t)  =  M.-hNi, 
on  en  déduit  aisément 

tangV=55j. 

Or,  pour  calculer  R(i,/),  il  suffît  d'éliminer  w  entre 
les  équations 

!/(i,  L  w)  =  o, 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Tangle  V  ne  dépend 
que  des  deux  équations  précédentes  ;  il  ne  change  évi- 
demment pas  si  l'on  remplace  les  équations  (1)  par  les 
suivantes 

.    .  (  /(",  Vy  »')-h(a«-4-p«)/,(a,  V,  w)  =  o, 

l  <p(^^,  p,  cv)-i-(a»-*-i^s)<p,(a,  Vj  w)  =0, 

y^i  et  cpi  étant  des  polynômes  homogènes.  On  obtient 
ainsi  ce  théorème,  trouvé  par  M.  Humbert,  d'une  ma- 
nière toute  différente  : 

La  somme  des  angles  que  font  avec  un  axe  fixe  les 
tangentes  communes  à  deux  courbes  algébriques  ne 
change  pas  quand  oa  remplace  ces  courbes  par  des 
courbes  homo/bcales. 

En  particulier,  on  peut  les  remplacer  par  leurs  foyers 
réels  ^  les  tangentes  communes  sont  alors  les  dix>itcs  que 
joignent,  de  toutes  les  manières  possibles,   les  foyers 


.(  «25  ) 
réels.  La  deuxième   partie  du  problème  proposé,  en 
1 889,  à  l'École  Polytechnique  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier de  cette  dernière  remarque. 


II.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Fouret. 

1.  Etant  données  deux  courbes  algébriques  va- 
riables, mais  rencontrant  chacune  les  axes  de  coor- 
données en  des  points  déterminés  ;  le  produit  des  coef- 
ficients angulaires  des  droites  qui  joignent  l'origine 
à  leurs  points  d^ intersection  est  constant. 

On  peut  énoncer  ce  théorème  d'une  autre  manière,  se 
prêtant  mieux  à  une  transformation,  en  introduisant  une 
troisième  droite  arbitraire  passant  par  l'origine;  le  coef- 
ficient angulaire  d'une  quatrième  droite  variable  ne  dif- 
fère que  par  un  facteur  constant  du  rapport  anbarmo- 
nique  quV'Ue  forme  avec  les  trois  premières.  On  obtient 
ainsi  ce  nouvel  énoncé  : 

Etant  données  deux  courbes  algébriques  variables^ 
mais  rencontrant  chacune  les  axes  de  coordonnées  en 
des  points  déterminés,  le  produit  des  rapports  anhar- 
moniques  formés  par  les  droites  joignant  r origine  à 
leurs  points  d'intersection^  av^ec  les  axes  et  une  droite 
fixe  passant  par  leur  point  de  concours,  est  constant. 

Le  théorème  corrélatif  est  le  suivant  : 

Lorsque  les  tangentes ,  issues  de  deux  points  fixes  à 
deux  courbes  algébriques  variables,  sont  déterminées, 
le  produit  des  rapports  anharmoniques  que  forment 
avec  ces  deux  points  fixes  et  un  troisième  point  fixe 
atbitraire  situé  sur  la  droite  qui  les  joint  les  di\^ers 
points  de  rencontre  de  leurs  tangentes  communes  a^ec 
cette  droite,  est  déterminé. 


(  '*«) 

2.  Pour  démontrer  directement  ce  dernier  théorème, 
il  suflit  de  se  donner  les  équations  des  deux  courbes  va- 
riables en  coordonnées  tangentielles,  les  deux  points 
6xes  étant  deux  sommets  du  triangle  de  référence.  Ces 
équations  seront  de  la  forme 

l   o{u,  Vf  iv)  -h  UV  Oi(M,  Vt  w)  =  o, 

les  polynômes /et  <f  étant  déterminés, /î  et  cpi  étant  va- 
riables. On  a  Téqualion  des  points  d'intersection  de 
leurs  tangentes  communes  avec  la  droite  (a  =  o,  i>  =  o), 
en  éliminant  w  entre  les  équations  précédentes;  soit 

R(a,  v)  =  o 

Téquation  ainsi  obtenue.  Le  produit  des  rapports  an- 
harmoniques  considérés  est  égal,  à  un  facteur  constant 
près,  au  quotient  des  coefficients  des  plus  hautes  puis- 
sances de  u  et  de  (^,  c'est-à-dire  au  quotient 

R(o,  i'):R(M,  o). 

Or  on  peut  obtenir  R.(o,  v),  en  annulant  u  dans  les 
équations  (i)  et  en  éliminant  w  entre  les  de.ux  équa- 
tions 

et,  de  même,  R(u,  o)  peut  être  obtenu  en  éliminant  iv 
entre  les  deux  équations 

f(u,  o,  w)  =  o, 
<P(m,  o,  w)  =  o; 

ce  qui  prouve  que  R(o,  s^)  et  R(f/,  o)sont  indépendauls 
de  fi{u,  «*,  iv)  et  de  f  i(w,  i',  w),  et,  par  suite,  le  théo- 
rème est  démontré. 


(  "^7  ) 

3.  Si  Ton  suppose  que  les  deux  points  fixes  sont  les 
points  eyeliques,  chacun  des  rapports  anharmoniques 
considérés  a  pour  logarithme  l'angle  de  la  tangente  com- 
mune correspondante  avec  un  axe  fixe,  à  un  facteur  con- 
stant près.  Le  produit  des  rapports  anharmoniques  étant 
constant,  la  somme  de  leurs  logarithmes  est  constante, 
et  Ton  retrouve  ainsi  ce  théorème  : 

La  somme  des  angles,  que  font  avec  un  axe  fixe  les 
tangentes  communes  à  deux  courbes  algébriques,  est 
déterminée  lorsque  la  position  de  leurs  foyers  est  dé- 
terminée. 

C'est  le  théorème  de  M.  Humbert. 

4.  On  peut  généraliser  le  théorème  de  M.  Fouret,  en 
remplaçant  les  droites  fixes  par  des  courbes  algébriques 
quelconques. 

Considérons  un  faisceau  linéaire  de  courbes 

OH-  Xtpi=  o. 

On  peut  appeler  rapport  anharmonique  de  quatre 
courbes  de  ce  faisceau,  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  valeurs  correspondantes  de  X;  ce  rapport  est  égal 
au  rapport  anharmonique  des  tangentes  à  ces  quatre 
courbes,  en  l'un  quelconque  de  leurs  points  communs. 
Cela  posé,  on  a  ce  théorème  : 

Lorsque  les  points  d'intersection  de  deux  courbes 
algébriques  variables  avec  deux  des  courbes  d'un 
faisceau  linéaire  sont  déterminés,  le  produit  des  rap~ 
ports  anharmoniques'  que  forment  auec  ces  deux 
courbes-là  et  une  troisième  courbe  fixe  quelconque  du 
faisceau  les  iliverses  courbes  du  faisceau  qui  passent 
chacune  par  l'un  des  points  d'intersection  des  courbes 
variables  est  aussi  déterminé. 


(  '"8) 
Soient,  en  effet, 

(a)  /,+  »<f,+,  =  o 

les  équatioDS  des  courbes  variables, 

(3)  ç  +  Xy,  =  o 

^tant  l'équation  générale  des  coaibes  du  faisceau  ;  f  et 
/,  sont  déterminés,  ^  et  ^,  sont  variables. 

Les  rapports  an  harmoniques  considérés  sont  propor- 
tionnels aux  valeurs  de  X,  correspondant  aux  courbes 
du  faisceau  (3)  qui  passent  par  les  points  d'intersection 
des  courbes  (i)  et  (a).  Pour  former  l'équation  donnant 
ces  valeurs  de  X,  il  suffit  d'éliminer  x,  y,  z  entre  les 
équations  (i),  (a),  (3),  et  le  théorème  énoncé  revient  à 
ceci  :  le  produit  des  racines  de  l'équation  «n  \  obtenue 
est  indépendant  des  coerHcîcnts  de'}<  et  de  le  II  sulUlde 
montrer  que  les  termes  extrêmes  de  l'équation  en  \,  or- 
donnée suivant  les  puissances  décroissantes  par  exemple, 
ne  dépendent  pas  de  ces  coefficients. 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  que  le  terme  con- 
stant de  l'équation  renferme  un  cocffieient  de  ^;  nous 
pourrions  l'ésoudre  par  rapport  à  ce  coefficient  l'équa- 
tion obtenue  en  égalant  à  zéro  le  terme  considéré;  ce 
qui  revient  à  dire  que,  pour  une  valeur  particulière  de 
ce  coefficient  de  i/,  l'équalion  en  À  aurait  une  racine 
nulle,  et,  par  conséquent,  lus  trois  équations 

/l+'??l')'l=U, 

?  =  » 

auraient  une  solution  commune;  il  en  serait  de  même 
des  Irois  équations 

/-",        />  =  o.        ?  =  o, 


(   «'-^9  ) 
ce  qui  ne  peut  être  si  Ton  n^a  fait  aucune  hypothèse  sur 
les  coeiBcients  de  /,J\,  ©. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  le  coefficient  de 
la  plus  haute  puissance  de  "k  est  indépendant  de  <{/  et  de 
vL|.  Le  théorème  est  donc  démontré. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  NATHÉNATIOUES  SPECIALES 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES 
NATHÉMATIOUES  DE  1889; 

Par  m.  GAMBEY, 

Professeur  au  lycée  de  Rouen. 


On  donne  un  cône  du  second  degré  C  et  deux  qua- 
dratiques A,  A',  inscrites  dans  ce  cône^  on  considère 
une  quadrique  variable  S  inscrite  dans  le  même  cône, 
et  touchant  les  quadriques  données  A  et  A'  en  des 
points  variables  oiet  ol', 

1**  Démontrer  que  la  droite  olt!  passe  par  un  point 
fixe. 

a®  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d^ intersection  des 
plans  tangents  à  la  surface  S  aux  points  oi  et  a! . 

3**  Démontrer  que  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  P 
par  rapport  à  la  surface  S  se  compose  de  deux  qua- 
driques  bilan gentes, 

4**  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  passe  par  les 
points  de  contact  de  ces  deux  quadriques,  lorsque  le 
plan  P  se  déplace,  en  restant  parallèle  à  un  plan  tan- 
gent au  cône  C. 

Nous  prendrons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes 
principaux  du  cône  donné,  dont  réquation  sera  ainsi 

AX«+BY»-+-CZ2=o. 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  IX.  (iNfars  1S90.)  9 


(  «^i»  ) 

Celles  des  trois  quadriques  pourront  s^éerire  de  la 
manière  suivante  : 

A  AX«-f-BY«-hCZ«~(tfX  -h  6  Y  -hcZ  +  ^)«  =  o, 
A'  AX*-+-  BY»-+-  GZ«—  (aiX  +  61 Y  -h  c(L  +  rf,)«=  o, 
S         AX«-+-BY«+GZ«-(/X    -hmY-4-nZ -h/>)«  =0. 

Les  coefficients  a,  h^  c,  é/;  ai,  £1,  ci,  ^1  sont  donnés*, 
mais  /,  m,  n,  p  sont  variables. 

Soient  jc,  j',  z  les  coordonnées  du  point  a,  et  x\  1'', 
z'  celles  du  point  a'.  Je  pose,  pour  abréger  Técriture, 

/  A  a-ï -h  B j'»  4- G  5»  =V, 

l  ax    -4-  6j^    -h  C5    -h  rf  =  P, 
(1)  /  ai.r'H- A,yH-C|5'-hrfi=  P',, 

/:r     -\- m\   -I-/15  -+-/>  =  Q, 
/ar'    -^my' ->rnz'  ->r-p  —  Q'; 

et  je  considère  V,  P,  ...  comme  des  inconnues  auxi- 
liaires. En  outre,  en  prévision  de  certaines  relations 
importantes  que  j'aurai  à  employer ,  je  fais  encore 

/«  /n«  ;i*  .  a«        h^        c^ 


A  H  TT       '  ~  '  '  T  "^  ¥  "^  G  ~  '  "=  ^' 

,    ^     i  al         bni         m  a\       h}       c\ 

ax  l       b\  m       r,  n 


A  H  C 

Cela  posé,  l'identiGcalion  des  plans  tangents  en  a  aux 
quadriques  A  et  S  donne 

PQ(/^  — g/?)  ^  VÇi{md  —  bp)  _  PQ(nd--cp) 

^"-A(^P-^Q)'         -^        B(rfP-/?Q)'  *-  G(^P--yr,Q,- 

Substi tuant  ces  valeurs  de  x,  j> ,   2  dans  celles  des 
relations  (i)  qui  les  contiennent,  on  obtient  les  trois 


(  '■■>■  ) 

<!<|uations  suivaiiU^s 
•  V(^I'-/.g)ï 

■"    i       -■■..>.r'^'^ -"/*''    ,    ("'à-h')'    ,    in,f~cpy\ 
[       ~      ^  l        A  H  C         J' 

1"'^L         \  '^  B  "^  c  J' 

auxquelles  il  lant  jiiiiulrc 

Prenons  d'alioid  1'  —  Q  ^  o.  En  remplaçant  V  par 
P^,  ainsi  (pie  Q  par  P,  dans  l'équation  (3),  et  suppri- 
mant le  facteur  P',  ou  obtient  la  relation 

<ld—ap)*        (iiid—bp)^    ^    (nd—rpy  __  j  ,,  _ 

A  ■"  Il  C  ip      a)  ~o. 

c'est-à-dire 

(\)  ffn-y></iiA-,)+pU-  =  ,>. 

Cette  condition  exprime  que  lu  plan 

(-,)      l\-i-m\  -hnï-i-p  —  (a\-hl>Y-\-c7.-i-d)  =  o 

est  tangent  à  la  quadrî(|ue  Aen  x,  à  cause  de  P — Q— :o. 

En  éliminant  P  et  Q  entre  les  équations  (4),  ou  re- 
trouve l'équation  (A). 

Si  l'on  prend,  au  contraire,  P  -(-  Q  ^  o,  on  arrive  à 
la  rondiLton 

(B,  </tX--i/)*/(,.<  +  . )-/■'*  =  ■', 

i|ui  exprime  que  le  plan 

(G)      l\  +  m\-+-nï-\-p'+-(a\-i-by-hc7.^iil  =  i, 


(   '3u  ) 
est  tangent  aussi  en  a  à  la  quadrique  Â.  Ainsi,  selon 
que  Ton  prend  P  —  Q  =  o  ouP  +  Q:=o,  le  plan  (5) 
est  le  plan  tangent  commun  aux  quadriques  A  et  S  en  a, 
ou  bien  c'est  le  plan  (6). 

Il  est  évident  que  la  considération  du  plan  tangent 
en  a' conduirait  à  des  relations  analogues  à  (A)  et  à  (B), 
où  a,  &,  c,  d  seraient  remplacées  par  ^i,  b^^  C|,  rf|,  el 
que  ce  plan  tangent  est 

(7)  /X-h  m  Y  H-/iZ-i-/?— -(«iX  -+-6iY-hciZ-h  rfi)  =  o, 
si  Ton  prend  P',  —  Q'  =  o  5  ou  bien 

(8)  /X  -h  /nY4-  nZ-h/?— (aiX-»-ôiY-i-ciZ-+-rfi)  =  o, 

si  Ton  prend  P'j-|-Q'=o.   Les  relations  analogues  à 
(A)  et  à  (B)  sont 

( Ài )  d\\  —  ipdx ( [li  —  I )  -h /?•  An  =  o, 

Dans  riiypotlièse  P  —  Q  =  o,  les  expressions  de  x, 

K5  z  sont 

__  p   ^^  —  ^P  __  p  n^d  ^  bp  __       nd  —  cp 

^'--'  k{d-p)'     y-^ B{d--p)'     ""-^cid-^p)' 

Multipliant  respectivement  par  a,  £,  c  et  ajoutant,  on 
détermine  P,  dont  la  valeur  est  donnée  par  la  formule 

^      d{p  —  d)      ^  ^pd{ p  —  d) 
^((ji  — I)— /7/0        dn—p^k  * 

La  seconde  forme  est  obtenue  en  éliminant  [jl  h  Taide 
de  la  relation  (A). 
Il  en  résulte 

—  ""  '>pà{^d — ap)  _  —  opdj ind  —  bp )  __  —  7.pdi nd  —  cp  ) 

'^~    Xidn-pH)    '     '^-     Bid^l -pH)     '     ^  -     C(d*X^ptA') 


(  i33  ) 
\\.l  i'on  aurait  de  nièmc,  pour  P',  —  Q'=  o, 
,_  — tpd,{ldi — oip) 

,  ^  —  ■ipdiimd,  —  à^p) 
^  ~       B(d\l—p'k,)      ' 

,_  — 7.pdi{nd)  —  Cip) 
■*  "       G(rfix-/)U,) 

1,  La  (frotte  aa'  passe  par  un  point  fixe.  —  Les 
é<ju  allons 


de  la  droite  a»',  transformées  en  y  substituant  les  valeurs 
ci-dessus  de  ■:r,  j-,  z\  jr\y',  s',  peuvent  s'écrire 

iS.\id'\  —  p^k)  -^  ipdjld  —  ap) 

_      BY(rf'>— /)'A-)  +  aprf{mJ— 6p) 

"  B\(,d',\—p*A-,)-t-'ipdi{mdi—b,p) 
_      CZ(/fiX  ^f'k)  -h  ipd(_nd  ~  cp) 
"  CZ( d\X  —  p^A-i  )  -h  -ipdti nd,~ c, p)' 

En  désignant  par  p  la  valeur  commune  de  ces  trois  rap- 
l>orts,  et  en  se  bornant  au  premier,  ou  obtient  aisément 

AX 


ad—?d,d, (d'—pdf) 


~{d'-?di)-('---p/'>) 
Les  seules  ijuantités  qui  dépendent  encore  de  /.  m, 

II,  Il  sont  -  et  -;■  Si  on  annule  leur  coerficient  commun 

'  P        P' 

(J'i  —  od'\,  la  valeur  de  X  deviendra  indépendante  de  /, 
ni,  «,  p  et,  par  conséquent,  des  coordonnées  des  points  a 
et  x'.  Il  suffit  de  prendre  p  =  -tï*  etl'onobtient 

■.>.ddi(adi-da,-\  _?.dd,(l>d,-~db:}  _idd,(i:d,  —  d 

.\(rfUi-X-rfî)   ■         °~    \UdH;~-kd',)'        "~   C.(dn;  —  kd 


(  ■•■14  ) 

Or  les  équations  tangcnlielles  des  quadriques  A  el  A', 


savoir 


,,  /a*        if'        tv2\  ,     /au         bv         cw   \ 

,, /«**        V-        cv*\  ,     /ai  a        61  p        Ciw\       ,     . 

''î(Â-^B^c-j^="'"-(-Â--^-ir-^-c-)-*-*"-=°' 

donnent  aisément  les  équations  des  sommets  des  deux 
cônes  circonscrits  à  la  fois  à  A  et  à  A'.  Ce  sont 


v  =  o. 


équation  de  l'origine,  et 

,.  fadx^da^           bdi  —  dbx          cdi  —  dcy     \         ,.  ,         ,  ,. 
ddil — '— ■  u-\ '— iPH î— Iwj  -k-d^k^—kdX—  o. 

Les  coordonnées-points  de  ce  second  sommet  sont  donc 


__  '?.  dd\  (  adi  —  dai  ) 
'^^~    \(dHi~-kd\)  ' 

_  1  ddi  (  bdi  —  dbi) 
9.ddi(cdi  —  dci  ) 


-•0 


C(d*A'i  —  kdl) 


Ainsi  Ton  a 

\q=Xqj  Yo=_^o»  Z|j=5o, 

et  la  droite  olt!  passe  constamment  par  le  sommet  du 
second  cône  circonscrit  à  la  fois  aux  deux  quadriques  A 

et  A!. 

II.  Lieu  des  intersections  des  plans  tangents  en  a 
et  a'.  —  Il  suffit,  pour  l'obtenir,  de  retrancher  membre 
à  membre  les  équations  (5)  et  (7),  ou  bien  (6)  et  (8); 
puis,  les  équations  (5)  et  (8),  ou  bien  (6)  et  (7).  On 
obtient  ainsi  deux  plans^  savoir 

(rt  —  ai)X  -+-(^  — />»i)Y  -f-(c  —  Ci)Z4-  d/—  ^1  =  o, 

(  a  H-  ^1  )  \  4-  (  />>  -f-  6 1  )  Y  -r-  (  c  H-  ri  )  Z  -h  rf  -^-  r/j  =  o. 


(  '35) 
m.   Lieu  du  pôle  cVun  plan  fixe  par  rapport  aux 
quadriques  S.  —  Soit 

(9)  wX-hvY-htvZ  — 1  =  0 

un  plan  fixe,  et  posons 

UX  -h  i'/  -h  WZ  —  I  =  II, 

x^y^  z  étant  les  coordonnées  du  pôle  du  plan  (9)  par 
rapport  à  S.  On  aura  facilement 

Ajr  —  /Q  =  /?Qm,         ^^y  —  mQ  =  pQv^         Cz  —  /iQ==/?Qcv; 

d'où 

_  \t—pQu                 _  hy—pQç                    Cz-pQiv 
f-  ^  y  m- Q ,  n=  ^ 

et,  en  multipliant  par  x^  jr,  z  et  ajoutant  les  résultats, 
on  trouve  d'abord 

00)  p  =  -lî^-^ 


par  suite,  on  a 


(11)  <  /?î  = 


_  AHj-  — (V  — Q^)// 
"  HQ 

BH.r  — (V  — Q*)(^ 


n  = 


HQ 
flQ 


La  substitution  de  ces  valeurs  de  /,  m,  n^  p  dans  les 
équations  (Â)  et  (  A|  ),  par  exemple,  permet  de  les  metlre 
sous  la  forme 


hqi  —2dUQ  —h\  -hK2_p2  =  o, 


(  -36) 
en  supprimant  le  facteur  V  —  Q-,  et  eu  posant  encore 


(i3) 


\  "^         B  "^  G 

(ai-hdiU)^       (bi-hdiv)^       (c,H-rfitv)» 


A 


B 


{a  -h  du  )x-\-{b  -h  dv  )y 
{Ui-^  diu)x  -h  (bi-h  div)y 

ax  -f-  by   -f-  cj 
a^x  -h  b\y  -h  CiZ 


(c 
(c. 

d 


dw  )z 

dy  W)Z 

Pi. 


•  I  =  A, 

1  =  Ai; 
R, 

Ri; 


(C) 


(C) 


L'élimination  de  Q  entre  les  équations  obtenues  con- 
duit à 

[c?A,(P-hR)-rf,A(P,-hR,)]« 

=  4(^/*i  —  hd^  )  [(dhi  —  hdi  ) V  -h  rfrfi  H(P  -h  R  —  Pi  -  Ri  )], 

équation  d'une  quadrique  circonscrite  à  la  quadrique 

(rfA,~ /erf,  )  V -h  rf^,H(P -+- R  —  P,— R|)  =  o, 
le  plan  de  la  courbe  de  contact  étant 

dhxiV  -^  R)  -  di/i{Pi -+-  Ri)  =  o. 

En  substituant  les  valeurs  de  /,  rn^  /?,  p  dans  les  rela- 
tions (B)  et  (I3i  ),  on  est  encore  conduit  à  la  même  équa- 
tion (C). 

Mais,  si  Ton  associe  (A)  avec  (B|),  ou  (A|)  avec  (B), 
on  trouve  l'équation  d*une  autre  quadrique  analogue  à 
(C),  savoir 

[(//i,(P-t-R)-rfiA(Pi-+-Ri)p 
=  4 ((//*, -\-  hdi )  [{dhi -h  hdi ) V  -    dd^  Il( p  -+-  R  -f-  P, h-  R, )]. 

Ces  deux  quadriques  sont  bitangentcs. 

En  ellet,  pour  trouver  leur  courbe  d'intersection,  on 
peut  éliminer  V  entre  (C)  et  (C),  et  l'équation  obtenue 
pourra  tenir  lieu  de  l'une*  d'elles. 


f 


(  '^1  ) 

On  arrive  ainsi  à  une  équation  <]ui  se  décompose  *:■ 


rfA,(P-+-R)  — Arf,(P,+  R,)  =  o. 

Donc,  les  qantiriques  (C)  et  (C)  se  coupent  suivant 
deux  courbes  planes  et  sont,  par  conséquent,  bitan- 
gentes. 

IV,  Lieu  de  la  droite  lies  contacts  lies  quadriques  {C) 
et  (C)  quand  le  plan  considéré  se  déplace  en  resta/it 
parallèle  à  un  plan  langent  au  cône.  —  Si  p  est  uiiu 
indéterminée,  l'équation  du  plan  mobile  peut  s'écrire 

\i'  -i-  BP"  +C7>  =o, 
avec  les  conditions 

ce  qui  réduit  lus  relations  (i3)  à 

A,+  i£^(rt,a  +  6,p  +  c,Y)  =  A.- 
? 

Cela  posé,  les  équations  de  la  droite  des  contacts  des 
(juadrîques  (C)  et  (C)  étant 

ll  =  o        et        rfA,(P+R)  — A</i(P,H-R,)  =  '> 

nu  plus  simplement 

IJ  T=.,        ,-i         '//,,]•-  Arf,P,  =  o. 


(  -38  ) 
il  suftira  d'expliciter  ces  équations 

Aaar-H  H^y  -¥-  C*(z  =  p, 

dA'i  H i  (  «i  a  -+-  61  p  -4-  Cl  y)    H 

—  r^,  A- -+- î^(aa  ^- ôp  4- cy)1  P,  =  o 
et  d'éliminer  p  entre  elles,  ce  qui  donne  immédiatement 

(       —  P,  [rf| k(\oix  -^n^jr^  Cy- )  H- ^ddi(aoL  -h  b^ -^  c^)]  =  o, 

équation  d'une  autre  quadrique  dont  quatre  généra- 
trices reeti lignes  sont  mises  en  évidence. 
La  question  est  complètement  résolue. 


SUR  L'ABERRATION  DE  COURBURE; 

Par  m.  HUSQUIN  DE  RHÉVILLE, 

Élève  de  l'École  Centrale. 


En  joignant  un  point  A  {/ig-  i)  d'une  courbe  plane 
au  milieu  M  de  la  parallèle  BC  à  la  tangente  en  Â,  on 

Fig.  I. 


B'    " 


V 


^'■\ 

obtient  une  droite  AM  qui,  si  BC  est  infiniment  rap- 
proché de  A,  est  appelée  axe  d'aberration  de  la  courbe 
au  point  A  (Thansow,  Journal  de  Liouville,  i84i). 

Le  rapport  YiT  étant  en  général  lini,  il  en  est  de  menu* 


I  -.J 


(  '39  ) 
de  Tauglc  HAM  que  fait  l'axe  d'abeiTaiiou  avee  la  nor- 
male :  cet  angle  o  est  la  dév^iation  de  courbure  en  A. 

Si  R  et  R  -h  dK  sont  les  rayons  respectifs  des  deux 
cercles  (CAA)  et  (BAA),  on  a 


CH   =(2R— A1I)AH, 


BII    =[a(R-hé/R)  — An]All; 

d'où,  en  retranchant  membre  à  membre  et  en  remar 
quaniqueCH'— Bh'=2H]VI.BC, 


et,  par  suite, 


HM.BC  =  rfH.AH 


,       H  M       r/R  d\\ 

'^  AH        BG       arcBG 


Or  Tare  BC,  intercepté  par  quatre  points  B,  A,  A.  C 
distants  de  ds,  est  égal  à  3  ^5^  on  a  donc 


I  rfR 


..  ,  rfR 


Celte  forme  met  en  évidence  la  quantité  -y-  >  analogue 

à  la  courbure  ^  et  h  laquelle  le  nom  à^ aberration  de 

courbure  QOïiyieni  mieux  qu'à  l'angle  S  lui-même.  {Voir 
Salmon,  Courbes  planes,  p.  5 12.) 

En  remarquant  que  le  rayon  de  courbure  R'de  la  dé- 

R' 
as         R'C«q«» 

démontre  la  formule 


veloppee  est  égal  a  -^>  ou  en  déduit  -r- 


t  a  II  rr  0  =:    —    —  « 

"^         3  R 


due  à  Transon  [loc.  cit.),  mais  qu'il  établit  par  une 
méthode  fort  laborieuse  en  généralisant  une  propriété 
fies  coniques. 


{ '4'>  ) 

Si  l'on  appt^lle  3(7  l'abcrralion  du  courbure  -^  au 
point  A,  le  paramètre  P  (le  la  pat-abolc  osculalrico  est 
donné  par  la  formule 


expression  doiil  l'analogie  avec  celle  de  la  courbure 


lî  " 


(I+/J'l' 


■  rfj-j 


est  remarquable. 


SU  LA   COUItllItll   DUNE   PODAIRB; 

Par  m.  HUSQUIN  DE  RIIÉVILLE. 
Éliïve  de  l'École  centrale. 


I.  Soil  M  {Jîg.  I  )  la  projeclîon  d'un  point  fixe  O  sur 
la  tangente  en  A  .i  une  courbe  fixe  :  menons  la  tan- 


gente niP  au  lieu  du  point  M  et  projetons  sur  cetii^ 
droite  le  p'iinl  O  l'ii  P. 


(  '4.  ) 

Nous  désignerons  par  a  Tangle  OAM  ou  son  égal 
OMP. 

En  posant 

OA  =  p,        OM  =/>,        OF  =  q, 
le  rayon  de  courbure  en  A  est 

et  le  rayon  de  courbure  de  la  podaire  en  M  esl 

dp 

En  dîflerentîant  Tégalité  />-'=  ^p,  on  obtient 

da  =  ^^-^  ""  ^  ^'^-  • 
L'élimina  lion  de  dq  donne 

ipdp  —  7  c^p 
et,  en  remarquant  que  —  =  sina,  on  trouve  la  formule 

P» 

r  — 


ap  —  Rsina 

qui  se  trouve  démontrée  dans  le  Traité  d'' Analyse  de 
M.  Laurent  (t.  II,  p.  126)  par  une  méthode  plus  pé- 
nible, bien  que  plus  naturelle. 

II.  La  première  conséquence  de  cette  expression  du 
rayon  de  courbure  de  la  podaire  est  la  construction  géo- 
métrique suivante  du  centre  de  courbure  de  cette  courbe 
relatif  au  point  M. 

Soit  w  (^fig.  a)  le  centre  de  courbure  au  point  A  :  je 
mène  OB  perpendiculaire  à  AO  jusqu'à  sa  rencontre  en 
B  avec  la  normale  Ato. 


(  'l»  ) 

Les  droites  MB  cl  Oco  se  coupent  en  D  et  la  droite  AD 
passe  au  centre  C  de  courbure  de  la  podaîre  en  M. 


Fi  g.  a. 


En  ellel,  si  AD  prolongée  rencontre  OM  en  K,  on  a 

KM        AB  _       p 
KO  ~~  A(o  ~  li  sina' 

Le  triangle  MOm,  coupé  par  la  transversale  ACK, 
donne 

MG  _  AO   KM  _      -ip 
Cm  "~  m\  KO  ~  Rsina 
et,  par  suite, 


MC  = 


.0* 


2  0  —  il  sina 


=  r. 


Cette  construction  complètement  linéaire  est  plus 
simple  que  celle  donnée  par  M.'  Mannheîm  (Cours  de 
Géométrie  descriptwc,  p.  197),  (pij  exige  la  construc- 
tion d'un  cercle. 


(  '  4-i  ) 

III.  On  sait,  diaprés  un  théorème  de  M.  du  Ckatcnet 
(^Nouvelles  Annales,  1886),  que  si  une  courbe  appar> 
tient  à  la  famille  ^0*"=  a'^coswco,  on  a 

p  =  (/n  -h  i)Rsina; 

dans  ces  conditions,  on  en  déduit,  pour  la  valeur  du 
rajon  de  courbure  de  sa  podaire  par  rapport  au  polo, 


ce  qui  peut  s  écrire 


m  H-  I 
'  2  wi  -h  I 


psina  p  'xni->c-\ 

rsina        rsina         m -h  i   ' 


on  en  déduit  que  : 

La  podaire  de  la  courbe  p'"=  a"*cosmta  par  rap- 
port au  pôle  est  la  courbe  de  même  famille 


m  m 

m 


REMARQUES  SUR  L'OSCLLATIOK; 

Par  m.  E.  GESARO. 


Soit 

(I)  F(p,  5,  rt,,  «2,  . . .,  a„.i)  =  o 

Téquation  intrinsèque  d^une  famille  de  courbes.  On  sait 
que  p.  Pi  y  ^21  •  •  •  étant  les  rayons  de  courbure  succes- 
sifs en  un  point  d'une  ligne,  on  a 


dp  dpi  dp^ 


(••«)  ?l=?^'  ?t^?-^^  P2=P'-^, 


^  <u  ) 

Si  Ton  dérive  n  fois  do  suîlc  i  tf^jualioii  (i),  liii  U-naiil 
coiiipic-  des  vgalilés  (a),  on  obtiuiii  n  t-elalioiis  eiiire  les 
quantîlés 

P,    pj.    pi.     ■■■.    P«.    ^.    "1,    «. "«-■■ 

LVliniiiialioi)  d<;  «,  «,,  rti,  . .  .,  »„_,,  cnlro  (i)  ol  li-s 
n  l'ulations  obuniui^s  diinix' 

*(?.  pi.pl.  ?!■  ■■■  P«)  co- 
cotte étjuaLiaii  caractérise  la  famillu  considérer.  Elli- 
n'est,  en  ell'ut,  qu'une  équation  difl'érentielle  du 
h'™"  ordre,  dont  riiitégrale  générait!  renferme  h  con- 
stantes arbitraires;  mais  n  —  i  de  ces  constantes  con- 
stituent le  système  de  paramètres  qui  figure  dans 
l'é<]uation  (i),  et  la  h'*""'  i!st  déterminée  par  le  elinis 
Je  IWigine  do.  .,■,,. 

Voici  quelques  exemples.  L'éqnatiou 


donne,  par  dérivations  successives, 

o'pi-i-  A'j  —  (I,         o';;.  +  i'p  =  o,         (7*pj-l-  A'pi  =  o. 
L'équation    earacléristique    des    lignes   cveloïdales    est 

13)  Ppj-pipi  =  o. 

Si  l'on  particularise  ces  lignes,  de  manière  que  leur 
équation  intrinsèque  ne  contienne  plus  qu'un  seul  pa- 
lainélre,  il  est  clair  qu'on  doit  obtenir  une  relation  où 
Pj  ne  figure  pas.  C'est  ainsi  ([«e  la  développante  de 
cercle,  la  spirale  logarilbuiîque,  la  cTcloïdc,  l'bvpocv- 
cloïde  à  trois  rebronsscinents  sont  icspcelivcnieiit  rarju-- 
térisées  par  les  équaiiotis 


(  '45  ) 

mais,  en  tant  qu'elles  appartiennent  à  la  famille  des 
lignes  cjcloïdales,  leur  équation  caractéristique  com- 
mune est  toujours  (3). 

On  trouve,  de  la  même  manière,  les  équations  carac- 
téristiques suivantes  : 

p*-h-ipî—     pp2=o  (chaînette  d'égale  résistance), 

4p'-H3p}  —  2pp2  =  o  (chaînette  parabolique), 

9P«-h4pî  —  3ppj=o  (parabole), 

î8p*-h  5pî  — 3ppi=  o  (hyperbole  équilatére). 

Ces  équations  sont  toutes  du  même  type 

(4)  V-+-(l^-^-Opî  — P?î  =  o. 

Cela  tient  à  ce  que  les  équations  intrinsèques  des 
courbes  considérées  j>euvent  être  mises  sous  la  forme 
commune 

qui  représente 

la  chaînette  d'égale  résistance pour     X  =       i ,         jx  =      i , 

la  cycloïde »        ^=  —  i,         [x  =  —  i, 

Xhypocycloïde  à  trois  rebrousse  ment  s.        »        X=  —  9,         |x=_j^ 

la  chaînette »  X  ==      2,  ji  =     ^ , 

la  parabole »  X=      3,  jjl=      |, 

y  hyperbole  équilatére >  X  =      6,  [x  =      |, 

la  cardioïde »  X  =  —  {,  jjt  =  —  i  ^ 

h  lemniscate  de  Bernoulli »  X  =      |,  jx  =      2 

L'interprétation  géométrique  de  Téquation  (/{)  est  aisée. 
Soient  C,  C|,  C2,  .  .  .  les  centres  de  courbure  successifs 
en  un  point  M  de  la  courbe.  Si  Ton  partage  CM  dans  le 
rapport  de  a  à  i  —  A,  et  CCi  dans  le  rapport  de  A  +  Xa 
Ann.  de  Mathémat.,  à'  série,  t.  I\.   (  >fars  1890.)  10 


(  ^^) 

h  I  —  O'  -i-  ^^t*-)!  ^t  que,  par  le  premier  point  de  division 
on  tire  la  perpendiculaire  k  la  droite  qui  le  joint  au 
second  point  de  division,  celte  perpendiculaire  passe 
par  Ca*  On  construit  ainsi  le  troisième  centre  de  cour- 
bure, connaissant  les  deux  premiers  centres. 

Toute  ligne  de  Ribaucour  véritie  une  équation  de  la 
forme  (4),  les  coefCcients  \  et  p.  étant  liés  par  l'éga- 
lité XjjL  =  I .  II  en  est  de  même  des  spirales  sinusoïdes, 
la  relation  nécessaire  entre  les  coefficients  étant 

Enfin,  si  "Jl  et  J@  sont  les  premiers  membres  des  équa- 
tions caractéristiques  de  la  parabole  et  do  l'hyperbole 
équilatère,  il  y  a  encore  à  remarquer  les  courbes  défi- 
nies par  Téquation 

Ci)  6  =  kV 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  par  l'équation  (4)  lorsqu'on 
pose  entre  les  coefficients  la  relation  Arrrga.  L'équa- 
tion (5)  représente  l'hyperbole  équilatère,  la  spirale 
logarithmique,  la  ligne  de  Ribaucour  d'indice  — ^,  ''l>y- 
pocycloïde  à  trois  rebroussemenls,  etc.,  pour  Â=  o,  u, 

3      5 

2»    %•)    •  •  •  • 

L'é(|uation  intrinsèque  des  coniques  donne  immédia- 
tement 


'-4-("3î)1l-(S'r 


=  o, 


Pî 

c'est-à-dire 

{aby  (nb)^ 

d'où  l'on  déduit,  par  une  première  dérivation, 


8 

i    -  l 


9? 


3 


rt 


|î.(  fl^ 


^Mo» 


10 


{aby 


aby 
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(i  et  b  étant  des  detni-axes.  Ces  équations  donnent 

et  Ton  comprend,  maintenant,  pourquoi  les  équations 
caractéristiques  de  la  parabole  et  de  T hyperbole  équila- 
lère  sont  |(l  =  o  et  jÇ  ==  o.  On  voit,  en  outre,  que  la 
conique  considérée  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
suivant  que  P^o  ou  ^  <^  o.  Du  reste,  les  équa- 
tions (7)  montrent  que  la  connaissance  des  trois  pre- 
miers rayons  de  courbure  sufGt  pour  la  détermination 
intrinsèque  de  la  conique.  On  trouve 


3ps 


y  V* 

On  doit  remarquer  que  le  radical  inférieur  est  toujours 
réel,  à  cause  de  l'identité 

««-  36l)pt=  (5pî  -  3pp,)»-t-  3fip«pî. 

Si  l'on  dérive  Tune  ou  l'autre  des  égalités  (7),  on 
obtient 

(8)  4op?-f-3r)p«pi-h9p«p8— 4>P?ipî==o. 

Telle  est  l'équation  caractéristique  des  conicpies.  On 
en  déduit  plusieurs  constructions  simples  du  quatrième 
centre  de  courbure  au  moyen  des  trois  premiers  centres. 
Il  est  utile  de  remarquer  que  le  premier  membre  de 
l'équation  (8)  peut  être  mis  sous  la  forme  suivante 

^  =  9?(p?3-  pips)-»-  4pi(5p  — 9.i5)- 

Si  deux  courbes  ont  un  contact  du  /i"'""*  ordre,  le  con- 
tact de  leurs  développées  est  du  (n  —  iy"n«  ordre  \  d'où  il 
résulte  que,  pour  établir  un  contact  du  //""»«  ordre  entre 
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deux  courbes,  en  un  point  M,  il  suflit  de  faire  coïncider 
les  n  —  I  premiers  centres  de  courbure,  C,  Ci,  C^,  . .«, 
Cn_2»  d'une  courbe  avec  les  centres  correspondants  de 
Tautre.  Pour  l'établissement  du  contact^  toute  courbe 
peut  donc  être  remplacée,  aux  environs  de  M,  par  une 
autre  courbe,  possédant  en  commun  avec  la  première 
les  n  —  \  premiers  centres  de  courbure.  Cette  courbe 
auxiliaire,  rapportée  à  la  tangente  et  à  la  normale  en  M, 
a,  si  Ton  veut,  une  équation  de  la  forme 

a  3  Y 

(9)  r=  -^'-  6^''^l4^*~'---» 

le  second  membre  étant  limilé  aux  n  —  i  premiers 
termes.  On  sait  que 

P  =  — y — '       P«-i---r-  ^, 

y  y  y\  y^')  •  •  •  ^tant  les  dérivées  successives  de  y  par 
rapport  à  x.  Cela  posé,  pour  a:=:o,  y  =  o,  j^'mo, 
on  trouve  successivement,  en  dérivant  (g), 

(u.\      «-'         9-P^         .,  _  'K?*-*-pî)-p?t 
(ro)       *=p'         ^"^'         ^- ^ï ' 

Maintenant,  si  Ton  veut  qu'il  y  ait  contact  du  /z'**"»*  ordre 
entre  une  courbe  quelconque  et  une  autre  courbe,  repré- 
sentée, par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  normale  com- 
munes, par  une  équation  entre  x  et^,  il  suflit  de  rem- 
placer, dans  cette  équation,  >'•  par  l'expression  (9),  en 
négligeant  les  puissances  de  .r  dont  le  degré  surpasse  n. 
On  obtient  une  équation  en  x,  qui  doit  admettre  n  racines 
nulles. 

Proposons-nous,  par  excMnple,  de  construire  la  conique 
osculatrice  à  une  courbe  donnée,  en  un  point  M.  L'équa- 


2 
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tioii  d^uiie  conique  touchant  la  courbe  M  est 

(il)  V  =  A j?' -î-  Bjî -h  a C xy. 

Pour  qu'il  y  ait  osculation,  il  faut  que  le  contact  soil  du 
(|uatrième  ordre.  On  peut  donc  liiniler  le  second  membre 
de  (9)  aux  trois  premiers  termes,  et  négliger  ensuite, 
lors  de  la  substitution  de  y  dans  (ii),  les  puissances 
de  X  dont  le  degré  surpasse  4*  H  vicnit  d'abord 

-  —  X  -\ X^  =^  k  -\ J^'-f-îCl  ~X  —  —  X^\\ 

624  4\2  6/' 

d'où,  en  identifiant, 

2  i8a'  6a 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  (i  1),  après  y  avoir 
remplacé  a,  P,  v  par  les  expressions  (10),  on  trouve  que 
réquation  de  la  conique  osculalrice  est 

(19.)  (3px  — pi7)î-i-l)jK»=i8p37. 

Les  coordonnées  du  centre  O  de  cette  conique  sont 

(.3)  -.=  ^,       y.=  %- 

Si  l'on  observe  que  3pXo=  pi^o^  on  retrouve  la  con- 
struction du  deuxième  centre  de  courbure,  indiquée  par 
Maclaurin.  La  seconde  égalité  (i3)  fournit  une  con- 
struction simple  du  troisième  centre  de  courbure.  Il  est 
facile  de  continuer  la  discussion  de  la  conique  (12).  On 
trouve,  par  exemple,  que  l'angle  f  des  asymptotes  et 
l'inclinaison  ^  du  grand  axe  sur  la  tangente  sont  donnés 
par  les  formules 

60  / — -=  ,  6ppi 

tang?  =  _/=,,        tang.+  =  J^, 

qui  permettent  de  résoudre  une  foule  de  questions. 


(  ""  ) 

On    détermine  facilemiinl  la  trajectoire-  du  point  0 
tar  les  niétliodes  Iialiituelles.  L'application  des  formules 


aux  coordonnées  (i3)  duni 
(.5) 


On  voit  donc,  avant  tout,  igue  to  point  O  se  déplace  tan- 
genliellement  à  OM.  Autrement  dit,  le  lieu  des  centres 
des  coniques  osculatriccs  à  une  ligne  (M)  est  une  courbe 
de  poursuite  de  (M).  La  ligne  (M)  est  donc,  en  ^uelquu 
sorte,  une  développante  de  (0),  mais  une  développante 
obtenue  en  supposant  que  !e  fil,  primitivement  enroulé 
sur  (O)  et  dont  un  point  décrit  (M)  lors  du  déroule- 
ment, subisse  à  chaque  instant  une  e?£tensi<)n  ou  une 
contraction  conccnable. 

Il  est  clair,  d'après  (i5),  que  le  rapport  des  vitesses 
di^s  points  O,  M  est 

(i6) 

l'indice  o  servant  à  distinguer  tout  ce  qui  se  rapporte  à 
la  trajectoire  de  O.  On  trouve  ensuite,  par  les  méthodes 
habituelles, 


(i;) 


_  Cpfnp'-'-? 


Les  deux  dernières  relations  fournissent,  dans  chaque 
cas  particulier,  l'éqnation  intrinsèque  de  (O). 

Considérons,  par  exemple,  l'Iiypocycloïde  à  trois  re- 
brousscmcnts,  représentée,  comme  on  sait,  par  l'équa- 


(  «5.  ) 


a  étanl  les  ^  du  diamètre  du  cercle  directeur.  On  a 


Les  formules  (i 6)  et  (17)  donnent,  au  signe  près, 


Sn  = 


5a 


Po 


i5px 
8a 


On  déduit  de  là  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  os- 
culatriccs  est  représenté  par  Téquation 


4?2-<-9*ô 


î  — 


25  g^ 


Ce  lieu  est  donc  une  hypocycloide  à  sîx  points  de  re- 
broussement  :  trois  de  ces  points  coïncident  avec  les 
points  de  rebroussemcnt  de  riiypocycloïde  donnée,  les 
trois  autres  leur  sont  diamélralement  opposés  sur  la  cir- 
conférence directrice  commune. 

Veut-on  imposer  à  la  conique  osculatrice  une  condi- 
tion, on  ne  doit  plus  retenir  dans  le  second  membre 
de  (9)  que  deux  termes,  afin  de  laisser  dans  (11)  un 
coefficient  libre.  On  obtient  ainsi 


d'où 


A  = 


2        6 

a 
2 

■>■? 

QOLXy 


6a 


6p2 


Par  suite,  Téquatiou  (11)  se  transforme  en  (i  2),  |(l  res- 
tant arbitraire.  On  aura  la  parabole  osculatrice  ou  Thy- 
perbole  éqnilatère  osculatrice,  suivant  qu'on  remplacera 
^  par  o  ou  par  (90^-}-  pf  )•  Nous  aurions  pu  éviter  de 
répéter  le  calcul  qui  nous  a  conduit  à  Téquatîon  (1  2),  et 
cela,  tout  simplement,  en  éliminant  p2  entre  cette  équa- 
tion et  Téquation  caractéristique  de  la  conique  spéciale 
cju'on  veut  considérer. 

Arrêtons-nous  à  étudier  la  parabole  osculatrice.  On 
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sail  chercher,  en  partant  de  son  équalion,  les  coordon- 
nées du  foyer,  réquatiou  de  la  dîreclrîce,  etc.  Celte 

équation  est 

api a? -h  6p7 -4-  3 p*  =  o, 

et  sa  dérivation  donne 

(Pï— 3p)a:-^-4plr-^-2PPl  =  o• 
On  lire  de  là  x  =  o,  y  =  —  ^p  ;  par  conséquent,  la  di- 
rectrice de  la  parabole  osculatrice  à  une  courbe  quel- 
conque touche  son  enveloppe  sur  la  normale  à  la  courbe. 
Le  contact  a  lieu  au  point  symétrique,  par  rapport  à  M, 
du  milieu  de  MC.  En  appliquant  aux  coordonnées  du 
point  de  contact  les  formules  (14)9  on  obtient,  par  des 
calculs  connus, 

/,QN  ^-'^  _  /9P*-^PÎ  ^   _  (9P*+PÎ)* 

as  ap  ^  2|P 

3a 
Si  p^-f-9J*=a^j  il  vient  po=-r-»  Donc  les  paraboles 

osculatrices  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements 
ont  pour  directrices  les  tangentes  au  cercle  directeur. 
Si  J$  =:  o,  les  formules  (18)  donnent 

Po  =  i/9p'-^PÎ»        So=J^jds, 

OU  bien,  en  tenant  compte  de  (6)  et  de  Téquation  in- 
trinsèque de  l'hyperbole  équilatère, 


Po 


J      Vp*-a' 


d'où,  par  Téliminatiou  de  p, 
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Par  conséquent,  l'enveloppe  des  directrices  des  para- 
boles osculatrices  â  une  hyperbole  équilatère  est  une 
des  courbes  définies  par  l'équation  (4),  pour  les  valeurs 
lo  et  I  des  coefficients  X  et  (jl.  C'est  une  spirale  sinusoïde 
d'indice  — f. 

Quant  au  foyer,  ses  coordonnées  sont 


2(9P'+PÎ)  a(9p»-i-pf) 

Ces  valeurs  nous  disent  que  le  foyer  est  symétrique,  par 
rapport  à  la  tangente,  de  la  projection  de  M  sur  la  di- 
rectrice. Les  formules  (14)9  appliquées  aux  coordon- 
nées (19),  donnent 

^^°^         ds       a(9p«-hpî)«'  ds       2(9p«-i-pî)»' 

Ces  formules  nous  montrent,  avant  tout,  que  la  normale 
au  lieu  du  foyer  passe  au  quart  de  MC,  et  que  la  tan- 
gente au  même  lieu  divise  en  parties  égales  le  segment 
déterminé  par  la  directrice  sur  la  tangente  à  (M),  à 
partir  de  M.  On  trouve  ensuite 

Par  exemple,  si  p^  +  95^  =  a^, 

Donc  les  foyers  des  paraboles  osculatrices  d'une  hypo- 
cycloïde  à  trois  rebroussements  sont  situés  sur  Tépicy- 
cloïde  ayant  mêmes  points  de  rebroussement.  De  même, 
si  iÇ  =  G,  les  formules  (21)  donnent  5o=^5,  po=y5p, 
d'où  l'on  déduit  que  les  foyers  des  paraboles  osculatrices 
à  une  hyperbole  équilatère  se  trouvent  sur  une  des 
courbes  définies  par  l'équation  (4)»  correspondant  aux 
valeurs  ^  et  |  des  coefficients  X  et  [/..  Enfin  toute  courbe 
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représentée  par  la  même  équation,  mais  corrospoudanl 
aux  valeurs  —  |  et  —  -J  des  coefficients,  est  telle  que  les 
foyers  de  ses  paraboles  osculatrices  sont  alignés  sur  une 
droite. 

En  remplaçant  ^  par  — (9?^+ Pi)  <^^"s  (12),  ou 
obtient  l'équation  de  Thyperbole  équilatêre  osculatrice 

Les  coordonnées  du  centre  sont  0:0=  2  S,  J>"o  =  —  ^^*' 
Ceci  nous  montre  que  le  centre  de  l'hyperbole  équila- 
têre, osculatrice  en  un  point  M  d'une  courbe,  est  le  sy- 
métrique de  M  par  rapport  à  la  directrice  de  la  parabole 
osculatrice,  en  M,  à  la  même  courbe^  puis,  en  vertu  de 
(19)  et  (20), 

'ds  (9pî-Hp})2'  ds  (c)pÎH-p;)*' 

d'où  • 

dso       i^         *  p„  a         ' 

Si  p2 -4- 952  =  ^2^ 

Donc  les  centres  des  hyperboles  éqnilatères  osculatrices 
d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  sont  situés 
sur  l'épicycloïde  étoilée,  qui  a  mêmes  points  de  rebroiis- 
sement.  De  même,  pour  P  =  o,  on  voit  que  les  hyper- 
boles éqnilatères  osculatrices  d'une  parabole  ont  leurs 
centres  sur  la  parabole  symétrique  de  la  première,  par 
rapport  à  la  directrice  commune  :  résultat  évident. 
Enfin  les  courbes  dont  les  hyperboles  éqnilatères  oscu- 
latrices ont  les  centres  sur  une  droite  sont  représentées 
par  une  équation  (4),  pour  les  valeurs  ^  et  ~  des  coefli- 
cients. 
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Les  résultats  qui  précèdent  sont  facilement  exten- 
sibles à  une  infinité  de  familles  de  courbes,  comprenant 
la  famille  des  coniques  d'une  part,  celle  des  lignes  cy- 
cloïdales  de  l'autre.  Chaque  famille  est  caractérisée  par 
un  indice  «,  et  toute  courbe  (M)  de  la  famille  possède 
dans  son  plan  un  cercle  tel,  que  la  polaire  de  M  par  rap- 
port à  ce  cercle  détache  de  la  normale  en  M,  à  partir  de 
ce  point,  un  segment  égal  à  n  -f-i  fois  le  rayon  de  cour- 
bure. Les  coniques  sont  caractérisées  par  Tindice  —  2, 
les  lignes  cycloïdales  par  T indice  o.  L'équation  intrin- 
sèque générale  de  ces  lignes  est 


(22)  S  = 


J    \/Xp"-'-,iip"-'-i 


Ou  en  déduit,  par  dérivations  successives, 

/ n  -4-  I \  *  '?.n  —  I  ,     .,_  ,  7. n         - — r 

'         \/i  — 1/   ''^         n  —  i      '  n  —  i^'         ' 

puis 

après  avoir  posé,  pour  abréger, 

l)=(/i  — i)«p*-i-(/i-+-i)»pî-h(n>-i)(p?  — ppO, 

«=  -4r:[(/i-i)îpî-4-(/i-4-i)«pf]-4-(n*-inpî-??»). 

C'est  ainsi  qu'on  détermine  la  courbe  (29.),  qu'on  veut 
mettre  en  contact  du  quatrième  ordre  avec  une  courbe 
quelconque. 

Dans  toute  famille,  définie  par  son  indice,  il  existe 
une  ligne  de  Ribaucour,  caractérisée  par  l'équation 
11  =  o,  et  une  spirale  sinusoïde,  caractérisée  par  l'équa- 
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lion  iÇ  ^  o.  Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  direc- 
teur sont 


et  le  rayon  du  cercle  est 

^v'-("-i)(rt'-i)«- 

On  voit  que  le  cercle  direcleur  se  réduit  à  une  droite 
pour  |9  =  o,  à  un  point  pour  iÇ  =  o.  EnG»,  on  obtient 
ré(]uation  caractéristique  des  courbes  (32),  dont  l'in- 
dice est  donné,  en  dérivant  l'une  on  l'autre  des  éga- 
lités (aS).  On  parvient  à  C  =  o,  on 

—  (n  — i)(n'— i)p(PP»— Pipi)- 
Ainsi,  pour  h  =  o.  on  retrouve  ré(]nation  caractéris- 
tique des  lignes  cyclotdales,  et  l'on  voit  que,  dans  celte 
famille, 

»  =  P(P  +  Pi).        «  =  pp,— pî. 

L'équation  |l  ^  o  caractérise  les  cycloïdes,  qui  jouent 
ici  le  même  rôle  que  les  paraboles  dans  la  famille  des 
coniques,  el  l'équalion  J$=:o  caractérise  les  spirales 
logaritlimiqui^s,  qui  jouent  le  rôle  des  byperboles  équi- 

II  est  presque  superflu  de  faire  remarquer  que  toutes 
les  propriétés  démontrées  plus  haut  pour  le  cas  de 
n  ^ —  a  subsistent  en  général.  Ainsi  l'application  des 
formules  (1^)  aux  coordonnées  (34)  donne 

Sa;,  _       (/.-4-i)Cp,  By.  _       U-i)Cp 

di   "  >'         '  ds   ~  V         ' 

et  Ion  voit  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  directeurs 

des  courbes  (aa),  osculatrices  à  une  courbe  quelconque 

pour  une  valeur  déterminée  de  w,  est  toujours  une  ligne 


.1  ; 
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de  poursuite  de  la  courbe  considérée.  Si  Ton  particula- 
rise les  lignes  (22),  de  manière  que  jÇ  =  ^)  ^w  trouve 
les  formules 


dso  "  JÇ      '' 


9o 


71  —  I    P 


71 


1  ;5 


qui  servent  à  déterminer  le  lieu  des  pôles  des  spirales 
sinusoïdes,  d'indice  /z,  qui  ont  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  une  courbe  donnée.  EnGn,  si  Ton  rapproche 
les  expressions  des  coordonnées  du  pôle  de  jÇ  et  l'équa- 
tion de  la  directrice  de  ^,  on  voit  que,  si  une  ligne  de 
Ribaucour  et  une  spirale  sinusoïde  de  même  indice  ont 
un  contact  du  troisième  ordre,  le  point  de  contact  est 
symétrique  du  pôle  de  la  spirale  par  rapport  à  la  direc- 
trice de  la  ligne  de  Ribaucour.  Nous  n'insistons  pas  sur 
un  grand  nombre  d'autres  résultats,  que  la  méthode  ex- 
posée dans  cette  Note  permet  d'obtenir  avec  la  plus 
grande  facilité. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  1566 

(TOir  8*  léria,  t.  VI.  p.  {99); 

Par  m.  h.  BROCARD. 


DL  étant  la  perpendiculaire  éles^êe  sur  l'axe  focal 
d'une  conique  par  l'un  des  points  de  cet  axe  d'oii  la 
conique  est  vue  sous  un  angle  droit,  et  P  désignant  le 
pôle  de  la  droite  DL  par  rapport  à  la  conique,  si  un 
cercle f  ayant  son  centre  sur  cette  conique  et  tangent  à 
la  droite  DL,  coupe  V axe  focal  aux  points  M^  et  Ma, 
le  rapport  de  PM|  à  PiVla  est  constant. 

Que  déifient  le  théorème  dans  le  cas  de  l' hj perhole 


'qui 


llatè 


ère/ 


(Mm  rh:k  d'Ocagnk.) 


(  '■'»  ) 

La  eonùjue  éiant  supposée  une  ellipse  rapportée  à  ses 
axHS,  le  point  D  «si  à  rînlersection  de  l'axe  focal  el  du 
cercle  orlhoplifjuc,  cercle  qui  est  concentriijue  à  l'el- 
lipse et  qui  a  pour  rayon  d^  \/a''-\-  b^.  On  trouve  fa- 
cilcmcnl  que  le  pôle  P  de  la  droite  DL  est  à  une 
distanceOP=  -r- 

Le  cercle  ajanl  son  centre  (a,  j5)  sur  l'ellipse  et  tan- 
gent à  la  droite  DL  a  pour  équation 

et  les  al)sciss(^s  des   points  IM|,   Mj  sont  données  |»r 
l'équation 

<Vo«i 


ni±ini~. 

<U) 

On  ca  iléduil 

" 

j-,  =  f',M,=  " 

,  _u|rti-    rfil        nt 

-  '. 

d'où,  au  signe  prè.s, 

V\\,  _  'l^a  _  _  D\, 

FM,  "  <l^a  -*■""*'■  -  jj-v",' 

A,.  A,  étant  les  somn.cis  de  l'axe  focal. 

Comme  cas  particuliers  d'une  véiilicatîou  iinmédiali', 
ou  peut  considérer  les  cercles  ayant  leurs  centres  ativ 
quatre  sommets  de  l'ellipse. 

Dans  le  cas  de  l'hyperLole  dont  les  asjmplotcs  forment 
lin  angle  aigu,  le  cercle  ortlioptique  est  réel  et  la  pr.i- 
priété  subsiste  moyennant  le  cliangcjucnt  de  \^n' ■+■  h- 


(  »^9  ) 
Maïs,  à  mesure  que  Tangle  des  asymptotes  augmente 
et  devient  très  voisin  de  90®,  le  point  P  s'éloigne  sur 
l'axe  focal,  la  droite  DL  se  rapproche  du  centre  de  la 
conique,  et  le  rapport  des  segments  PM,,  PM2  a  pour 
limite  i,  lorsque  Thyperbole  est  équilatère.  Le  seg- 
ment M1M2  est  alors  toujours  réduit  à  un  point. 


SOLUTION  DE  Li  QLESTION  1391 

I  Toir  ?•  »crle,  l,  IX,  p.  20)  ; 

Par  m.  C.-R.-J.  KALLENDERG  VAN  DEN  BOSCFJ, 
Ingénieur  civil  à  Breda  (Hollande). 


Soient  A,  B,  C  les  /nerfs  fies  trois  no i maies  à  une 
parabole  menées  par  un  point  P  de  son  plan.  Par  le 
sommet  O  de  la  courbe,  on  fait  passer  trois  cercles  res- 
pectii^ement  tangents  à  la  parabole  en  A,  B,  C.  Ces  cer- 
cles coupent  la  courbe  en  trois  attires  points  A',  B',  C. 
Démontrer  que  les  normales  en  A',  IV,  CJ  à  la  parabole 
sont  concourantes .  (Lemaire.) 

Les  cordes  d'intersection  d'une  parabole  et  d'un 
cercle  étant,  en  général,  deux  à  deux  également  incli- 
nées sur  l'axe  de  la  parabole,  on  reconnaît  aisément 
que,  dans  le  cas  où  le  cercle  est  tangent  à  la  parabole,  < 
les  cordes  qui  se  rencontrent  au  point  de  contact,  telles 
que  AO  et  AA',  font  des  angles  égaux  avec  l'axe,  ainsi 
que  la  troisième  corde  OA'  et  la  tangente  commune 
en  A. 

Dès  lors,  si  l'on  prend  l'axe  de  la  parabole  et  la  tan- 
gente au  sommet  pour  axes  des  coordonnées,  et  que  Ton 
nomme  jj'i,  ^'2,  jk.i  I^*s  ordonnées  des  points  A,  B,  C  et 


(  '6») 
y,,y^,y,  civiles  des  points  A',  B',  C,  on  trouve,  immé- 
diatement, 

y\  =  —  y.y, .         y'i  =  —  ï^i        el        ï-",  =  —  iy,. 
Les  ordonnées  y, ,  Vg,  Vj  sont  données  par  les  i-acini^ 
de  l'equatiou 

si  5  et  Ti  représenlenl  les  coordonnées  du  point  P. 
On  lire  de  là 

I  yi^yt+y>  =  o, 

et,  en  inuUiplianLees  équations  respeeliveiuent  par  —  i, 
4  et  — 8,  on  obtient,  eu  vertu  des  relations  eutre^i,,i], 

[  y\-*-y\+yi  =  '>' 

\  ^'i  Jiyi  =  — i6p'ïi  =  ip*(—Sii). 

En  comparant  ces  valeurs  avec  celles  de  (i),  on  voil 
que  les  normales  aux  points  A',  B',  C  concourent  au 
point  P',  dont  les  cooi-données  sont 

t=ii-3p        et        V=-8ti. 
Le  cercle  mené  par  les  points  A,  B,  C,  qui  passera 
^  même  temps  par  le  sommet  O,  a  pour  oenice  le  point 

le  centre  du  cercle,  qui  passe  par  A',  B',  C  et  par  le  som- 
met, a  donc  pour  coordonnées 
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RÉALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAfilNAIRES 

EN  GÉOMÉTRIE. 

GONFËBEXGES   DONNÉES   PAR   M.    MaXIMILIEN    MARIE 

au  Collège  .Stanislas y  à  Sainte-Barbe,   à    TÉcole  Sainte-Geneviève 

et  à  l'École  Monge  ('). 


8.  Des  asymptotes  aux  courbes  imaginaires,  — 
Lorsque  le  coefficient  du  premier  terme  d'une  équation 
algébrique  se  rapproche  de  zéro,  l'une  des  racines  de 
cette  équation  grandit  indéfiniment;  mais,  en  devenant 
infinie,  elle  devient  indéterminée  :  son  module  devient 
infini,  mais  son  argument  reste  indéterminé  si,  du 
moins,  on  ignore  comment  le  coefficient  du  premier 
terme  de  Téquation  considérée  est  lui-même  parvenu  à 
la  valeur  zéro;  car,  zéro  est  aussi  indéterminé  que  Fin- 
fini,  étant  Tun  et  l'autre  des  nombres  dont  les  modules 
ont  diminué  ou  cru  indéfiniment,  leurs  arguments  pou- 
vant être  restés  quelconques. 

Supposons  que  deux  équations  algébriques 


f{^j  r)  =  o 


et 


/i(a?,7)  =  «» 


de  degrés  m  et  /i,  soient  telles  que  l'élimination  entre 
elles  de  y  conduise  à  une  équation  en  x,  de  degré 
mn  —  p^  on  dira  que  p  des  points  d'intersection  des 
deux  lieux  se  sont  transportés  à  l'infini,  ce  qui  expri- 
mera simplement  qu'il  n'en  est  resté  que  mn  —  />,  à  dis- 
tance finie;  mais,  en  réalité,  les  abscisses  et,  par  consé- 
quent, les  ordonnées  des  p  points  passés  à  l'infini  seront 


(')  Voir  même  lomc,  p.  60. 

Ann.  de  jHathémat.,  3*  série,  t.  IX.  (\vril  1890.)  1 1 
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devenues  indéterminées  :  en  réalité,  les  deux  lieux  au- 
ront p  infinités  de  points  communs  à  TinGni. 

Mais,  si,  au  lieu  des  lieux  superficiels  f=o  et  /i=^o, 
on  considère  spécialement,  sur  ces  deux  lieux,  les  deux 
courbes  qui  seraient  définies  par  les  mêmes  équatious, 
auxquelles  on  aurait  adjoint  une  équation  complémen- 
taire 

o(a,p,a',p')  =  o, 
« 

ces  deux  courbes  auront  seulement  p  points  communs  à 
l'infini. 

Quant  aux  arguments  des  coordonnées  de  ces  p  points 
rejetés  à  l'infini,  ils  seront  parfaitement  déterminés. 

En  effet,  les  valeurs  infinies  de  x  et  de  j^  devront  sa- 
tisfaire indifiéremment  à  l'un  ou  l'autre  des  deux  sys- 
tèmes 

/  =  o    et    <p  =  o        ou       /i  =  o    et    <p  =  o, 

ces  deux  systèmes  admettant  également  les  solutions  in- 
finies considérées. 

Supposons  qu'on  les  recherche  dans  les  équations  / 

et  cp  :  l'équation  fyoL  -+-  ^  ^ —  i,  a'-H  P'  ^ — i)  =  o  se 
décomposera  en  deux  autres,  dont  les  premiers  membres^ 
pour  des  valeurs  infinies  de  a,  ^^  </  et  p',  se  réduiront 
aux  parties  homogènes  des  plus  hauts  degrés;  de  même, 
l'équation  <p(a,  p,  a',  P')  =  o,  pour  les  mêmes  valeurs 
infinies  de  a,  p,  a'  et  ^\  se  réduira  aussi  à  une  équation 
homogène  en  a,  p,  a'  et  P'. 

Les  valeurs  infinies  de  a,  p,  a' et  P' seront  donc  déter- 
minées par  trois  équations  homogènes  qui  assigneront 
les  valeurs  des  rapports  deux  à  deux  de  ces  quatre  quan- 
tités, et,  notamment,  celles  des  rapports  -  et—,'  ou  les 

valeurs  des  tangentes  des  arguments  de  x  et  de  j^  deve- 
nus infinis. 


Gela  posé,  supposons  que  l'on  ait  recherché,  par  les 
méthodes  ordinaires,  les  asymptotes  d*un  lieu 

/(^,  y)  =  o, 

et  qu'on  ait  trouvé  pour  Tune  d'elles  un  coefficient  an- 
gulaire égal  à  m  -f-  /i  y/— i ,  et  une  ordonnée  à  l'origine, 

égale  k  p  -\-  q  ^ —  i  :  en  raison  du  calcul  même,  l'élimi- 
nation de  j^  entre 

/(^»^)  =  o         et        ^  =  (m-h  n  v/—  \)x-\-  p-^qy/^^i 

fournira  une  équation  d'un  degré  moindre  de  deux 
unités  que  celui  de  J^(x^j)=  o. 

Ainsi,  si  l'on  adjoignait  séparément,  aux  deux  équa- 
tions 

/(^>^)  =  «         et        y  =  (m-^-n^^i)x-\-p-^q^^y 

une  même  relation  complémentaire 

les  deux  courbes  ainsi  définies  seraient  asymptotes  l'une 
k  l'autre,  et  auraient  en  commun  deux  points  à  l'in- 
fini. 

Les  conclusions  seront  les  mêmes  si  l'on  prend,  pour 

3' 
relation  complémentaire  commune,  ^  =c;  mais  alors 

les  deux  courbes  considérées  seront  :  l'une  la  conju- 
guée c  du  lieu 

et  l'autre  la  droite  de  caractéristique  c  du  faisceau 

^  =  (m  H-  /i  /—  \)x  -h  p-h  q  y/ — i. 

On  voit  ainsi  que,  lorsqu'on  rencontre,  pour  un  lieu 
algébrique,  une  asymptote  imaginaire,  en  réalité,  on  a 


(  ,04  ) 
trouvé  un  faiscvau  d'asymptotes  à  toutes  les  conjuguées 
de  ce  lieu. 

On  peut  vérifier  celle  proposition  de  la  manière  sui- 
vante : 

Si ,   en   recliercliant    les   asymptotes    d'une   courbe 
f(^,y)  ^  o,  on  a  trouvé,  pour  l'une  d'elles, 

y  =  {m  +  rt/^)^ -h p-h  ç  i/^^i, 
il  résultera  du  calcul  même  que,  l'une  des  formes  de^, 
définie  par   l'équation  /(■r,j)  =  o,  se   trouvera  être 

plus  une  fonction  f{x)  dont  le  module  tendrait  vers 
zéro,  lorsque  le  module  de  x  croîtrait  indétiniment. 
Mais,  si  l'on  considère  les  deux  lieux  à  abscisses  réelles, 
définis  par  les  deux  équations 

y  ^  (m  +  n  /^)x  -I- p  -^  q  )/~i 
el 

_y  =  (m  +  n /^rr)^: +  /,  +  y  y/^  +  Y(  J), 

d'une  part,  ils  se  réduiront,  le  premier,  à  la  conjuguée 
c  =  00  du  faisceau 

_y  =  (m  + /i  y/^ar +/1  +  y /:ri  ; 

el,  le  second,  à  une  branche  de  la  conjuguée  c  =  oo  du 
Heu 

/(^,  y)  =  o. 

D'ailleurs,  les  équations  en  coordonnées  réelles  dec4-s 
deux  lignes  seront,  la  première, 

_y  =  (mH-n)T-f- /)-+-? 
et,  la  seconde, 

_y  =  (m -t- »)r  ^-/> -)- y -t- f ,  (a-)  +  ipiCT), 
3)i(jr)  désignant  la  partie  réelle  évanouissante  de  ^(x), 


(  '65  ) 

et  f  2(^)  le  cocflScient,  aussi  évanouissant,  de  \J — i ,  dans 
(p(a:). 

La  droite  c  =  oo  du  faisceau 

y  =  {m  -h  n  /— i)a?  -h/?  -H  q  yj—  i 
sera  donc  asymptote  à  la  conjuguée  c  =  oo  du  lieu 

Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  deux  lieux,  de  degrés  m 
et  fi,sont  tels  qu'en  éliminant  j^  entre  leurs  équations  par 
rapport  à  un  système  donné  d'axes,  Téquation  résultante 
en  X  soit  du  degré  mn — p  seulement,  il  en  sera  tou- 
jours de  même,  quels  que  soient  les  nouveaux  axes  aux- 
quels on  viendrait  ensuite  «n  rap[K)rter  les  deux  lieux, 
parce  que,  aux  mn  — p  solutions  finies  trouvées  précé- 
demment, il  correspondra  toujours,  en  raison  des  for- 
mules de  transformation,  mn — p  solutions  finies,  nou- 
velles, et  que,  aux  p  anciennes  solutions  infinies,  il 
correspondra,  de  même,  p  solutions  nouvelles  infinies. 

11  en  résulte  que,  si  l'élimination  de  y  entre 

y  =z(^m  -\-n  ^—i)x^-p  -h  q  /—  i 
et  une  équation 

de  degré  m,  conduit  à  une  équation  en  x,  de  degré 
(m — 2)  seulement,  le  même  fait  se  reproduira  entre 
les  équations  des  deux  mêmes  lieux  rapportés  ensuite 
à  de  nouveaux  axes  quelconques*,  de  sorte  que  les  con- 
juguées des  deux  lieux,  dont  les  cordes  réelles  seraient 
parallèles  au  nouvel  axe  des  j^,  seront  perpétuellement 
asymptotes  Tune  à  l'autre.  On  voit  ainsi  que,  si  Tune 
des  asymptotes  d'une  courbe  se  présente  sous  une  forme 
imaginaire 

y  =z(m-\-  n  >J  —  i) X  -\- p  -\-  q  /—  i , 
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cette  équation  représentera  un  faisceau  d'asymptotes  h 
toutes  les  conjuguées  de  la  courbe,  et  que  la  conjuguée  c 
du  faisceau  sera  Tune  des  asymptotes  de  la  conjuguée  c 
de  la  courbe. 

Une  asymptote  réelle,  j^  =  cx-^d^k  la  courbe  réelle 
est  aussi  asymptote  a  la  conjuguée  c  du  lieu  ;  en  effet , 

Qi 

y=icx  -h  d  sera  une  corde  réelle  de  la  conjuguée  &  =c 

du  lieu,  mais  elle  coupera  cette  conjuguée  à  Tinfini.  La 
même  asymptote  réelle  j  =  c x -\- d  sera  aussi  générale- 
ment asymptote  k  Tenvehippe  imaginaire  des  conjuguées, 
parce  que  c  correspondra  généralement  à  une  direction 
limite,  pour  les  tangentes  k  la  courbe  réelle,  de  sorte 
que  si  Ton  faisait  varier  c  infiniment  peu,  dans  un  sens 
convenable,  Tordonnée  à  Torigine  de  la  tangente  paral- 
lèle k  la  nouvelle  direction  deviendrait  imaginaire. 

Si  Ton  avait  trouvé  pour  une  asymptote  d*un  lieu  une 
équation  à  coefficient  angulaire  réel 

y  =  mx  -^p  H-  q  V^l, 

cette  équation  représenterait  une  tangente  à  Tinfini  à 
l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées,  c'est-à-dire  une 
asymptote  à  cette  enveloppe. 

L'équation  en  coordonnées  réelles  de  cette  asymptote 
serait  d'ailleurs 

y  =  mx  ^ p  -h  q. 

Corollaire  J.  —  Le  nombre  des  asymptotes  réelles  ou 
imaginaires,  d'une  courbe  de  degré  m  est  m\  mais  l'é- 
quation d'une  asymptote  imaginaire  en  fournit  une 
elfective  pour  chaque  conjuguée;  on  en  conclut  que 
le  nombre  total  des  asymptotes  de  la  courbe  réelle  et 
d'une  quelconque  de  ses  conjuguées  est  toujours  m. 

Corollaire  IL  —  Si  les  asymptotes  d'une  courbe  de 
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degré  //i,  étaient  réelles,  chacune  d'elles,  à  la  vérité, 
pourrait  être  considérée  comme  asymptote  à  la  conju- 
guée du  lieu  dont  la  caractéristique  serait  égale  au 
coeflGcient  angulaire  de  cette  asymptote  ;  mais  les  con- 
juguées, dont  les  caractéristiques  n'auraient  pour  va- 
leurs aucun  des  m  coefficients  angulaires  des  m  asym- 
ptotes, n'auraient  pas  d'asymptotes,  ni  par  conséquent 
de  branches  infinies;  elles  seraient  donc  entièrement 
composées  d*anueaux  fermés. 

9.  Théorie  des  contacts  des  divers  ordres  des 
courbes  imaginaires  et,  en  particulier,  de  leur  cour- 
bure. —  Si  deux  équations 

/(X,Y)=:o  et         /,(X,Y)=:0, 

qui  admettent  une  solution  commune 

X  —  ao-h  ^0  /^,        r  =  «'o  ■+-  P'o  v/--^» 

fournissent,  pour  cette  solution,  les  mêmes  valeurs  de 

^>  ;ti  '  ••*'  "h^^  ^^  ®^  VovL   adjoint  séparément  aux 

deux  équations  f=^  o  et  /"i  =  o  uue  même  condition 
complémentaire 

admettant  la  solution  a  =  ao,  p=  ^o>  ^=^0  et  P'=  ?'o) 
les  deux  courbes  ainsi  définies,  réalisées  selon  la  règle 
générale  par  Xi  =  a  -+-  ^  et  j^i  =  a'+  j3',  auront  p  -f- 1 
points  communs  confondus  avec  le  point 

[ooH-Po,  a'o+P'o]' 

'  c'est-à-dire  auront  eu  ce  point  un  contact  de  l'ordre  p. 
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En  (.■(!(; t,  soient,  au  poinl  [-t,,?'] 


les  valeurs  communes,  fournies  séparémeni  par  les  deux 
équations  f  =z  o  et  f,  =:  o  pour  X  =  jt  ei  Y  ^  Vi  «les 
p  premières  dérivées  de  Y  par  rapport  à  X,  si  l'ou  veut 
connaître  les  coordonnées  [a^-i-dtx,  j--^  '^O']  *^^  deux 
points  infiniment  voisins  du  point  [^ijji  sur  les  deux 
courbes  considérées,  en  posant  dtx  =  da.^ ■+■  rf^o v/ —  i 
et  //,^  =  f/cij  +  rf^'i, \/ — I,  on  aura,  pour  déterminer 
rfao,  rf^oi  da'^  et  d^'^,  les  conditions 

da;-i-d%  v/^  =  (m,-+-  n,  /^)  {</»»+  d^«  /^ 
OU 

rfa'g  =  ni|  rfi«  —  «1  d^t, 


?i,«îaB-i-  fp.'/?o-t-  o!,;rfa'e+  Çpirfpo  =  o; 

c'est-à-dire,  pour  les  deux  courbes,  trois  équations 
liomogènes  identiques  entre  dcto,  d^t,  da.'^  et  d^\,  d'où 
l'on  conclura  les  mêmes  valeurs  pour  -~j  et,  par  suite, 
pour  -5^,-  >  c'est-à-dire  pour  d,  x  et  pour  dfj;  si  l'on  sup- 
pose (ju'on  prenne,  des  deux  côtés,  la  même  valeur 
pour  da.„. 

Les  deux  courbes  auront  donc  un  second  point  com- 
mun confondu  avec  le  point  [*n-l-  fin,  «« -(-  'fi„],  et  les 
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coordonnées   imaginaires  de   ce    second   point   seront 
x  -\-d,x  el  -y  -{-  d,y. 

En  ce  second  point,  les  dérivées  de  ji'  par  rapport  à  x, 
tirées  de  l'une  ou  de  l'autre  des  équations  f^  o  ou 
y,  ^=  o,  auront  pris  leurs  anciennes  valeurs  augmentées 
des  produits  par  ti,x  de  leurs  détlvécs,  c'est-à-dire 


elles  seront  donc  les  mâmus  de  part  et  d'autre,  jusqu'à 
l'ordi-ep —  1. 

Quant  aux  dérivées  p'*""  de  j'  par  rapport  à  jr,  elles 
ne  seraient  pins  les  mêmes  au  point  [x+d,x,,j'-\-d,y\, 
fp^,-^  ^p^.,\|' — 1  n'ayant  plus  la  même  valeur  sur  les 
deux  lieux. 

Quoi  (|u'il  en  soit,  on  démontrera  comme  précédem- 
ment que  les  deux  courbes  auront  encore,  au  delà  du 
point  correspondant  à  la  solution  (x  -}-  d i  x,  y  +  d^y), 
un  autre  point  commun  [x-\-  d,x  -^-d^x,  y-\-d ,j+d^], 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  (p  ■+-  ly-"^"  point 
[x  -i-  diX  +  diX  -h  . . .  -h  dpx,  y  ~t-  d,y  -i-  d,y  ^-. .  .-t-rfp^]  ; 

■nais  le  raisonnement  nu  pourrait  pas  s'étendre  au  delà, 
puisque,  arrivés  à  ce  {/>  +  i)'*"""  point,  on  ne  pourrait 
plus  dire  que  les  dérivées  premières  de  y  par  rapport  à 
X  seraient  encore  les  mûmes,  soit  qu'on  les  tirât  de 
/  =  Ooude/,=o. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  établi  quelle  que  soil  la 
rcilation  ç>:=o. 

Il  subsistera  si,  au  lieu  d'une  relation  de  forme  quel- 
conque,  satisfaite  par  les  valeurs  ^n,  po,  «„,  P'„  des  va- 


(  17») 
l'îables,  on  prend  spécialement  la  relation 


c  éiant  la  caraetérislique  du  point  [xd,  ya],  et  alors  le 
théorème  s'énoncera  dans  les  termes  suivants  : 

Si,  en  un  point  commun  à  deux  lieux  /(X,  Y)  ==ctei 
/^{X,  Y)^o,  les  dérivées  de  Xpar  rapport  à  Y,  jusqu'à 
la  p''"",  sont  les  mêmes,  soit  qu'on  les  tire  de  l'équation 
/=  o  ou  de  l'équation  f,  =  o,  les  conjuguées  des 
deux  lieux,  passant  par  ce  point  commun,  y  auront  un 
contact  du  p'*"""  ordre. 

Le  théorème  subsisterait  encore  si,  au  lieu  d'être  dé- 
finies par  une  équation  commune  ç{a,  ^,  a',  p')^o, 
les  deux  courbes  considérées  l'étaient  par  la  condition 
concrète,  de  constituer  les  enveloppes  imaginaires  des 
conjuguées  des  deux  lieux  y=  o  et  _/",  =  o,  c'est-à-dire 
que,  si  les  enveloppes  imaginaires  de  deux  lieux  f  =  o 
et  y,  =  o  ont  un  point  commun  [2^,^]  et  que  les  deuï 
équations  y  =  o  et  y")  ^  o  fournissent  séparément  les 
mêmes  valeurs  en  ce  point  pour 

rfY       rf>Y  dP\ 

dS.'     rfX>  '     ■■■'     dXi'' 

les  deux  enveloppes  imaginaires  auront,  au  point  réali- 
sant la  solution  X  =  x,  Y  =/  un  contact  de  l'ordre  p- 

Mais  la  démonstration  doit  être  un  peu  modifiée  pour 
s'appliquer  à  ce  cas. 

Soient  au  point  [.z*,^],  commun  aux  deux  enve- 
loppes, 

{'T')  =  ""il     quantité  réelle,  par  hypothèse, 


\dx^J 


{  >7>  ) 
lus  valtsui-s  communes  des  dérivées  du  Y  par  rapport  à 
X,   au   point    [^,  j)  ],    tirées  de  /(X,  Y)^=o  ou   de 
/,(ï,X)  =  o. 

Si  l'on  voulait  obtenir,  sur  l'une  ou  l'autre  enve- 
loppe, un  point  [x  -\- diX,  y  +  d,y'\  infiniment  voisin 
du  point  [i,J'],  en  faisant  rf, x ^  ^t  «•  + ''t  ?o  V'""^ 
c(  d^y  ^^  d\  «1,+  d,  Po\/— -I,  on  devrait  d'abord,  dans 
les  deux  eas,  faire 

ff  1  a;,  +  rfi  P'o  t/^  ^ 

rf,  «B -H  rf,  Ptt /^  " 

c'est-rt-dire 

d\<i\=.  m\  d,aa  et  di^'^=  mj  rfj^oi 
d'nn  autre  côté,  le  point  [xi  +  d,a:,y+  d,y]  ayant  dû 
rester  sur  l'une  ou  l'autre  enveloppe,  il  faudrait  que  la 
valeur  de  f  -^  j  eu  ce  point  fût  restée  réelle,  mais  cette 
nouvelle  valeur  de  ^  se  formerait  dans  les  deux  cas  de 
l'ancienne  m,,  augmentée  du  produit  par  rf,x,  de  sa  dé- 
rivée, c'est-à-dire  de 

d,  tto  el  d,  ^0  devraient  donc  dans  les  deux  cas  satisfaire 
à  la  même  condition 


^1  Po  ^       n, 

de  sorte  que  si  Ton  prenait,  dans  les  deux  cas,  la  même 
valeur  pour  d,  o-o,  on  trouverait  les  mêmes  valeurs  pour 
(/,  X  et  d,y. 

D'où  l'on  voit  que,  dans  les  hypothèses  admises,  les 
deux  enveloppes  auront  au  moins  deux  points  infini- 


(  '7»  ) 
meut  voisins  communs,  correspondu itt  aux  dcun  solu- 
tions [x,  j']  et  [x  -]-d,x,  y  -{-  d,yy 

Au  second  point  [x+  rf, x,  ^'  +  c/,^],  lus  dérivéei 
de  Y  par  rapport  à  X  seront  devenues 


i-  (mi+  II,  </ — i)  d,i,     quantité  réelle, 


-  =  {m,-i-  n,  /^)  +  (m,-(-nj  'Z^)  d^a 


elles  seront  encoœ  les  mêmes  sur  les  deux  lieux,  jnsqu  à 
l'ordre  p  —  i;  on  démontrerait  donc,  comme  précédem- 
ment, tjue  les  deux  enveloppes  auront  encore  en  com- 
mun un  troisième  point 

\x  -^-  dxx  -\-  dfX,  y  -i-  dfy  -i-  rfj^], 

et  ainsi  de  suite  jusqu'au  {p  +  1)''='"=  point.  En  résumé, 
les  deux  enveloppes  auront  p-\-  1  points  communs  iii- 
finiment  voisins  du  point  [x,_j'],  c'est-à-dire  auront  en 
ce  point  un  contact  de  l'ordre  p. 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  deux  tliéorèmes  génii- 
raux  : 

1°  Que  le  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  quel- 
conque d'un  lieu  quelconque,  au  point  où  cette  conju- 
guée touciie  l'enveloppe  réelle  du  lieu,  est  égal  au 
rayon  de  courLure  de  cette  enveloppe  réelle  au  même 
point. 

En  ell'et,  si  l'on  a  déterminé  par  le  calcul  le  centre 
[a,  b'\  et  le  ravon  R  du  cercle  osculaleur  à  une  courbe 
/(X,Y)  =  o"cn  l'un  de  ses  points  réels  [x,j].  Ils 
deux  équations 

/(X,Y)=o        cl        (X-«)'  +  <V-6)'=R' 


(   '-3  ) 
admettront  la  solution  commune  [^)j>]  et  fourniront 

en  ce  point,  pour  --p^  et  -pr-^  >  les  mêmes  valeurs;  les  con- 
juguées des  deux  courbes  réelles  qui  se  toucheront  en 
ce  point  auront  donc  aussi  entre  elles  un  contact  du  se- 
cond ordre,  c'est-»à-dire  auront  même  rayon  de  cour- 
bure; mais  on  constate  aisément  que  rhvperbole  équi- 
latère  conjuguée  d'un  cercle  a,  en  son  sommet,  pour 
rayon  de  courbure,  le  rayon  même  du  cercle. 

On  en  conclut  le  théorème  énoncé. 

a**  Si  la  valeur  de  l'expression 


h(^)T 


d^ 

calculée  en  un  point  [«2:,  j^]  de  Tenveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  d'un  lieu  y*(X,  Y)  =  o,  est 

le  rayon  de  courbure  de  cette  enveloppe  en  ce  point 

[x,^]  sera 

r-h  r'. 

En  eflet,  si  les  formules  usuelles  ont  donné,  pour  les 
coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur  au  point 
[x,j]de/(X,Y)  =  o, 

a  -h  6  /—  1     et     a'-\-  b'  /—  i , 


les  deux  équations 


/(X,Y)  =  o 


et 


(X -a  -  6 /=7)'-f.  (Y-a'- 6' /=^)'=  (r  +  rV-O' 
admettront  la  solution  commune  [^^J^]  et  fourniront, 


(    '74  ) 

rfV  d'Y     ,  .  , 

pour  -j^  et  pour  -pr,'  ''^  nêraes  valeurs  en  ce  point; 

mais  ^  sera  réel,  le  point  [■r,,/]  étant  supposa  appar- 
tenir à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 
y(X,  Y)  =  o,  ce  point  appartiendra  donc  aussi  »  I'cd- 
veloppe  imagiuaire  des  conjuguées  du  lieu 

(X-„-Sv/—)'+{Y -„■-*'/")'={'■+ rV^', 
c'est-à-dire  an  curcle 

(X-a  -  A)»+  (  Y  -  a'-  6')'=  (r+  r')'; 

d'ailleurs   les  enveloppes  imaginaires  des  deux  lieux 
auront  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  au  point 
correspondant  à  la  solution  [j:,^];  elles  auront  donc, 
en  ce  point,  même  rayon  de  courbure. 
On  en  conclut  le  théorème  é 


,  Parabole  osculnlrice  d'ordre  p  à  une  conjuguée 
quelconque  en  un  quelconi/ue  de  ses  points.  —  La  para- 
bole osculatrîcc  d'ordre  p,  à  une  courbe  réelle,  en  un  de 
ses  points  [Xij^],  est  représentée  par  l'équation 

d^^  '       dr^        i.i  dx"    I.U.../I 

Si  l'on  avait  rapporté  nn  lieu  ^"(X,  Y)  =  o  à  des  axes 
tels,  que  les  abscisses  de  la  conjuguée  c  de  ce  lieu  de- 
vinssent réelles,  l'équation  en  coordonnées  imagiuaires 
d'une  des  branches  de  cette   conjuguée  prendrait  la 

X'  étant  réel  ;  mais  l'équation  de  cette  branche,  en  coor- 
données réelles,  serait 


(  '7M 
les  dérivées  de    Y'  par  rapport  à   X'  étant  supposées 


égales  à 

m,  -h  rit  /^ , 

> 

m^,  -4-  np  v/^  , 

celles  de  Y',  par  rapport  à  X',  seraient 


nit 

-4-/1,, 

rrip 

-hrip 

Téqnation  de  la  parabole  osculatricc  d'ordre/;,  h  la  con- 
juguée considérée,  au  point  [-^r,,  J^', ],  serait  donc,  dans 
le  nouveau  système  d'axes, 

Y',  =y, -+-(m,H-ni)— î i  -+■  {nti-hn^)-^-^ — ^-^-^  -4-... 

1-  Isa 

-h  ( mp -H  np)  — ! !—  . 

On  obtiendrait  donc  immédiatement  Téquation,  dans 
le  nouveau  système  d'axes,  de  la  parabole  cherchée,  si 

Ton    connaissait    les    dérivées    mi  4-  /i|  ^ —  i  ,     .  .  .  , 

mp-\-  UpsJ —  i  de  la  nouvelle  ordonnée  y  par  rapport 

à  la  nouvelle  abscisse;  mais  ces  dérivées  -r-?'   •  •  •  »  -t-^ 

'  ûtr  dxp 

pourront  toujours  être  trouvées  en  fonction  de  ^  i  •  •  •  ? 

-jT^'t  sans  qu'on  soit  obligé  d'effectuer  la  transformation 

des  coordonnées  ;  il  suffira  en  effet,  pour  cela,  de  dériver 
jusqu'à  Tordre  p  les  formules  de  la  transformation. 

Ainsi,  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  les 
premiers  axes  fussent  rectangulaires,  qu'on  ait  conservé 


(  '76) 

Tancien  axe  des  x  et  qu^oti  ail  seulement  dirigé  Taxe 
des  j'  parallèlement  aux  cordes  réelles  de  la  conjuguée 
en  question  :  les  formules  de  transformation  seront 

Y 
y' =  ^ — -         et  x' —  X — vcola', 

a'  désignant  Tangle  du  nouvel  axe  des  y  avec  rancieu 
axe  des  x. 

On  déduira  de  ces  formules 


d'où 


dx'  ~ 

I      dy  dx 
sina'  dx  dx' 

et 

dx               dy 

-j—  —  I—  -f-cola, 
dx              dx 

dy        I 

dx'        sina' 

dy 

dx 
I- 

I 

dy 

-  -f-cota' 
dx 

puii 


dy 
dx 


dy         , 

fo    r  I 1    cota     , 

d^y  I  dx  dx 

dx'*   ~  sina'  dx  dx' 

-  dx 

I  —  -r-cota' 
i  dx 


sma  dx  dy         , 

i~  -r-cota'  , 
dx 

et  ainsi  de  suite. 

On  pourrait  donc  développer  en  série,  par  la  formule 
de  Taylor,  l'ordonnée  réalisée  d'une  conjuguée  quel- 
conque d'un  lieu  quelconque. 

Revenons  au  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  quel- 
conque en  un  quelconque  de  ses  points. 

Si  le  lieu  était  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires 
dont  l'un,  celui  desj^,  fût  parallèle  aux  cordes  réelles  de 


(  '77  ) 
la  conjuguée  considétôc ,  et  si  -^  et  -^-^  avaîeni  pour 
valeurs,  en  un  point  <le  cette  conjuguée, 


les  dérivées  de  l'ordonnée  réalisée,  par  rapport  à  l'ab- 
scisse réelle,  auraient  en  ce  point  pour  valeurs 

en  sorte  que  le  rayon  de  courbure  serait  représenté  par 

Si  le  lieu  était  rapporté  à  des  axes  reetangulaircs  quel- 
ronques,  les  formules  de  transformation  feraient  con- 
naître, comme  on  l'a  vu,  les  quantités  chercliées  m  +  /i 
et  p  +  y. 

Le  calcul  fait  directement  donne,  par  rapport  à  des 
axes  rectangulaires  quelconques, 


où  c  désigne  la  caractéristique  de  la  conjuguée  consi- 
dérée, /■  -H  i' \j —  I  la  valeur  de  1  expression 


■*(S)1 


:3lculée  au  point  considéré,  et  n  le  rapport  du  petit  au 
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(  '7») 
grand  axe  de  l'ellipse  évanouissante 

(|iii  contient  les  éléments  du  lieu  au  point  considéré. 

Si  te  point  considéré  de  la  conjuguée  e  ctail  celui  où 
file  louche  l'enveloppe  imaginaire,  n  serait  nul  cl  la 
formule  précédenlc  se  réduirait  à 


on  peut  arriver  à  ce  résultat  en  partant  de  la  formule 
donnée  plus  liaut 

En  y  faisant  d'abord  n  :=  o,  puisque  le  point  considéré 
appartient  à  l'enveloppe  imaginaire,  il  vient 


p-i-q 

mais  la  formule 


-(£)■; 


donnerait  toujours  pour  R  la  même  valeur  r-\-  r'^/—u 
au  même  point,  quels  que  fussent  les  ases  rectangulaires 
auxquels  le  lieu  fut  rapporté  ;  on  peut  donc  poser,  en  sup- 
posant les  axes  rectangulaires,  l'axe  desjj'  parallèle  aiiï 
cordes  réelles  de  la  conjuguée  et  ^-^  :^  p -\-  q  ^— t,  au 
)ioinl  considéré,  avec  -^  ^=m. 


(   '79) 
d'où  l'on  lire 


j-'-t-r 


ToéoRËME.  —  1m1  développée  de  l'enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées  d'un  Heu  plan  est  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  de  la  développée  du  lieu. 

Cette  relation  remarquable  entre  les  deux  enveloppes 
se  démontre  de  la  manière  suivante  : 

Soient  X  =  ix-\-  ^Y^ —  1,  y  =  a'+  ^'  <ij —  i  les  coor- 
données imaginaires  d'un  point  x,  ;=  a  +  p,  j,  ^  a'+  P' 
(le  l'enveloppe  imaginaire  d'un  lieu/^[X,  Y)  ^  o;  m  la 
valeur  récHe  de  ^  =  —  4f  en  ce  point  et  ^  =  c  ;  le 
faisceau 

ou 

Y  =  mX -.-«■+ PV=^- '"(=>  + P /^ 

des  tangentes  au  lieu  /{X,  Y)  —  o,  au  point 

se  réduira  à  la  seule  droite 

tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  au  point 


(  'So) 
d'un  autre  côté,  le  faisceau 

ou 

se  réduira  à  la  seule  droite 

et  cette  droite  sera  normale  à  l'enveloppe  imaginaire  au 
point  considéré,  c'esl-à-dirc  sera  tangente  à  la  déve- 
loppée de  l'enveloppe  imaginaire. 
Ainsi 

dx 

sera  l'équation  générale  en  coordonnées  imaginaires  des 
tangentes  à  la  développée  de  l'enveloppe  imaginaire; 
d'un  autre  côté 


où  X  et  ^  seraient  réels,  serait  l'équation  générale  des 
tangentes  à  la  développée  de  la  courbe  réelle. 
Mais,  dans  les  deux  cas,  y  - 

fonction  de  x,  ou  de  m,  qui  dépend  de  x. 

Les  deux  développées  seront  donc  respectivement  les 
enveloppes  de  systèmes  de  droites,  tels  que 


(  '8,  > 
c'esL-à-dirc  que  ckacuDe  d'elles  sera  l'enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées  de  l'autre.  {j4  suivre.) 


KOTS  SUR  LE  THÉORfciR  VE  STDRM; 

PAft  M.  B.  NIEWENGLOWSKI. 


Sotty(x)  un  polynôme  entier  de  degré  m,  à  cocfû- 
cients  réels.  Désignons  par  v„  le  nombre  des  variations 
présentées  par  la  suite  de  Sturm  relative  à/{:c)  et  n  sa 
dérivée,  quand  on  substitue  à  a:  le  nombre  réel  <x.  Si  l'on 
désigne  par  (p(x)  li;  polynôme  formé  en  prenant,  dans 
chacun  des  polynômes  successifs  de  la  suite  de  Sturm 
considérée,  le  terme  ayant  le  plus  haut  degré,  et  si  l'on 
appelle  f  le  nombre  de  variations  de  f{x)  et  {^ celui  de 
ç(  —  x),  on  sait  que 


k  étant  un  nombre   entier  positif  ou  nul,  puisque  le 
degré  de  <f(x)  est  égal  à  m. 
Or  on  a  évidemment 


donc  on  a  aussi 

Cela  posé,  soit  2I  le  nombre  des  racines  imaginaires 
de  l'équation  f{x)  =  o.  Si  toutes  les  racines  de  cette 
équation  sont  distinctes,  on  sait  que 

(a)  i.---^^,=  m-al. 


(  ,8») 
Les  équations  (i  )  cl  {2)donneni 

(3)  ^_.=  m-I-A, 

(4)  .■«=1-*. 

Si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  racines  réelles 
de  Vé(^uationf{x)  =  o  qui  sont  supérieures  à  ol,  ou  a 

donc,  en  verlu  de  l'équation  {4)t 

(5)  va=n+l-k. 

Lorsque  la  suite  de  Sturm  est  complète,  le  polynôme 
ip(a')  est  complet  :  dans  ce  cas 

v--r<y=  m; 
on  doit  donc  faire  h  =zo  dans  les  formules  précédentes, 
et  l'ou  a  alors 


LB  TIIBOItEME  DE  DIPUIS  ET  LA  CYCLIDS  DE  lUPIflj  ('); 
Par  m.  E.  MARCHAND. 


6.  Définition  de  la  cyclide  de  Dupin,  —  Je  suppo- 
serai, comme  dans  tout  ce  qui  précède,  qu'on  ait  sous 
les  yeux  la  fig.  aSg  de  la  Gêoniélrie  do  MM.  Rouclu- 
et  de  Comberousse.  Ceci  admis,  on  se  propose  l'étudi: 
(les  sphères  tangentes  simultanément  à  trois  splièrcs 


(  «83  ) 

fixes  A,  B,  C.  On  a  vu  (n°  4)  que  la  théorie  des  cycles, 
étendue  aux  sphères,  permet  de  séparer  les  sphères 
cherchées  en  quatre  groupes  correspondant  aux  quatre 
cercles  de  Dupuîs  qui  coexistent  sur  chaque  sphère  fixe' 
telle  que  A;  la  discussion  de  la  réalité  des  cercles  de 
Dupuis  se  ramène  ioiinédiateaient  (n°  3)  a  celle  des 
cercles  tangents  à  trois  cycles  donnés  A,  B,  C. 

Il  suffit  d'examiner  un  des  quatre  groupes  en  particu- 
lier, par  exemple  celui  qui,  sur  la  Jig,  aSp,  est  défini 
par  les  cercles  de  contact  aa' ^  bb\  cd .  D'après  ce  qui 
précède,  les  trois  sphères  A,  B,  C  peuvent  être  rempla- 
cées par  une  infinité  d'autres  ayant  leur  centre  sur  une 
conique  bien  déterminée.  La  surface,  lieu  géométrique 
des  cercles  aa!  correspondant  à  toutes  ces  sphères,  sera 
désignée  par  le  nom  de  cyclide  de  Dupin. 

Nous  avons  deux  séries  de  sphères,  les  unes  ayant 
leurs  centres  sur  une  conique  ABC,  les  autres  sur  la  co- 
nique focale  de  la  précédente.  Toutes  les  sphères  de 
Tun  des  systèmes  sont  tangentes  à  toutes  les  sphères  de 
Tautre  et  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  est 
la  cyclide.  Une  première  classification  des  points  de  con- 
tact a  fait  apparaître  la  surface  comme  lieu  géométrique 
des  cercles  aa!  dont  les  centres  décrivent  la  conique 
ABC',  il  est  évident  qu'en  intervertissant  les  deux  sys- 
tèmes de  sphères,  le  même  lieu  s'engendrera  par  des 
cercles  dont  les  centres  décrivent  la  conique  focale  de 
ABC.  Alors  par  tout  point  de  la  surface  passent  deux 
cercles  difierents,  ce  qui  permettra  d'établir  l'existence 
du  plan  tangent  par  la  méthode  utilisée  dans  le  Cours 
de  Géométrie  descriptive  pour  les  cônes,  les  cylindres  et 
les  surfaces  de  révolution. 

Soit  maintenant  M  un  point  de  la  cyclide.  D'après  ce 
qui  précède,  par  ce  point  passent  deux  sphères  tangentes 
entre    elles,    appartenant,  l'une  au  premier   système, 
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Tautre  au  second  système.  Chacune  de  ces  sphères  con- 
tient un  cercle  de  la  surface  passant  par  M;  les  tan- 
gentes à  ces  deux  cercles,  qui  définissent  le  plan  tangent 
a  la  cyclide,  sont  situées  dans  Je  plan  tangent  commun 
aux  deux  sphères.  La  surface  a  même  plan  tangent  que 
les  deux  sphères  au  point  M.  On  peut  donc  dire  que 
chaque  sphère  de  chaque  système  n'a  en  commun  avec 
la  cyclide  qu'un  petit  cercle  et  qu'en  tout  point  de  ce 
petit  cercle  le  plan  tangent  est  le  même  pour  les  deux 
surfaces. 

On  est  amené,  d'une  manière  tout  élémentaire,  à 
considérer  la  surface  comme  enveloppe  de  deux  systèmes 
diiVérents  de  sphères.  Les  notions  les  plus  simples  delà 
Théorie  géométrique  des  enveloppes  font  voir  que  la 
caractéristique  de  chaque  sphère  particulière,  telle 
que  A,  doit  être  un  cercle,  comme  limite  de  l'intersec- 
tion de  la  sphère  A  et  de  la  sphère  infiniment  voisine 
du  même  système.  Le  résultat  obtenu  par  Dupuis  parait 
dès  lors  tout  naturel. 

J'arrive  maintenant  au  but  principal  de  ce  Chapitre, 
qui  est  de  rendre  la  cyclide  de  Dupin  aussi  facile  à  aper- 
cevoir dans  l'espace  que  le  tore  et  la  surface  des  ondes. 
On  vient  de  voir  que  trois  sphères  fixes  A,  B,  C  choisies 
au  hasard  servent  en  général  à  définir  quatre  cyclides 
de  Dupin  et  la  discussion  faite  au  n°  3  indique,  pour 
chaque  position  respective  des  trois  sphères,  combien  il 
y  a  de  cyclides  réelles.  Les  sphères  du  même  système 
que  A,  B  et  C  peuvent  avoir  leurs  centres  sur  une  ellipse 
ou  sur  une  hyperbole^  si  les  centres  sont  sur  une  hy- 
perbole, ceux  des  sphères  de  l'autre  système  seront  sur 
une  ellipse.  On  a  donc  toujours  le  droit,  s'il  ne  s'agitque 
de  classer  les  différentes  formes  que  peut  affecter  la  cy- 
clide de  Charles  Uupin,  de  partir  du  mode  de  génération 
fourni  par  les  sphères  dont  le  centre  est  sur  une  ellipse. 
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D'après  la  discussion  résutnanl  (n"  i)  les  propriétés 
des  cercles  directeurs  dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  voit  que 
la  cyclide  de  Dupin  ne  peut  oÛTrir  que  trois  formes  dif- 
férentes. 

Première  forme.  —  On  prend  dans  un  plan  horizon- 
tal deux  cercles  ta  et  u' intérieurs  l'un  à  l'autre  (^^.  sBt)). 
On  détermine  le  centre  de  similitude  intérieur  S  et 
l'axe  radical  A'B'C.  Par  le  point  S  on  mène  une  sécante 
quelconque  qui  rencontre  les  deux  cercles  w  et  w'  en 
«et  a' du  môme  côté  de  S;  le  cercle  vertical,  admettant 
aa'  comme  diamètre  horizontal,  engendre  une  cyclide 
lorsque  le  rayon  vecteur  Snn'  tourne  de  1 80°  autour  du 
point  S.  Comme  on  peut  remplacer  la  surface  par  la 
sphère  inscrite  A  pour  tout  ce  qui  est  relatif  au  plan 
tangent  en  un  point  du  cercle  ou',  on  voit  que  les  plans 
tangents  le  loug  du  cercle  considéré  enveloppent  un 
cône  de  révolution  de  sommet  A,.  On  obtiendra  alors 
un  point  quelconque  et  le  plan  tangent  en  ce  point,  ce 
qui  permettrait  en  particulier  de  déterminer,  d'après  les 
procédés  courants  de  la  Géométrie  descriptive,  la  sec- 
tion de  la  surface  par  un  plan  quelconque. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que,  de  même  que  la 
verticale  ayant  son  pied  en  S  est  l'axe  radical  commun 
de  toutes  les  sphères  du  premier  système,  l'axe  radical 
A'B'C  des  deux  cercles  ta  et  ta'  est  axe  radical  commun 
pour  toutes  les  sphères  du  second  système.  En  effet, 
chaque  sphère  du  second  système  touche  la  sphère  A 
en  un  point  M  du  petit  cercle  aa'.  I.a  droite  A, M  est 
une  tangente  à  celte  sphère.  Il  en  résulte  que  les  tan- 
gentes menées  de  A,  à  toutes  les  sphères  du  second 
système  sont  égales.  Le  point  A),  qu'on  peut  considérer 
comme  un  point  quelconque  de  la  droite  A'B'C,  a 
même  puissance  par  rapport  à  toutes  les  sphères  du 
second  système. 


Les  cercles  de  contact  avec  les  sphères  du  second 
systêoie  se  construiseul  dès  lurs  sans  aucuuc  pctnc.  De 
uiùme  que  tout  plau  passaal  par  la  verticale  S  détermine 
deux  cercles  du  premier  mode  de  géuéraiion,  tout  plan 
passant  par  Â'B'C  détermine  deux  cercles  du  deuxième 
mode  de  génératiou. 

Deuxième  forme.  —  Les  deux  cercles  w  et  tu'  sont 
sécants.  On  mène  encore  des  rayons  vecteurs  par  le 
centre  de  similitude  interne  S,  et  l'on  suit  comme  pré- 
cédemment le  mouvement  d'un  cercle  vertical  aé.  L'axe 
radital  Â'B'C  passe  par  les  deux  points  d'intersection 
des  cercles  directeurs  (i>  et  w'  qui  sont  des  points  dou- 
bles pour  la  surface.  Toutes  les  splières  du  second 
système  passent  par  les  deux  points  doubles,  et  comme 
la  surface  est  l'enveloppe  de  ces  sphères,  le  cône  des 
tangentes  en  chaque  point  double  est  l'enveloppe  des 
plans  tangents  à  toutes  ces  sphères  au  point  double.  Les 
rayons  des  sphères  formant  uti  coni:  de  révolution  qui  a 
le  point  double  pour  sommet  et  l'hyperbole  focale  pour 
directrice,  on  voit  que  le  cône  tangent  au  point  double 
sera  le  cône  supplémentaire  du  premier.  Ce  cône  csi 
donc  de  révolution;  comme  son  axe  est  dans  le  plan 
horizontal  et  qu'on  a  immédiatement  les  deux  généra- 
trices situées  dans  le  plan  horizontal,  à  savoir  les  tan- 
gentes aux  cercles  u  et  w',  on  le  détermine  avec  la  plui 
extrême  facilité. 

Troisième  forme.  —  Les  cercles  <u  et  m' sont  de  nou- 
veau intérieurs  et  l'on  mène  maintenant  des  sécantes  par 
le  centre  de  similitude  externe.  La  seule  difierenee  avec 
le  premier  cas  est  qu'au  lieu  de  grouper  les  quatre  points 
d'intersection  de  la  sécante  avec  u  et  u'  de  manière  à 
avoir  deux  cercles  extérieurs,  on  les  groupe  de  manière  à 
avoir  deux  cercles  qui  se  coupent  sur  la  verticale  pas- 
sant par  S.  Si,  pour  préciser,  je  désigne  les  quatre  points 
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d'intersection,  dans  Tordre  où  ils  se  présentent,  par 
aa!a\a^^  au  lieu  d'imaginer  les  cercles  verticaux  aa!  et 
ai  a,  on  imagine  les  deux  cercles  aa\  et  u'a^,  La  sur- 
face présente  deux  points  doubles  comme  dans  le  second 
cas;  seulement  ces  points  sont  sur  Thyperbole  focale  et 
non  plus  sur  l'ellipse.  Le  cône  dos  tangentes  en  un  de 
ces  points  doubles  D  est  toujours  de  révolution.  C'est  le 
cône  supplémentaire  du  cône  qui  a  pour  sommet  D  et 
pour  base  Tellipse  lieu  des  centres  des  sphères  du  premier 
système. 

Quelle  que  soit  celle  de  ces  trois  formes  qu'aifecte  la 
cyclide  de  Dupin,  les  sphères  inscrites  du  premier 
système  ayant  leurs  centres  sur  l'ellipse  s'aperçoivent 
sans  difficulté;  avec  la  deuxième  forme  on  en  distingue 
en  particulier  deux  qui  se  réduisent  à  deux  points.  Les 
sphères  du  second  système  apparaissent  moins  nette- 
ment; cependant  comme  la  section  par  le  plan  vertical 
passant  par  (oco'  se  compose  de  deux  cercles  qui  se  déter- 
minent à  simple  vue,  ces  deux  cercles,  joints  à  l'hyper- 
bole focale,  permettent  d'acquérir  une  idée  suffisamment 
précise  de  la  question.  Aux  deux  points  à  l'infini  de 
l'hyperbole  correspondent  non  plus  de  vraies  sphères, 
mais  deux  plans  passant  par  Taxe  radical  commun 
A'B'C  et  perpendiculaires  respectivement  aux  deux 
asymptotes  de  l'hyperbole.  Si  Ton  a  aU'aire  à  la  troisième 
forme  de  figure,  deux  sphères  sont  remplacées  par  des 
points. 

Pour  terminer,  je  m'en  vais  rappeler  en  quelques  mots 
la  démonstration  de  la  propriété  fondamentale  des 
sphères  de  chaque  système,  qui  consiste  soit  à  passer 
par  deux  points  réels,  soit  à  couper  orthogonalement  un 
cercle  réel. 

Dans  le  premier  et  le  deuxième  cas,  les  sphères  du 
premier  système,   tout  en  admettant  pour  axe  radical 
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la  verticale  du  point  S,  ne  se  rencontrent  pas  en  des 
points  réels;  mais  le  cercle  orthogonal  commun  de 
centre  S  est  réel.  Dans  le  troisième  cas,  le  cercle  ortho- 
gonal n'existe  plus,  il  est  imaginaire,  mais  les  sphères 
passent  par  deux  points  Gxes  réels  de  l'hyperbole  fo- 
cale. 

Les  sphères  du  second  système  ne  rencontrent  pas 
leur  axe  radical  A'B'C  dans  le  premier  cas,  ni  dans  le 
troisième  cas^  il  en  résulte  que  le  cercle  orthogonal, 
lequel  a  pour  centre  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  S  sur  A'B'C,  est  réel.  Dans  le  deuxième 
cas  au  contraire,  le  cercle  orthogonal  disparaît,  devient 
imaginaire,  et  toutes  les  sphères  passent  par  les  deux 
points  doubles  situés  sur  l'ellipse. 


7.  Propriétés  de  la  cyclide,  —  Nous  avons  trouvé 
deux  droites  qui  sont  chacune  axe  radical  commun  de 
toutes  les  sphères  d'un  système  et  axe  de  similitude 
commun  de  toutes  les  sphères  de  l'autre  système. 
M.  Lemonnier,  dans  son  étude  analytique  sur  la  cyclide 
{Nouvelles  Annales,  1870),  les  appelle  D  et  EV  et 
démontre  que  les  deux  droites  ne  rencontrent  ])as  la 
surface  à  la  fois,  qu'une  ou  zéro  la  rencontrent.  C'est 
précisément  celte  circonstance  qui  nous  a  fait  distin- 
guer trois  formes  distinctes  de  cyclide. 

La  propriété  de  ces  droites  d'être  axe  radical  commun 
donne  naissance  à  deux  points  doubles  qui  fournissent 
peut-être  l'exemple  le  plus  simple  de  pareille  jsingularité 
qu'il  soit  possible  d'aborder  par  la  Géométrie  élémen- 
taire. 

La  propriété  d'être  axe  de  similitude  commun  va  per- 
mettre de  dire  que  les  sections  (système  de  deux  cercles) 
de  la  cyclide  par  deux  plans  quelconques  passant  par 
une  de   ces   droites   peuvent  être   considérées    comme 
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transformées  l'une  de  l'autre  par  semi -droites  réci- 
proques. Voici  comment  on  peut  se  rendre  compte  de  ce 
résultat.  Je  reviens  à  \difig.  aSg  (Géom,  de  R.  et  C.)  et 
jMmagine,  outre  le  plan  du  tableau,  un  second  plan  P 
passant  par  A'VG  et  déterminant  dans  les  trois  sphères 
A,  B,C  des  cercles  a,  p,  y.  Le  point  A',  étant  centre  d*ho- 
mothétie  des  deux  sphères  B  et  C,  est  aussi  centre  d'ho- 
mothétie  des  sections  de  ces  sphères  par  un  même  plan; 
A'WG  est  encore  axe  de  similitude  de  tous  les  cercles 
a,  ^,Y,...,  sections  des  sphères  A,B,C, ...  par  le  plan  P.  Je 
suppose  maintenant  le  plan  P  rabattu  sur  le  plan  hori- 
zontal. Les  cercles  A  et  a,  admettant  A'WG  comme  axe 
radical,  peuvent  être  considérés  comme  transformés  Tun 
de  l'autre  par  semi-droites  réciproques  (Geow.  de  R.  etC, 
n°  408);  menant  les  tangentes  communes  d*uu  même 
système,  on  aura  les  directions  des  semi-droites  qui  se 
transforment  en  elles-mêmes  (Géom.  de  R.  et  CjU**  408). 
D'après  ce  qui  a  été  dit  auparavant,  les  cercles  B  et  ^ 
forment  une  ilgure  homothétique  dus  cercles  A  et  a, 
G  étant  le  centre  d'homothétie.  Les  tangentes  com- 
munes à  B  et  ^,  étant  homolliétiques  des  tangentes 
communes  à  A  et  a,  leur  seront  parallèles.  Alors 
(Géom,  deR.  et  C,  n"*407  et408)la  même  transformation 
par  semi-droites  réciproques  conduira  de  A  à  a,  de  B  à  ^ 
et  par  suite  de  C  à  y,  ....  On  peut  d'ailleurs  toujours  s'ar- 
ranger de  manière  que  les  tangentes  communes  qui  avec 
A^B'C^  définissent  la  transformation  soient  réelles.  Si  A 
et  a  se  coupent  en  deux  points  réels,  cela  est  évident;  si 
A  et  a  se  coupent  en  deux  points  imaginaires,  il  est  clair 
que  Ton  peut  toujours  rabattre  a  du  côté  de  A'B'C  où 
ne  se  trouve  pas  A.  Remarquons  en  passant  que  nous 
obtenons  la  solution  géométrique  de  cette  question 
(Géom, de  R.  etC.,p.  279)  :  transformer  par  semi-droites 
réciproques  trois  cycles,  tels  que  la  droite  qui  contient 
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leurs  centres  de  simililudc  ne  les  reiicoulxe  pas,  en  trois 
points.  Il  suflU  de  considérer  les  trois  o^lcs  A,  B,C 
comme  sections  de  trois  sphères  par  le  plan  des  centres. 
Le  plan  tangent  commun  que  l'on  peut  mener  aux  trois 
sphères  par  l'axe  de  similitude  A'B'C  fournit  la  solu- 
tion ohercbée.  La  section  de  la  cyclîde  par  le  plan  hori- 
zontal étant  l'enveloppe  des  cercles  A,B,C,  ...  et  la  sec- 
tion parle  plan  P  étant  l'oriveloppe  des  cercles  a,p,y,  ... 
transformés  des  premiers  par  semi-droites  réciproques, 
on  peut  en  conclure  que  ces  deux  sections  sont  elles- 
mêmes  transformées  l'une  de  l'antre  par  semi-droiles 
réciproques  (G^o'n- de  R.  et  C-,  n"  406,  p.  aj5). 

Dans  un  article  remarquable  inséré  dans  les  A'ou- 
f elles  Annales  de  Mathématiques  (mars  1888),  M.  Fou- 
ret  démontre  «  que  la  cyclide  de  Dupîn  admet,  comme 
pôles  principaux  d'inversion,  tous  les  points  d'un  sp- 
lème  de  deux  droites  do  directions  rectangulaires  »  et 
que  «  la  cyclide  deDupin  est  la  seule  surface  ayant  pour 
pùles  principaux  d'inversion  tous  les  points  de  deux 
droites  ».  La  première  partie  du  théorème  résulte  aussi- 
tôt de  la  méthode  suivie  pour  détinir  la  cyclide  (n"  6)- 
Nous  prenons  deux  cycles  ww'  et  leur  centre  de  simili- 
tude. La  surface  est  donc  complètement  lixée  dès  qu'on 
se  donne  les  cercles  tii  et  «.i',  et  il  suffit  de  trouver  une 
inversion  qui  transforme  en  eux-mî^mes  les  cercles  w  et 
(ii'pour  que  la  cyclide  se  transforme  aussi  en  elle-même. 
Tout  point  de  l'axe  radical  A'B'C  peut  évidemment 
être  pris  comme  pôle  d'inversion,  î'i  l'exception  des 
deux  points  communs  à  <<i  et  m'  qui  ne  sont  réels  pour 
la  droite  A'B'C  que  dans  la  deuxième  forme  de  cyclide: 
si  l'on  prend  comme  pôle  d'inversion  l'un  des  points 
doubles  de  la  surface,  les  sphères  de  l'un  des  systèmes, 
passant  toutes  par  ce  point  D  et  par  l'autre  point  donblr 
D',  se  transformeront  en  des  plans  passant  par  le  point 
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transformé  de  ly  et  enveloppant  un  cône  de  révolution; 
la  cyclidc  se  transformera  elle-même  en  ce  simple  cône 
de  révolution  facile  à  définir. 

Pour' transformer  la  cyclide  en  un  tore  par  inversion, 
il  suffit  de  choisir  une  inversion  qui  remplace  les  deux 
cercles  to  et  w'  par  des  cercles  concentriques.  On  est 
ramené  à  un  problème  bien  connu.  On  considère  le 
faisceau  des  cercles  ayant  môme  axe  radical  avec  co  et  co'  ; 
parmi  les  cercles  il  y  en  a  deux  qui  se  réduisent  h  deux 
points,  les  points  limites  du  faisceau  de  cercles.  Il  n'y 
a  qu'à  prendre  ces  deux  points  limites  comme  pôles 
d'inversion  pour  transformer  tous  les  cercles  du  faisceau 
et  en  particulier  co  et  (o'  en  des  cercles  concentriques. 
Or  ces  points  limites  ne  sont  réels  que  si  les  cercles  a> 
et  (1/ se  coupent  en  des  points  imaginaires.  Relativement 
à  la  cyclide,  on  peut  dire  qu'il  existe  toujours  des 
pôles  réels  de  transformation.  En  eilet,  on  a  le  droit  de 
choisir  soit  les  deux  cercles  to  et  w' relatifs  aux  sphères 
ayant  leurs  centres  sur  l'ellipse,  soit  les  deux  cercles 
u>  et  ci>'  relatifs  aux  sphères  ayant  leurs  centres  sur  l'hy- 
perbole. Avec  la  première  forme  de  cyclide  on  aura 
quatre  pôles  d'inversion  réels  et  avec  la  deuxième  ou  la 
troisième  forme  deux  pôles  seulement. 

Toute  sphère  et  tout  plan  bi tangent  au  tore  coupe 
cette  surface  suivant  deux  cercles^  cette  propriété  se 
maintient  évidemment  par  inversion.  Tout  plan  et 
toute  sphère  bi  tangents  à  la  cyclide  couperont  la  surface 
suivant  deux  cercles.  Ainsi,  tandis  que  sur  les  surfaces 
du  second  degré  il  est  impossible  de  placer  une  droite 
n'appartenant  pas  à  l'un  des  deux  systèmes  de  généra- 
trices rectilignes,  on  voit  qu'il  existe  sur  la  cyclide 
comme  sur  le  tore  des  cercles  qui  ne  font  partie  d'au- 
cun des  deux  modes  de  génération  de  la  surface. 
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8.  Conséquences  géométriques,  —  Avant  de  termi- 
ner, il  sera  peut-être  bon  d'énoncer  les  conséquences 
évidentes  du  rôle  joué  par  le  cercle  orthogonal  (n**  4). 
Ce  cercle,  d'après  ce  qui  a  été  démontré,  est  bitangent 
à  la  conique.  De  là  une  série  de  constructions  géométri- 
ques que  je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  en 
toute  rigueur. 

i^  Construire  le  cercle  bitangent  à  une  conique  de 
foyers  eu  et  (o',  sachant  que  son  centre  est  un  point  S  de 
la  droite  (0(u'. 

Comme  S  doit  être  centre  de  similitude  de  deux  cer- 
cles de  centres  o),  w'  et  de  rayons /r,  aa  —  fr,  il  sera  facile 
de  déterminer  k.  Les  cercles  directeurs  <o  et  co'  étant 
connus,  le  cercle  cherché  de  centre  S  sera  déterminé 
comme  devant   passer  par  les   points   communs  à   co 


et  ti)'. 


On  peut  remplacer  Ténoncé  par  le  suivant  :  mener 
des  normales  à  une  conique  par  un  point  S  de  l'axe 
focal. 

2°  Une  conique  étant  définie  comme  passant  par  trois 
points  A,B, C  et  bitangente  à  un  cercle,  construire  le 
système  des  deux  foyers  situés  sur  l'axe  qui  passe  par  le 
centre  du  cercle. 

Des  points  A,B,C  comme  centres  on  décrit  des 
cercles  orthogonaux  au  cercle  Gxe.  Les  centres  (o  et  w' 
de  deux  cercles  d'un  même  groupe  tangents  à  la  fois  à 
Â,B,C  fournissent  la  réponse  à  la  question^  le  problème 
peut  admettre,  comme  on  l'a  vu,  quatre  solutions  réelles 
ou  deux,  ou  zéro. 

Une  inspection  directe  des  positions  que  peut  occuper 
un  cercle  bitangent  à  une  conique  montre  qu'il  n'y  a 
pas  à  tenir  compte  du  cas  où  les  points  A,B,C  ne 
seraient  pas  tous  extérieurs  ou  tous  intérieurs  au  cercle 
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iixc  donné.  SI  les  trois  points  sont  tous  extérieurs  ou 
tous  intérieurs,  le  calcul  prouve  qu'il  existe   quatre 
coniques  réelles  satisfaisant  aux  conditions  de  Ténoncé. 
Chacune  de  ces  quatre  coniques  a  deux  foyers  réels,  et 
cependant  la  construction  de  Gcrgonne  ne  les  donne 
que   si   le  centre  du  cercle  est  sur  Taxe  focal  de  la 
conique.   Dans  tous  les  autres  cas,  elle  détermine  les 
foyers  imaginaires.  Si  de  tous  les  points  d'une  conique 
comme  centres  on  décrit  les  cercles  coupant  orthogona- 
lement  un  cercle  réel  ou  même  imaginaire  bitangent  à 
la  conique  et  ayant  son  centre  supposé  réel  sur  Taxe 
focal,  ces  cercles  représentent  des  sphères  dont  Tenve* 
loppe  est  une  cyclide  de  Dupin  réelle;  si  de  tous  les 
points  d'une  hyperbole  comme  centres  on  décrit  des 
cercles  coupant  orthogonalement  un  cercle  bitangent 
dont  la  corde  de  contact  soit  parallèle  à  Taxe  focal,  ces 
cercles  représentent  des  sphères  réelles  dont  l'enveloppe 
est  une  cyclide  imaginaire.  Ainsi  la  cyclide  de  Dupin 
peut  être  imaginaire,  bien  que  Tun  des  systèmes  de 
sphères  dont  la  surface  est   enveloppe  soit  réel;   les 
sphères  de  Tautre  système  ont  leurs  centres  imaginaires 
situés  sur  Tellipse  imaginaire  qui  est  focale  de  l'hyper- 
bole au  même  titre  que  l'ellipse  réelle. 

3^  Une  conique  étant  définie  par  un  cercle  bitangent 
et  trois  points  Â,  B,  C  tous  extérieurs  ou  tous  intérieurs, 
on  demande  de  déterminer  la  corde  de  contact  avec  le 
cercle  donné. 

Si  les  trois  points  A,B,C  sont  extérieurs,  il  suffira  de 
tracer  les  cercles  orthogonaux  au  cercle  fixe  de  centre 
A,B,C  et  de  déterminer  les  axes  de  similitude  de  ces 
trois  cercles.  Cette  construction,  qui  comprend  comme 
cas  particulier  la  détermination  bien  connue  de  la  direc- 
trice d'une  conique  définie  par  un  foyer  et  trois  points, 
donne  bien  les  quatre  solutions  du  problème. 

Ann.  de  Afathémat.,  3«  série,  l.  IX  (Avril  1890).  l3 
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La  construction  est  en  défaut  lorsque  les  trois  points 
A,B,C  sont  intérieurs  au  cercle  donné.  Alors  les  quatre 
solutions  que  donne  l'analyse  correspondent  certaine- 
ment à  des  ellipses  ayant  pour  corde  de  contact  avec  le 
cercle  une  parallèle  h  Taxe  focal.  Il  me  parait  facile 
d'étendre  la  solution  h  ce  nouveau  cas.  Les  centres  des 
cercles  sont  réels  A,B,C;  les  rayons  sont  imaginaires, 
mais  définis  par  la  puissance  des  points  A,B,C  relative- 
ment au  cercle  fixe»  On  appellera  axe  de  similitude  des 
trois  cercles  orthogonaux  une  droite  telle  que  ses  dis- 
tances à  A,B,C  soient  proportionnelles  aux  racines 
carrées  des  valeurs  absolues  des  puissances  des  trois 
points  A,B,C  par  rapport  au  cercle  fixe. 

De  cette  manière  on  déterminera,  dans  tous  les  cas  où 
il  existe  des  solutions  réelles,  des  éléments  géométriques 
suffisants  pour  tracer  eifectivement  les  coniques  chcr- 
cliées. 

4"  Construire  les  foyers  ordinaires  d'une  conique 
définie  par  un  foyer  F  dans  l'espace  et  trois  points 
A,B,C. 

On  décrira  des  trois  points  donnés  A,B,C  comme 
centres  des  sphères  passant  par  le  foyer  F  donné.  Les 
centres  w  et  w'  de  deux  cercles  d'un  même  groupe 
tangents  à  la  fois  aux  trois  cercles  de  section  des  sphères 
par  le  plan  ABC  constitueront  une  des  solutions  du 
problème.  Comme  on  a  dans  le  plan  ABC  trois  cercles 
sécants  deux  à  deux,  les  huit  cercles  du  problème  d'Apol- 
lonius sont  réels  (n*^  3).  On  trouve  quatre  solutions 
toujours  réelles.  Le  cas  exceptionnel  trouvé  plus  haut* 
(2°)  lorsqu'on  donnait  un  cercle  bitangentau  Heu  d'un 
foyer,  a  disparu.  Cela  tient  évidemment  à  ce  que  la 
projection  de  tout  foyer  réel  d'une  conique  se  fait  sur 
l'axe  focal,  de  sorle  que  le  foyer  correspond  à  un  cercle 
bi tangent  imaginaire  ayant  son   centre  réel  sur  Taxe 
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focal,  comme  le  montre  aussitôt  la  coiTcspondâuce  que 
l'analyse  établît  entre  les  foyers  réels  et  les  cercles  bi tan- 
gents imaginaires  d'une  part,  entre  les  foyers  imagi- 
naires et  les  cercles  bitangents  réels  d'autre  part. 

5**  Déterminer  une  surface  de  révolution  du  second 
degré  qui  passe  par  quatre  points  donnés  et  qui  soit  cir- 
conscrite à  une  sphère  donnée. 

L^étude  directe  des  positions  diverses  que  peut  occu- 
per une  sphère  inscrite  k  la  surface  engendrée  par  la 
rotation  d*uae  conique  autour  d^un  de  ses  axés  montre 
qu'on  ne  peut  espérer  de  solution  réelle  que  si  les  quatre 
points  donnés  Â,B.C,  D  sont  tous  extérieurs  ou  tous 
intérieurs  à  la  sphère  donnée. 

Le  plan  du  cercle  de  contact  se  déterminera  comme 
plan  d'Iiomothétie  de  quatre  sphères  orthogonales  à  la 
sphère  fixe  et  de  rentres  A,B,C,D.  J'ai  d'ailleurs  indi- 
qué précédemment  comment  il  faut  s  y  prendre  pour 
conserver  celte  construction  même  dans  le  cas  où  les 
quatre  {)oints  A.  B,C,  I)  sont  tous  intérieurs  à  la  sphère. 
On  a  huit  solutions,  puisqu'il  y  a  huit  plans  d'Iiomo- 
ihélie. 

Le  cercle  de  contact  peut  être  réel  ou  imaginaire; 
dans  tous  les  cas,  l'axe  de  la  surface  est  déterminé  comme 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  radical  des  quatre 
sphères  sur  leur  plan  d'homothétie. 

Le  cercle  de  contact  ne  peut  qu'être  réel  si  la  conique 
a  tourné  autour  de  son  axe  non  focal.  Le  cercle  peut 
être  imaginaire  dans  le  cas  d'une  ellipse  ou  hyperbole 
tournant  autour  de  l'axe  focal.  Or,  précisément  dans  ce 
dernier  cas,  la  surface  admet  deux  foyers  réels  que  l'on 
pourra  déterminer  comme  centres  de  deux  sphères  d'un 
même  groupe  tauîçeijtes  à  la  fois  aux  qiialre  sphèn;s 
décrites  de  A,B,C,D  comme  «'entres. 

Ainsi  donc,  si  la  surface  est  soit  un  ellipsoïde  allongé, 


f.'f/'  . 
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soit  uii  hyperboloïde  à  deux  nappes  el  qu*on  désigne 
par  (o  et  w'  les  foyers  réels,  ces  deux  points  seront  les 
centres  de  sphères  tangentes  aux  quatre  sphères  A,B,C,D 
qui  jouent  dans  la  question  le  même  rôle  que  les  deux 
cercles  directeurs  d'une  ellipse  (n"  4)  utilisés  pour  défi- 
nir la  cyclide.  Tout  point  de  la  surface  est  centre  d'une 
sphère  tangente  aux  deux  sphères  b)  et  03'. 

De  ce  que  la  somme  ou  la  différence  des  distances  de 
tout  point  de  la  surface  aux  deux  foyers  o)  et  cj'  est  con- 
stante, on  conclurait  aisément  que  toute  section  plane 
est  une  conique  admettant  w  et  to'  comme  foyers  (n**  2). 
Ce  résultat  peut  encore  s'établir  ainsi  : 

Lorsqu^on  fait  tourner  une  conique  autour  de  son 
axe  focal,  la  directrice  D  correspondant  au  foyer  réel  F 
décrit  un  plan  P,  et  la  surface  peut  être  considérée 
comme  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  au 
point  F  et  au  plan  P  est  constant.  La  section  de  la  sur- 
face  par  un  plan  quelconque  Q  sera  le  lieu  des  points 
dont  le  rapport  des  distances  au  point  F  et  à  la  droite 
A,  intersection  de  P  et  de  Q,  est  constant  (voir  n?  2). 
Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  section  plane 
au  point  F  et  à  un  plan  fixe  quelconque  passant  par  A 
sera  aussi  constant;  or,  si  Ton  prend  le  plan  qui  passe 
par  A  et  par  F,  on  voit  (n"  2)  que  F  sera  le  sommet 
d'un  cône  de  révolution  passant  par  la  section  plane. 
La  section  de  la  surface,  ellipsoïde  de  révolution  allongé 
ou  hyperboloïde  de  révolution  à  deux  nappes,  par  un 
plan  quelconque  Q,  sera  donc  une  section  conique  dont 
la  courbe  focale  passera  par  les  foyers  de  la  surface. 


9.  Conclusion.  —  Apres  ce  qui  a  été  dit  au  début,  il 
est  à  peine  besoin  de  conclure. 

Presque  partout  je  me  suis  appuyé  uniquement  sur 
les  éléments  de  Géométrie.  J'espérais  môme  éviter  toute 
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intervention  explicite  de  l'Algèbre  quand  je  me  suis 
aperçu  que  la  démonstration  de  Gergonne,  telle  qu'on  la 
présente  dans  la  plupart  des  traités  classiques,  ne  pouvait 
pas  me  servir  de  point  de  départ  à  cause  de  son  manque 
de  généralité.  La  distinction  des  groupes  fondée  en  par- 
tie sur  ce  que  deux  cercles  d'un  même  groupe  seraient 
toujours  tangents  de  manière  dillerente  à  chacun  des 
cercles  fixes  ne  peut  être  maintenue  que  dans  quelques 
cas  particuliers.  La  méthode  des  cycles  réussit  au  con- 
traire toujours,  comme  je  crois  l'avoir  démontré  rigou- 
reusement par  le  calcul. 

Avant  de  penser  aux  cycles,  que  je  ne  connais  que 
depuis  peu,  grâce  au  Traité  de  Géométrie  ài^  MM..  E. 
Rouché  et  Ch.  de  Comberousse,  j'avais  eu  l'idée  de  m'ap- 
puyer  sur  ce  théorème  :  «  Le  lieu  des  points  tels  que  le 
rapport  qui  existe  entre  les  tangentes  menées  de  ces 
points  h  un  cercle  fixe  et  les  distances  de  ces  mêmes 
points  à  une  droite  fixe  soit  constant  est  une  section 
conique  ».  Mais  le  théorème  de  Dandelin,  sur  lequel  je 
comptais  m'appuyer,  ne  permet  d'établir  la  proposition 
que  pour  les  cercles  bi tangents  ayant  leur  centre  sur 
Taxe  focal,  bien  qu'elle  soit  vraie  encore  pour  les 
cercles  bitangents  en  deux  points  réels  qui  ont  leur 
centre  sur  l'axe  non  focal.  Or,  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent (n°  8;  2°),  on  a. vu  que  les  cercles  bitangents  de 
cette  seconde  sorte  intervenaient  pour  donner  les  sphères 
réelles  d'un  système  d'une  cyclide  d'ailleurs  imaginaire. 
C'est  cette  objection  qui  m'a  fait  renoncer  à  cette  marche 
séduisante  au  premier  abord  comme  tout  à  fait  géomé- 
trique. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  1392 

(fuir  y  série,  t.  IX,  p.  90); 

P\n  M.  G.-R.-J.  KALLENBERG  VA\  DEN  BOSCH, 

Ingénieur  civil  à  Brcda  (Hollande). 


D'un  point  M  du  plan  d'une  ellipse,  on  abaisse  les 
(jualre  normales  dont  les  pieds  sont  A|,  Aj,  Aj,  A4. 
Chaque  normale,  telle  que  A|M  rencontre  le  grand 
axe  en  P|  et  le  petit  axe  en  Q,.  Démontrer  les  rela- 
tions 

MA, 


A,P, 
MA, 


MAg 
A,  P2 

MAj 


A3P3 
M  A3 


AiQi        A,Qj        AaQ 


MA^ 

A,P4 
MAy 

AyQ, 

(E.  Barisiejv.) 


=  consl., 


=  consl. 


Soient  .ri,  x^-,  x^^  x.s  les  abscisses  des  points  A,,  Aj, 
x^a,  A4  ^  i  et  71  les  coordonnées  du  point  M,  par  rapport 
aux  axes  de  Tellipse,  et  nommons  B|  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  A,  sur  le  grand  axe,  on  a 


Jonc 


MA, 


ç 


hlii 


M  A 


A,P, 


et 


a^  .r, 


5 


Xy 


MA , 

\  1  r>; 


MA.        JVL\3 
A* I 2        A3 \  3 
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Les  pieds  des  normales  abaissées  de  M  étant  donnés  par 
Tintersection  de  Tellipse 

x^       y*  _ 
^  "^  6^  -'' 

et  de  l'hyperbole  équilatère 

leurs  abscisses  sont  les  racines  de  l'équation 

X* —a:»-^.  ..H -^x ^  =  o, 

obtenue  par  Télimination  de  j^;  de  manière  qu*on  a 

>    art a?,X3  = —         et  Xx x^x^x,,  = -^p  • 

La  substitution  de  ces  valeurs  donne 

MA,        MA,        MA,        ^if^  _£!//_  :i^\  __     ^'H-6« 

Four  .    ^.  f  on  trouve 

Aii^i 

MA|   _  a?! —  $  ^ 


A,Q,  X,     ' 

donc 

MA,         MA,         MA,         MAv  «s-f-^' 

-H  T—rz-  -t-  -T— rr-  =  2 


A,Q,        A,Qj        A3(.).,        A,(),  a^ 
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CONCOURS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE 
(TOULOUSE  1888). 

Solution  par  iM.  le  capitaine  BARISIEN. 


On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  sur  cette 
ellipse  un  point  M(x',  j')  :  former  P équation  générale 
des  coniques  osculatrices  à  l'ellipse  au  point  M. 

Exprimer  que  cette  équation  représente  une  para- 
bole; démontrer  ensuite  que,  par  un  point  P(a,  ^)  du 
plan  y  il  passe  quatre  de  ces  paraboles,  que  les  quatre 
points  (x'j  y)  correspondants  sont  situés  sur  deux 
droites  parallèles  et  que,  parmi  eux,  deux  au  plus  sont 
réels. 

Former  l'équation  d'une  parabole  passant  par  les 
quatre  points  (x'^  j')  qui  correspondent  à  un  point 
(a,  P),  et  trousser  le  lieu  décrit  par  ce  dernier  point 
lorsque  la  parabole  en  question  passe  par  un  point  Jixe 
du  plan. 

On  sait  que,  si  U  =  o  représente  la  droite  qui  louche 
eu  un  point  M  une  conique  S  =  o, 

S-XU«  =  o 

est  Téquation  générale  des  coniques  qui  ont  avec  S,  au 
point  M,  un  contact  du  troisième  ordre. 
Dans  le  cas  présent,  cette  équation  est 


(0 


x^        y*  ^  /xx'        yy'        \* 
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avec  la  condition 


't  v'i 


qui  exprime  que  le  point  M(a/,  ^')  appartient  à  l'el- 
lipse donnée 

a:*        y*  _ 

En  écrivant  que  l'équation  (i)  représente  une  para- 
bole et  tenant  compte  de  (2),  on  trouve  que  le  para- 
mètre X  doit  être  égal  à  l'unité  ;  en  sorte  que  la  parabole 
osculatrice  à  Tellipse  donnée  au  point  M  a  pour  équa- 
tion 

ou,  en  réduisant  et  ayant  égard  à  (2), 

(  4  )  (  ^y—  y^'  )'  +  2  (  6'  XX* -V-  à^yy'—  a*  ô«  )  =  o. 

Pour  construire  cette  parabole,  cherchons  les  coor- 
données des  points  d'intersection  de  la  parabole,  avec  la 
droite 

parallèle  à  la  tangente  en  M  et  menée  par  le  centre  O 
de  l'ellipse  donnée.  On  trouve,  pour  ces  coordonnées, 

aV  Ji  Bx'Jt, 

x=z  -'^-Y—y        y=  —  —  ; 

mais  les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  Tel* 
lipse  donnée  avec  cette  même  parallèle  à  la  tangente  sont 

av'  bx' 

b  -^  a 

Si  donc  on  mène  le  diamètre  01  conjugué  à  OM,  et  si 
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on  le  prolonge  jusqu^au  point  J  Ici  que 

OJ  =  Ol/I, 

le  point  J  appartiendra  à  la  parabole  osculatrice. 

Cette  construction  in(li(|ue  que  la  parabole  oscula- 
trice est  extérieur»  à  Pellipse. 

Si  la  parabole  osculatrice  passe  par  un  point  P(a,  j3) 
(lu  plan,  on  a 

(G)  6«^'*-H  a«/*—  «'**  =  o- 

La  résolution  de  ces  deux  équations  doit  donner  quatre 
valeurs  de  x^  «t^. 

Ces  équations,  lorsqu'on  y  considère  a/et  j^  comme 
des  coordonnées  courantes,  représentent,  Tune,  Tel- 
lipse  donnée  et  l'autre  une  parabole  tangente  à  la  polaire 
de  P  à  son  point  d'intersection  avec  PO. 

Cette  parabole  et  l'ellipse  ayant  même  diamètre  ont 
un  couple  de  cordes  communes,  formé  par  deux  droites 
parallèles  à  la  polaire  de  P. 

Si  le  point  P  est  à  Textérieur  de  l'ellipse,  il  est  vi- 
sible que  la  parabole  (8)  ne  coupe  l'ellipse  qu'en  deux 
points. 

Si  le  point  P  est  à  Tintérieur  de  Tellipse,  la  parabole 
(5)  est  tout  entière  extérieure  à  Tellipsc;  car,  si  l'on 
coupe  ces  deux  courbes  par  la  droite 

6*ax'^-a*p7'=  o, 

on  trouve,  en  appelant,  comme  précédemment,  I  son 
point  d'intersection  avec  l'ellipse  et  J  avec  la  para- 
bole, 

0J  =  0ïv/2. 

Donc,  quand  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse. 


I 
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les  quatre  points  correspondants  (a',  y')  sont  imagi- 
naires. 

L^équation    générale   des  coniques   passanl   par   les 
points  d'intersection  de  (5)  et  (6)  est 

-h  X(6«^2-h  a«y»—  a^b^)  =  o. 

En  exprimant  que  cette  conique  est  une  parabole,  on 
trouve 

et,  pour  Téquation  de  cette  parabole, 

Si  cette  parabole  passe  par  un  point  ilxe  {p^q)  du 
plan,  le  point  (a,  ^)  décrit  le  lieu  dont  Téquation  est 

(o)      j 

(  — 2a'6î(6*ay?H- a'p^)  =  O 

ou,  en  développant, 

-h  6*a»(^«—  a^)  —  aa«6»(^>ï/>a  -H  a«<7  p  —  aï6«)  i=  o. 
C'est  une  conique  dont  le  déterminant  est 

la  conique  (8)  est  donc  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
une  parabole,  suivant  que  le  point  {p^q)  est  intérieur 
ou  extérieur  à  Tellipse 

bî'^â^~^' 

ou  situé  sur  cette  courbe. 
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TnÉORIB  DES  SYSTÈMES  TRIPLES  DE  PSELDO-SilRPAGES; 

Pab  m.  l'abbé  ISSALY. 


Préliminaires. 

1 .  Dans  un  Mémoire  sur  les  congruuncfs  de  droites  ('), 
nous  avons,  pour  la  première  fois,  qualitié  de  pseudo- 
surface le  lieu  géométrique  de  nouvelle  espèce  que 
forment  deux  systèmes  de  courbes  variables  lorsqu'elles 
s'entrecoupent,  non  pas  rigoureusement  eomme  sur 
toute  surface,  mais  aux  inlininienl  petits  du  second 
ordre  près,  tout  au  plus. 

De  pareils  lieux  ne  peuvent  pas,  il  est  vrai,  ilre  re- 
présentés par  une  équation  iinie  en  X,  y,  z;  mais  ils 
olli-ent,  du  moins,  entre  autres  avantages,  celui  de 
donner  une  signilication  géométrique  très  simple  a 
toutes  lés  équations  différentielles  totales  de  la  forme 

qui  ne  sont  pas  intégrables,  c'est-à-dire  pour  lesquelles 
on  a 

ce  qui  est,  comme  on  le  sait,  le  cas  le  plus  commun. 

Cette  remarque  faite,  concevons  que,  au  lieu  des 
deux  courbes  requises  pour  la  généiatiou  de  toute 
pseudo- surface,  on  en  prenne  trois  concourant  en  un 


(■)  Mémoire  insùrc  au  Bulletin  de  la  Société  mathëmalique  de 
France,  t.  XVE. 

Voir  aussi  :  t.  Wlt  du  mùme  Bulletin,  un  second  Mémoirr  inli- 
tul*  :  Étude  géométrique  sur  la  courbure  des  pseudo-iur/acrs- 
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même  point  M,  au  degré  d'approximation  ci-dessus  in- 
diqué. En  les  associant  tout  d'abord  deux  à  deux,  ces 
courbes  engendreront,  comme  b'gnes  coordonnées,  trois 
pseudo-surfaces  dont  elles  pourront  ôtre  regardées 
comme  les  intersections  mutuelles. 

A  leur  tour,  par  leurs  déplacements  successifs,  ces 
trois  pseudo- surfaces  définiront  un  système  de  coor* 
données  à  trois  dimensions,  entièrement  comparable  à 
celui  que  forment  les  trois  familles  de  surfaces  qu'elles 
ont  pour  limites  respectives  ;  d'où  Ton  peut  prévoir  déjà 
que  les  propriétés  de  nos  systèmes  triples  de  pseudo- 
surfaces fourniront,  à  l'aide  de  quelques  conditions 
complémentaires,  toutes  celles  dont  jouissent  les  fa- 
milles de  surfaces  correspondantes. 

Proposons-nous  donc  d'établir  les  relations  fonda- 
mentales qui  régissent  les  premiers  de  ces  systèmes,  et, 
afin  de  traiter  le  problème  dans  toute  sa  généralité, 
supposons,  dès  à  présent,  que  les  trois  pseudo-surfaces 
coordonnées  se  coupent  sous  des  angles  variables  quel- 
conques. 

2.  Soient  (a,  è,  c),  .  .  .,  («i,  i4,C|),  .  .  .  les  cosinus 
directeurs  des  angles  que  les  arêtes  de  deux  trièdres  sup- 
plémentaires ^ïxyz  et  Mxi j^i  Z|  font  avec  les  arêtes 
d'un  trièdre  quelconque  OXYZ  ou  (T)  considéré  comme 
fixe  ;  nous  aurons  pour  formules  de  transformation  des 
coordonnées 

SX  -+-  Y  cosn  -f-  Z  cosm  =  ax -^  ct'y  -^-  a'z  =  «i^Ti-i- a'jj^i-h  a\zyy 
Xcos/i  -h  Y  -i-Zcos/    =  bx  -\-b'y-\-  h"  z  —  hxXy'^b\yx-^h\zx, 
\  Xcos/yn- Y  cos/  +  Z   —  ex  -\-  c'y  -\-  d* z  =  c^  xi-hc\yi-h  c\  Zi. 

Faisant  coïncider  isolément  chacun  des  deux  trièdres 
mobiles  avec  le  trièdre  (T)  (ce  qui  est  permis,  puisque 
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ce  dernier  est  quelconque),  on  aura 


(a) 


\   


,   ..          \  .ri-hj,cosvi-h5|COS{jL,  =  X,  =  d^  cos(a-,  a-,  ), 
(    «...., 

formules  dans  lesquelles  (x,  y,  z)  et  (X|,  Vn  Zi)  ï^** 
présentent  les  pi'ojeetîous  orthogonales  sur  les  arêtes 
des  deux  trîèdres  du  point  de  l'espace  que  l'on  consi- 
dère. 

Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  Ç,  7,,  î^les  angles 
xlM.r,,  ^'INlj'i,  ^Mc,.  Entre  les  projections  orthogo- 
nales dont  nous  venons  de  parler,  il  viendra  alors  ces 
relations  secondaires 


(3) 


(3') 


\   — 


Xl 


cos  \ 


ViCOSV  Zi  COSfX 


C0S7) 


cosÇ 


M 


cos  \ 


VCOSVi 

-h 


CORTi 


z  cos  |X, 
cos  JT 


Comme  d'ailleurs 


cosÇ  =sinfxsinv,  =sinfxisinv, 
cosT^  =  sinv  sinXi  —  sinvj  sinX, 
cosÇ  =  sinX  sin|Jti  =  sinXi  sin|ji, 


il  s'ensuit  que  Ton  peut  écrire 


sinX  sin  ji  sinv 

sinXi        sin[jii        sinvi 


en  posant 


A  ^ 


cosv 


cosu     cos/ 


cosv        cos  M. 


cosX 
I 


I 

COSV| 
cos  |Xj 


COSVi       COSjIi    , 

I  cos / I 

c<isXi  I       , 


(  ^"7  ) 

OU  bien 

A  =sin*Xisin'a  sin^v, 

Ai=sin*X  sin*[iisin*vi. 

JN'ous  aurons  aussi  besoin  de  savoir  (exprimer  les  co- 
sinus /i,  a!  ^  al\  ...  en  fonelion  des  cosinus  «i,  a '^ , 
a",,  .  .  . ,  et  vice  iwvsa^  quand  les  irièdres  mobiles  ont 
repris  une  position  quelconque  pai*  rapport  au  Irièdre 
(ixe.  On  trouve  à  cet  eHet 


a»  a,  cosv        n.  cosjjl 

(4)  {  COS^  COSTj  COSÇ 


J 


flr  a'cosv|        a*cos}Jii 

(4  )  {  cosf  cosr,  cosÇ 


1.    ReLATIOJVS    DIFFÉRE]VTIKLLES. 

3.  Soient  {i)^  {^'),  (rf")  les  trois  pseudo- surfaces 
coordonnées  respectivement  tangentes  en  M  aux  faces 
du  trièdre  Mayz.  Désignons  par  (s),  (s'),  (s'')  leurs 
courbes  d'intersection,  eu  pseudo-contact  avec  les  arôtes 
du  trièdre;  et  soient  p,  p',  p''  les  rayons  de  première 
courbure  de  ces  mêmes  lignes. 

De  ce  que  les  rayons  p,  p',  p"  appartiennent  nécessai- 
rement aux  faces  du  trièdre  supplémentaire  Ma?,  )jC|, 
il  résulte  que  Ton  a  1rs  relations  connues 


âa 

Os 

? 

1            >' 

=    -\-    —     y 

P.V.            Pr, 

On' 

ros(,s',\) 

a\    ,    ^7, 

Os'    " 

* 

P' 

~     f      î      /    / 

Pr,          P.r, 

On" 

Os"    ~ 

-      ..        r-      „     • 
P.r.           P., 
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Posant,  par  analogie, 


da   _  cos(nj',  x) 
57'   "" 


a, 


TÎT 


t!T 


ri 


a, 


'I 


da'  _  cos(nT',  x) 
57  "" 


CI 


4- 


GT 


da^       ros(nj, 
d5                m 

x)  _   a,  _^  a',  . 

da        cos(7', 

x)        a\         a\ 

da'        cosCy, 
d*    ~          X 

^)    -    <     _x-     ^» 

da'       cos(y', 

x)  _   a,  _^  a'i 
X,»'i       Xti 

on  reconnaît  dans  ->  •••>  ->  •••  ce  que  nous  avons 

'^  X  \ 

nommé   ailleurs  les   courbures  corrclaùs^es  ou  alter- 
nantes des  lignes  coordonnées. 

Actuellement,  di  lie  reniions  par  rapport  à  5,  /,  sf^  les 
valeurs  des  cosinus  des  faces  du  premier  trîèdre,  sa- 
voir : 

D  cosX  =      (aa'  +  b'6'-h  b'c')a' 

(b"a'-4-  ^'b'  -f-  bc')6'H-  (b'a'+  bè'+  a'c')c'. 


valeurs  où  l'on  a  fait,  avec  D  -- 


]         cos  n    cos  m 
ros/i         I        cos/ 
cos  m     cos/         I 


sin*/   =  a, 


cos  m  cos  71 — cos/   =  b. 


sin*m=  a',         cosn  cos/  — cos/7i=b', 


nn*w  =  a 


cos/    cos/??  —  cos/i  =  b"; 


puis,  faisons  coïncider  le  tricdrc  ^Ixjz  avec  le  trîèdre 
fixe-,  on  trouvera,  après  réduction,  les   neuf  relations 


{  ao9  ) 
suivantes 


sinvi 

— 

^  -+-  —, 

sinXf 

P=. 

— 

sinX|       <^> 
pv.          Os' 

sinv, 

pi        '    Os'' 

que  nous  écrirons  plus  simplement  ainsi 


1,    =Pi^ôI" 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  dérivées  partielles  ci- 
dessus,  il  viendra 

àa    .    ^ 

-  -  sin  Al  =  a ,  l'i  —  «  1  ni  1 , 
Os 

(6)  {         sinjjii  =  a,  pi  —  ai  n,, 

àa"  .  ,. 

—  smv,  =  ai  qi  — a,l,, 

premier  système  général,  relatif  à  la  variable  s. 

Ce  système  devra  être  complété  par  deux  autres  rela- 
tifs à  5'  et  à  /';  mais  ceux-ci  se  déduisent  aussitôt  du  pré- 
cédent, car  il  suffit  d'y  alïecter,  d'un  ou  de  deux  ac- 
cents les  composantes  qui  y  entrent. 

Ann.  de  Afathémat.,  3'  série,  t.  1\.  (Mai  1890.)  l4 
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■i.  Les  trois  sjslèmiis  f|ue  nous  venons  de  former  cor- 
respondent, par  (I,  a',  a",  au  premier  dos  Irièdres  coor- 
donnés Mtjz.  Il  s'agit  d'obtenir  les  trois  systèmes 
corrélatifs  (jui  correspondent,  par  a,,  a\,  a',,  au  second 
trièdrc  Mx,y,  s,. 

Pour  cela,  nous  ferons  observer  que,  en  vertu  des 
propriétés  connues  des  trièdrcs  supplémentaires,  on  a 


ùs 

-4  , 


ce  qui  montre  incidemment  (a)  et  (a')  que  les  varia- 
lions  (alternées)  des  faecs  des  deux  iricdres  pourront 
toujours,  si  besoin  est,  Alto  assimilées  au  signe  près  aux 
projections  obliques  d'un  même  segment  issu  de  l'origine. 
Ceci  posé,  abordons  directement  la  question,  en  diOe- 
rentiant  par  rapport  à  5  la  valeur  (4')  de  a,  mise  sous  la 
forme  entière 


Après  avoir  remplacé  dans  l'équation  dérivée  cosX 
par  sa  valeur  ci-dessus  et  -~  par  la  suivante 

-gL-osS  =  l,_p,  +  (m,_<„)cosv-H(n,-r,)cosK. 

déduite  de  (7)  et  de  (5),  on  sera  conduit  par  le  calcul 
lui-même  à  considérer  les  trois  trièdrcs  bî-rectangles 
auxiliaires  M^-jj^zp^,  My^a  .r^,  et  M^ar^j'a^,  et  cela,  en 


(ai,  ) 
posant 

Iiïii —  Ti  cosXi  =  iriy,  sinX|,  r^  — iHiCOsXi  =  rp,  sinXi, 
n,  — p|COSfA,=  na,  sin[Xt,  pi  — n,  cosja,  =  py,sin|X|, 
li    — qiCOSVt=lp,    sinv|,        qi  —  l]    cosvj  =  q^,  sinvi. 

Ce  premier  système  de  trièdres  auxiliaires  eu  appelle 
un  second,  réciproque  du  premier,  celui  des  trièdres 


Mx,j'a, ^a,î  •••  qtie  l'on  introduit  à  son  tour,  implicite- 
ment lui  aussi,  en  posant,  dans  les  résultats  trouvés, 

i<ïai  +  "a,  cosX  =  q  sinX,         n^,  -h  q»,  cosX  =  n  sinX, 
w/   ^'*?t-*-lpi    cos|JL=  r  sinjjL,         Ip^    H-rp,  cosa=I    sinjx, 
(  p^,  -f-  m^,  cosv  =  p  sinv,  my,  -+-  py,  cosv  =  m  sinv. 

Il  vient  ainsi  finalement,  pour  le  premier  des  systèmes 
(analytiques)  corrélatifs  que  nous  voulions  obtenir, 

—  sinA  =a  n  — «  q, 
ds 

(lo)  '    -r-î^  sin  [1  =  a  I    — a  Tj 

àa\    . 

—■  sinv  —a  m  —  a  p. 
as  ' 

Par  de  simples  accents,  on  en  déduira  les  deux  autres 
en  y  et/. 

Bien  que  le  nouveau  groupe  de  systèmes  généraux  soit 
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cquwalent  au  premier,  il  ne  nous  sera  pas  moins  ulile 
que  lui  dans  les  applications. 

5.  i*'  Comme  corollaire,  si  Ton  forme,  à  Taide  du 
Tableau  (9),  les  différences  1  —  p,  m  —  q,  n — r  el 
qu'on  rapproche  les  résultats  des  formules  (7),  on  trou- 
vera 


(II) 


1 

=  p-- 

ds' 

ni 

-q 

d\3.i 
as   ' 

n 

=  r  — 

Vs' 

r 

•  • 

-p- 

dX, 
ds" 

ce  qui  met  pleinement  en  évidence  la  corrélation  des 
deux  groupes  de  systèmes. 

2**  Remarquons  encore  que  de  (8)  et  (9)  on  tire, 
entre  autres  valeurs, 

_  qi  —  U  cosvj  _  q  —  n  cosX 

Qflt,  —    ; =    : — ^s y 

,       '  sinvi  sinA 

(''^-)  {  ^ 

"i  —  Pi^^sfXi        n  —  qcosA 

rifli  =  : =  r  .. • 

sin{Jii  sinA 

Ces  formules  nous  seront  bientôt  nécessaires. 


II.  —  Équations  fondamentales  de*  la  théorie 

DES    systèmes    triples    DE    PSEUDO-SURFACES. 

6.  Si  l'on  développe,  à  l'aide  des  formules  (6),  les 
calculs  indiqués  par  les  trois  identités  en  a,  a',  cP^i 

.da         .da 

K-Jl 

'i)s'    ~    ds"  ' 


(  ■>yi  ) 


on  trouvera 


(i3) 


(%.  _  ^\  sinX 
\ds'        d«7*'"^ 

/dq',        <)q',\    . 


=  qn  —  n   q  =  Lf, 


=  r'r  -r    r'=H, 


r^r'i         <^r'; 


Passant  aux  identités 


sinv  =  p'm' —  m'p'=  K. 


as" 
ds' 


ds' 


il  viendra  semblablement,  au  moyen  de  (lo), 

/àV        <>l'  \   ■   1  .    ,        ,     ,      r 

(à?  -^.js'"^.  =  ■".>•.-'•.'«.=  G.. 

/   /-  F    /dm'       (?m*\    .  ,     „  f     „       w. 

Ce  sont  les  équations  que  nous  voulions  établir.  Elles 
méritent,  ce  nous  semble,  le  nom  de  fondamentales,  à 
un  tout  autre  litre  que  celles  qui  leur  correspondent 
dans  la  théorie  des  surfaces,  puisqu'elles  en  constituent 
comme  on  le  verra,  une  haute  généralisation. 

11  est  bon  d'observer  que  les  fonctions  binômes,  G, 
H,  K,  Gj,  ...  qui  les  composent,  peuvent  s'obtenir  di- 
rectement, c'est-à-dire  sans  dîfférentiation  ;  car,  de 
(6)  et  de  (io),  on  tire  aussitôt 


sin*Xi 


àa 
ds' 

da 

ds" 

db 

ds' 

db 

ds' 

a. 


a\ 


b\     b\ 


=  m',  rj  —  riQii  =  G,, 
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sin'X 


dai 
Os' 

àai 

a' 

a' 

ds' 

dbi 

• 

b' 

b' 

=  q'n'   —  n'q'=:G, 


7.  Cas  particulier,  —  Arrêtons-nous  au  cas  où  les 
trois  pseudo-surfaces  coordonnées  se  couperaient  sous 
des  Siiï^es  constants.  Les  variations  des  faces  étant  alors 
nulles,  par  hypothèse,  il  faut  écrire  que 

1  =  p,  m  =  q,  n  =  r, 

li=  Pi,         mi=  qi,        ni  =  r|. 

Les  systèmes  généraux  (6)  et  (lo)  deviennent  alors 

àa     ,    ^  ,  „  da*    .    ^  ,  .    ■ 

-7-  sinAi  =  a,  Fi  —  «j  qi,         —^  sin A  =  a  r  —  a  q, 


(i5) 


àa!    . 
da'   . 


—  sin{xi=  a,pi— at  r», 


ds 

àa'i    .  , 

— r-i  sin  u=  a  p  —  a  r, 
ds        ^ 


da\    .  , 

--—sinvi  =  ai  qi  —  «i  pi,  -r^  sinv  =  a  n  — a  p. 

Quant  aux  équations  fondamentales,  on  a,  pour  cor- 
respondre à  (i3), 

ot,  pour  correspondre  à  (i4)) 


(>1') 


I   /t>q'        dq'\    .  ,     „  ,    „        ,. 

1    (^--^j^'"''"^P''l<-1'P'=^'- 


(  •■»«5  ) 
luiroduisons,  en  dernier  lieu,  dans  (8)  et  (9),  les 
conditions  (i5),  on  aura,  entre  autres  résultats, 

pi    qi  cosv    r^  cos(x 

p  =  r  H 1 zr-9 

COSÇ     COS7)       cosÇ 


P           q  cosvi        rcosjxj 
Pi  =  -^  -+- H py 

"^  COSj  COST^  cosÇ 


Que  si  Ton  compare  ces  valeurs  avec  les  formules  (3 
el  (3'),  on  voit  que  les  quantités  p,  q,  r  et  pi,  qi,  r,  ne 
sont  autres,  dans  le  cas  actuel,  que  les  projections  or- 
thogonales d'un  même  segment  issu  de  Torigine. 

Ce  segment  intervient  en  Cinématique;  il  mesure  la 
vitesse  instantanée  de  rotation  (o  d'un  corps  solide  au- 
tour d'un  point  fixe: 

En  désignant  par  p^  q,  r  cl  p^^q^^  r^  les  projections 
obliques  correspondantes;  il  résulte  des  formules  (2)  et 
(2')  que  Ton  a  aussi 

P  -h  q  cosv  -{- r  cos[jl  =p  =/?iC0s5, 


/>i-i-^tCOSv,-{-riCOS|ji|  =  pi  =/?  cos$, 

Les  équations  du  segment  co,  ou  mieux,  do  l'axe  in- 
stantané coïncidajit,  admettent  dès  lors  cette  double  forme 

X   ^  y   __  -3    _  p 
p    ~'  q  r         o) 

£1^  _  2^  _  £1  _  £ 

P\      qt  "  n      w' 
avec 


(jt> 


«=  £/)*-{-  -zS^rcosX  =  S/?f -f-  aS^iTiCOsXi. 


Les  composantes  p',  q',  r'  et  p'',  q'',  r"  donneraient 
lieu  à  des  considérations  de  même  nature,  sur  lesquelles 
nous  ne  saurions  insister  ici. 


(  ^'6  ) 


III.  —  Application  aux  systèmes  triples  de  surfaces. 
Généralisation  du  théorème  de  Dupin  relatif  aux 
surfaces  orthogonales. 

8.  Cherchons  d'abord  les  conditions  qui  permetteut 
de  transformer  les  pseudo-surfaces  coordonnées  (^), 
(J')  et  (J")  en  leurs  limites  respectives  qui  seront  les 
surfaces  coordonnées  (F),  (F')  et  (F''). 

Pour  cela,  au  lieu  de  considérer  les  arcs  ds^  ds',  ds" 
comme  indépendants,  ainsi  que  nous  Tavons  fait  jus- 
qu'ici, concevons  qu'ils  soient  des  fonctions  données  A, 
A',  A''  de  trois  paramètres  quelconques  u,  u\  u'\  et, 
conséquemment,  posons 


avec 


ds  =  kdu,        ds=  \'du',        dj^=  A' du", 
e/S»=  y: X^du^ -h  7.^ A' A' du' du" cosl 


pour  l'arc  résultant  rfS. 

Si  Ton  désigne  par  (X,  Y,  Z)  les  coordonnées  de  l'ori- 
gine M  par  rapport  au  trièdre  fixe  (T),  on  aura 


0\ 
du 


=  Aa, 


à\ 


du 


7  =  Aa', 


du" 


=  A"a 


tr  _» 


Des  deux  dernières,  par  exemple,  on  conclut  que 


d^X 
du'  du" 

d^\ 
du"  du' 


da' 


,  àA' 


=  A' 


da" 
du 


a 


dA" 


du 


r   y 


d'où 


A' A" 


da  ,  dX'        4  f  »  ff  ^^'' 

d7~^''dU:"=^'^'^-d7 


a" 


d\" 

du' 


Substituant  à 


.    da'     da" 


v  y 


r  leurs  valeurs   déduites   des    sys- 


ds"  '    ds' 
tèmcs  dont  (6)  rst  le  lype  cl  égalant  ensuite  entre  eux 


(  >•:  ) 

les  coefHcienis  de  a,  a\  cf  ^  on  trouve,  pour  transformer 
la  pseudo-surface  (^),  tangente  au  plan  des  yz^  en  la 
surface  correspondante  (F),  les  conditions 

—  A  A  1,  sin  A  =  ~—i —7  cos  A, 

*  ôa         du 

(F)  '        AA'p,  sinA=  — r =  cosA, 

^^  du         du 

q'i  —  !',  cosvi        n"  —  p',  cosjJii 

-, ! : =:  O, 

sinvi  sinjii 

celte  dernière  pouvant  aussi,  d'après  (la),  s'écrire 

,  ^^  q'— n'cosX        n*--q'cosX 

(15)  -2 ^^ 1 ^i-^ =o 

sinA  sinA 

OU  mieux 

(i5')  q'-^- n'— (n'-H  q')cosX  =  o. 

Si  Ton  fait  un  calcul  semblable  sur  ridenlité 

du"  du  ~  du  du" 
on  trouvera,  pour  transformer  {f)  en  (F'). 

—  A  A  m ,  sm  a  =  — — -^  cos  u, 

'        ^        du        du  ^ 

-  r./  t  v  4  àx\.        dX" 

(F)  ;        AAq,  s.n.u=^^^.-  ^^-cos;^, 

r",  —  m",  cosXi        li  —  qi  cosvj  __ 
sinAi  sinv| 

EnGn,   de  Tidentilé  -r — '-—,  =  ^  ,\   >    on  tirera,  pour 

du  du         du  du  '■ 

transformer  (J^')  en  (F"), 

...  dX         dX' 

—  AA  ni  sinv  =  -— : -—  cosv, 

du         du 

(F')  <        XX  r\  sinv  = -r-;  cosv, 

'  '  du        du 

Pi  —  ni  cos  [Xi        m\  —  r',  cos  Xi  _ 

,-  —\—  ;        —  —      O. 

sinfii  <inAi 


"7»  A    .1.7"»'  1** 
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Rapprochant  du  type  (12)  les  trois  conditions  indépen- 
dantes de  A,  A',  A",  on  voit  qu'elles  peuvent  être  mises 
sous  la  forme 


Py."^™t.=  °- 


(iG)      q'x, -i- n'i,  =  o,         r'^^ -f- Ip,  =  o, 

Lorsque  les  surfaces  coordonnées  sont  orthogonales,  ces 
conditions  se  réduisent  h 


(16') 


^'-l-r'=o,         r'-l-/?  =  o, 


p-^q  =0 


et,  par  conséquent,  à 


(16') 


/?  =  ^'=  7^=  O. 


Ceci  va  nous  conduire  à  d'intéressantes  remarques. 

9.  1®  Par  des  considérations  dont  l'exposé  nous  en- 
traînerait trop  loin,  on  peut  prouver  que,  dans  le  cas 
notamment  où  les  trois  pseudo-surfaces  coordonnées  se 
coupent  sous  des  angles  invariables,  les  équations  de  leurs 
lignes  asymptotiques  sont  respectivement  pour  chacune 

/  r;,,  ds'^  -  (  q',  -  r;,  )  ds'  ds"^  q^,  ds'^  =  o, 

(17)  Vl,ds''-{^l-V^,)ds'ds-v^^ds^  =0, 

(  qy^  ds^  —  (  py^ —  qL  )  ds  ds'  —  py^  ds'^  =  o. 

Quant  aux  lignes  de  courbure  de  ces  mêmes  pseiido-sur- 
faces,  elles  sont  représentées  par  le  système 


(18) 


/  c^'ds'^  -H  ( r' -h  q")  ds'  'ds'-\-  r"  ds"^  =  o, 
r'ds'^ -h  (p'-^-  T)dsrds  -¥-p  ds^  =  o, 


I 


\  p  ds^  -i-  (q  -^\)')  ds  ds'-{-  q'ds'^  =  o. 


Or,  dans  le  cas  présent,  les  conditions  générales  (16) 
reviennent,  d'après  (12),  à 

q'-l-  r*— (r'  -hq'')cosX  =  o, 

l"  -h  p  —  (  p"  4-  r  )  COS  jJL  =  o, 

p  -h  q' —  f  q  -1-  p)  cosv  =  o. 


(  ^*9  ) 

Elles  expriineut  doue  que  les  lignes  de  courbure  (18) 
sont  devenues  rectangulaires^  ce  qui  est,  on  le  sait,  une 
des  propriétés  caractéristiques  des  surfaces.  C'est  une 
première  vérification. 

2°  Pour  que  les  pseudo- surfaces  coordonnées  se  cou- 
pent suivant  leurs  lignes  de  courbure,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  équations  (18)  prennent  les  formes  réduites 

Bds'd^=o,        B'd^ds  =  Oy        B'dsds'^o, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

p  =  q'  =  i^  =  o. 

Quand  les  pseudo-surfaces  se  coupent  h  angles  droits, 
ces  conditions  deviennent 

mais  alors,  d'après  (16"),  elles  caractérisent  trois  sur- 
faces. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Lorsque  les  pseudo-surfaces  qui  com- 
posent un  système  triple  se  coupent  constamment  deux 
à  deux  suii^ant  leurs  lignes  de  courbure  (angulaires) ^ 
ces  pseudo-surfaces  n'arrivent  à  former  un  système 
orthogonal  qu^ en  se  transformant  en  surfaces. 

C'est  là,  sous  une  forme  nouvelle  et  plus  générale,  le 
célèbre  théorème  de  Dupin. 

IV.    EXTENSIOJV    DES    ÉQUATIONS    DE    CoDAZZI 

ET    DU    THÉORÈME    DE    GauSS. 

10.  Pour  étendre  aux  surfaces  nos  équations  fonda- 
mentales (n**  6),  il  faudra  d'abord  remplacer  dans  les 

syslèuies  (10)  et  (i4)  It'S  dérivées  partielles  --  >  -^9  • .  • 

par  -T-  -T-}  -j-  -r-^y  ...  er  tenir  compte  de  cette  substitu- 
*       A  ou    \   au  * 


(    j«o  ) 
tioii  dan.s  le  dévduppumeitt  dt's  iUcnlUés  qui  nous  ont 
conduit  à  CCS  équations. 

En  supposaol  toujours  que  les  faces  X,  [a,  y  et  ).,,  |j.,, 
V|  soient  variables,  on  aura  d'abord 


fdfA'r',  I        rffA'r",!' 


ni  =  A'A'{q'n'  — n'q*)  =  A'A'G, 
n[i=  A'A'(r'l'  —  I'  r')  =  A'A'H, 
=  A'A'ip'm'— iii>")=  A'A'K. 


Les  combinaisons    \"A  et  AA'  fourniront  des  résultats 
analogues. 

Viennent  ensuite  les  systèmes  corrélatif»  reniermant 
eux  aussi,  en  tout,  neuf  équations  dont  voici  les  trois 
premières  : 

1    I  — r— r-     =  — 3—7—       sinJ.,  —  A  A  (m,  r.  —  r,  m,)=  A  A  G.. 

On  en  conclut,  en  particulier,  pour  tout  système 
triple  ortbogona),  les  ti'ois  équations  diirérenlielles  sui- 
vantes, entre  les  fonctions  arbitraires  A,  A',  A" 

ou\\''  du    cJu  /  "^  (*«■  \  A'   du  t/u-)'^  dW\\^  du'  ùu)~°' 


\\.  Considérons  spéeialement  les  équations  du  groupe 
(19).  Parmi  elles,  il  v  ^n  a  trois,  la  première,  la 
cinquième  et  la  neuvième,  c'est-à-dire  celles  qui  cor- 
respoudeuL  direoiemcnl  ;iux  conditions  (t),  (f),  (F') 
du  n"  8,  auxquelles  le  tlicorcme  de  Gauss  est  applicable. 
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Occupons-nous  de  la  première.   Puisqu'on  a  actuel 
Icment 


l«s  conditions  (F)  nous  donnent 

d\  I        /âX'       OX" 


P»~       du'        A'sinXV 


du' 


du' 


cos 


.), 


,,   „  I       /àV       d\'       ,\ 

'  '        A  sinA  \du         Ou  I 

Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  choisie,  il  viendra 

dfA'p',)       (^(A'p*) 

A'sinX        y 


£>«' 


C^ï^' 


(^n 


d\   du' 

du'  du"       Ou" 


dX'       d\'        . 
^-^^^^^ 
Ou'  \         A'  sinX 

=     .    ,  (q  n  --  n  q  )  ==     .    >  G.     C.Q.F.D. 
sinX    ^  ^  sinX 

On  procédera  de  la  même  façon  pour  les  deux  autres. 

12.  Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  que  si  Ton 
représente  par  F(X,Y,Z)=:o,  Téquation  de  la  sur- 
face (F)  tangente  au  plan  des  yz^  et  rapportée  à  des 
coordonnées  rectangulaires,  on  peut,  à  l'expression 
précédente  de  G,  substituer  celle-ci  : 


[(«)'- (^î)'-(ÎT)•]«- 


d^F 

d^F 

dX^ 

ôXdY 

d^F 

fi»  F 

dXdY 

dY» 

d^F 

d^F 

dXdZ 


d\dZ 

dF\^ 
dY 


d^F 
dXdZ 

d^F 
d\dZ 

d^F 

()Z» 


dx) 


( 


/aF\«      /àPy      /àFV 
\ÔX)        \d\)        \àl) 


o 


{^22    ) 

Des  étjpalions  F'(X,Y,Z)  =  o  et  F"{X,  Y,  Z)  =  o,  ou 
lircra  dus  expressions  analogues  jKiur  ^'  el  S(".  C'ctl 
dans  cette  dernière  spécialement  que  se  trouvera  repro- 
duite, mais  avec  plus  de  symétrie,  la  seconde  des  fuîmes 
donnée  par  Gauss  au  rapport  qui  lui  sert  à  mesurer  la 
courbure  des  surfaees. 


REMARQUE  SUR  LE  CAS  DOUTEUX  RELATIF  A  CERTAriVS 
CARACTÈRES  DE  COIVVERGB.\CS  DES  SÉRIES; 


I  M.  G.  FOUIiET. 


1.  Parmi  les  procédés  doni  ou  t'ait  le  plus  souvent 
usage,  pour  reconnaître  si  une  série  à  termes  positifs 


est  convergente  ou  divergente,  il  eu  est  deux,  particu- 
lièrement simples,  qui  sont  fondés  sur  la  considéralion 
des  expressions  -^^  et  vh„.  L'application  de  l'un  ou 
l'autre  de  ces  caractères  permet,  avec  plus  ou  moins 
de  facilité,  de  voir  si  la  série  est  convergente,  sauf  dans 
le  cas  spécial,  appelé  cas  douteux,  où  l'expression  con- 
sidérée tend  vers  l'unité,  par  valeurs  inférieures  à  un, 
ou  bien  linit  par  rester  dans  le  voisinage  de  l'unité, 
sans  être  dès  lors  constamment  supérieure  à  un,  ni  con- 
stamment inférieure  à  un  nombre  assignable  )>lus  petit 
que  l'unité. 

Wous  allons  faire  voir  que  si,  par  suite  des  circon- 
stances que  nous  venons  de  rappeler,  Vapplicalion  du 
critèrti  basé  sur  l'expression  \u„  ne  donne  aucune  con- 
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clusion  sur  la  convergence  de  la  série,  il  en  est  de  même 

du  critère  fondé  sur  la  considération  de-^^*  Celte 

proposition  une  fois  établie,  la  réciproque  en  résultera 
sans  démonstration. 

2.  Rappelons  tout  d'abord  qu'une  série^  dont  les 
termes  ne  décroissent  pas  indéfiniment,  est  divergente. 
Écartons  ce  cas,  dans  lequel  la  question  se  trouve  réso- 
lue immédiatement,  et  supposons  que  les  termes  de  la 
série  tendent  vers  zéro." On  pourra  toujours  trouver  un 
nombre  entier  r  assez  grand  pour  que  Ur  et  les  termes 
suivants  soient  tous  inférieurs  à  Tunité.  Il  en  sera,  par 

suite,  de  môme  des  expressions  telles  que  V^w^,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  égales  ou  supérieures  à  r,  les 
racines  d'indice  quelconque  d*un  nombre  inférieur  à  un 
étant  elles-mêmes  plus  petites  que  l'unité.  Si  donc  l'ex- 
pression ^u,i  ne  fournit  aucune  indication  sur  la  conver- 
gence ou  la  divergence  de  la  s<irie,  cela  proviendra  de 
l'impossibilité    d'assigner  un   nombre  plus   petit    que 

l'unité,  auquel  \/un  soit  inférieure,  pour  les  valeurs 
suflisamurent  grandes  de  /i  (^  ). 

Cela  posé,  on  ne  saurait  trouver  un  nombre  entier  ^, 
tel  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  /i  égales  ou  supérieures 

à  q^  —'^^  fût  plus  grand  que  l'unité^  sinon,  les  termes 

Un 

Uq,  M^+i,  Uq^29  •  •  •  formcraicut  une  suite  croissante,  ce 
qui  est  contraire  à  l'hypollièsc  d'après  laquelle  les 
termes  de  la  série  décroissent  indéfiniment. 

3.  D'autre  part,  si,  pour  des  valeurs  de  n  égales  ou 


(')  Le  cas  où  v^m„  tendrait  vers  on,  par  valeurs  plus  petites  que 
Tunité,  est  évidemment  compris  dans  celui  que  nous  venons  d'é- 
noncer. Il  est  donc  inutile  de  le  traiter  à  pari. 
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supérieures  à  uncerlain  entier/^,    "^^  était  constamment 


u 


inférieur  à  un  certain  nombre  X  <^  i ,  de  sorte  que  Ton 


eut 


u 


Un 


<A, 


U 


P^i 


^^p-hi 


<h 


u„^k 


Up^k-\ 


'-<i, 


on  en  déduirait 


U„ 


IK 


OU  bien 

et,  par  suite 


p-i-k 


\-k    j— 

V  Xi 


Deux  cas  sont  à  distinguer.  En  supposant  d'abord 
.—  ^  I ,  on  aurait,  quel  que  soit  /r, 


p->rk     / 

Mi 


\/x7.  =  ' 


et,  par  conséquent, 


P^y 


i*p-^k  <  ^• 


En  supposant  au  contraire  ~  >  i   et  désignant  par  (x 

un  nombre  pris  arbitrairement  entre  A  et  l'unité,  on 
pourrait  toujours  trouver  un  nombre  entier  assez  grand 
pour  que  l*on  eût 


y  ip 


P+k    / 


et  à  fortiori 

pour  toutes  les  valeurs  de  A^  égales  ou  supérieures  à  cet 
entier. 

De  toute  façon,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  pourrait 
déterminer,  pour  l'entier  /i,  une  valeur  telle  que,  pour 
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ti)uU*s  les  valeurs  supérieures  à  celle-lA,  v^  lût  iul'é- 
rieur  à  un  nombre  déterminé  plus  petit  que  l'unité,  ce 
qui  est  en  contradiction  avec  Thypothèse  faite  au  début 
de  cette  démonstration. 


4.  Le  rapport  -^^  ne  pouvant,  pour  des  valeurs  suffi- 
samment grandes  de  /i,  ni  devenir  et  rester  supérieur  à 
un,  ni  -devenir  et  rester  inférieur  à  un  nombre  déter- 
miné, plus  petit  que  Tunité,  quelque  peu  dîHerent  qu'il 
soit  de  Tunité,  on  doit  en   conclure  que,  dans  Thypo- 

lhè?e  où   nous  nous  sommes  placé,   l'expression —^^^> 

de  même  que  yu„^  ne  permet  aucunement  de  s'assurer 
de  la  convergence  ou  de  la  divergence  de  la  série. 

Il  convient  alors,  comme  on  le  sait,  d'avoir  recours  à 
d'autres  critères,  tels  que  ceux  donnés  par  Raabe  et 
Duhamel,  par  M.  Bertrand  (^), lesquels  permettent,  dans 
bien  des  cas,  de  lever  le  doute  que  laisse  subsister  l'ap- 
plication de  l'un  ou  l'autre  des  deux  caractères  de  con- 
vergence dont  nous  venons  de  nous  occuper. 

5.  Le  théorème  démontré  plus  haut  (n**  3)  peut  s'é- 
noncer ainsi  : 

(')  Ces  divers  critères,  ainsi  que  celui  qui  s'appuie  sur  la  consi* 

dération  du  rapport    ""*"■  >  se  déduisent  presque  immédiatement  d'un 

théorème  remarquable  et  bien  facile  à  démontrer,  dont  l'origine  est 
due  à  Kummer  {Journal  de  Crelle,  t.  13),  mais  qui  a  été  précisé 
et  complété  successivement  par  M.  Dini  {Annali  delV  Univ.  Tosc, 
t.  LX),  par  M.  du  Bois-Reymond  {Journal  de  C relie  Borchardtj 
t>  76;  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  CVII,  p.  941  ), 
et  par  M.  Jensen  {Comptes  rendus,  t.  CVI,  p.  729  et  i5ao;  Nou^ 
velles  Annales,  3*  série,  t.  VII,  p.  196).  —  Voir  également  sur  ce 
sujet  divers  articles  intéressants  de  M.  Cesaro  {Comptes  rendus, 
t.  CVI,  p.  1142  et  1791  ;  Nouvelles  Annales,  3*  série,  t.  Vil,  p.  ^06). 

Ann.  de  Matkémat.,  3*  série,  t.  IX  (Mai  1890).  i5 


(  1^:26  ) 
Etant  donnée  une  série  à  tenues  positifs 

M|  -1-  Mj  -i-  l/j  -T-   •  .  .   -+-  Ufg  -r-  Ufi-^i  -+-..., 

51,  pour  les  'Valeurs  suffisamment  grandes  de  V entier 
/i,  le  rapport  -^^  est  inférieur  à  un  certain  nombre 

\<^\y  on  peut  trou\fer  un  nombre  jji  <^  i ,  t«/  que,  pour 

les  valeurs  suffisamment  grandes  de  /i,  V expression  \/u. 
soit  inférieure  à  tx . 

On  démontrerait  d'uue  manière  toute  semblable  cei 
autre  théorème,  qui  est  d^ailleurs  sans  intérêt  au  point 
de  vue  de  la  question  traitée  dans  cette  Note  : 

Si^  pour  les  valeurs  suffisamment  grandes  de  /i,  U 
rapport  — ^*  est  supérieur  à  un  certain  nombre  X  ^  i , 

on  peut  trou\fer  un  nombre  [x  ^  i ,  tel  fjue,  pour  les 

valeurs  suffisamment  grandes  de  /i,  l'expression  \un 
soit  supérieure  à  [k. 

Le  mode  de  raisonnement  employé  dans  la  démons- 
tration  de  ces   deux   théorèmes   est   analogue  h  celui 

par  lequel  on  démontre  que,  si    ""*"^  tend  vers  une  limite, 

U/i 

il  en  est  de  même  de  v/w/, ,  et  que  les  deux  limites  sont 
égales  (*). 


(* )   Voir  notamment  Niewf.nolowski,  Cours  d'Algèbre,  L  I,  p.  28' 
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THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE  CINÉMATIQIE. 

(Extrait  d'une  Lettre  db  M.  \.  MAN\HEIM.) 


Dans  une  ComuiuuîcaLion  qu'il  a  faite  à  rAcadéiuie 
des  Sciences  (séance  du  lo  mars  1890),  M.  G.  Bioche 
énonce  ce  théorème  :  Si  ron  considère  les  surfaces 
réglées  engendrées  par  des  droites  qui  font  des  angles 
constants  avec  la  tangente,  la  normale  et  la  binormale 
d'une  courbe,  les  points  centraux  des  génératrices  qui 
passent  par  un  même  point  de  la  courbe  sont  sur  un 
cylindre  de  révolution.  Ce  cylindre  a  pour  généra- 
trices diamétralement  opposées  la  droite  rectifiante 
et  la  perpendiculaire  commune  à  deux  normales  prin- 
cipales infiniment  voisines, 

^e  serait-il  pas  bon  de  faire  remarquer  que  ce  théo- 
rème n'est  nullement  particulier  à  une  courbe  gauche? 
La  courbe  n'intervient  seulement,  en  effet,  que  pour 
déGnîr  le  déplacement  du  trièdre  tri-rectangle  qui  en- 
traîne les  droites.  On  pourrait  aussi  bien  définir  de 
toute  autre  manière  le  déplacement  de  ces  droites;  car 
la  propriété,  relative  aux  points  centraux  des  surfaces 
qu'elles  engendrent,  est  vraie  pour  un  déplacement  infi- 
niment petit  quelconque. 

La  démonstration  de  cette  propriété  générale  résulte 
immédiatement  de  la  construction,  pour  une  droite 
mobile  D,  du  point  central  de  la  surface  (D)  qu'elle 
engendre,  lorsqu'on  connaît  l'axe  du  déplacement. 

Pour  une  position  de  la  droite  mobile  D,  le  point 
central  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  commune  à 
cette  droite  et  à  l'axe  du  déplacement  (*).  Si  les  droites 


(*)  Voir  mon  Cours  de  Géom.  descript.,  a*  éd.,  p.  36 1. 
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eiilrainées  passent  par  un  même  point  n  et  si  on  les 
projette  sur  le  plan  (H),  mené  par  a  perpen  die  ul  a  inti- 
ment à  Taxe  du  déplacement,  les  projections  des  points 
centraux  sur  (H)  sont  alors  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  ces  droites  du  point  o  où  l'axe  du  déplace- 
ment rencontre  (H),  c'est-à-dire  que  ces  points  sont  sur 
la  circonférence  décrite  sur  le  plan  (H)  et  qui  a  oa 
comme  diamètre. 

On  voit  tout  de  suite  ainsi  que  : 

Si  des  droites,  qui  passent  par  un  même  point  a^  sont 
liées  à  une  figure  mobile  de  grandeur  inyariable,  pour 
une  position  de  ces  droites,  les  points  centraux  relatifs 
aux  surfaces  quelles  engendrent  appartiennent  à  un 
cylindre  de  ré\folution  qui  passe  par  l'axe  du  déplace- 
ment de  la  figure  mobile  et  dont  la  section  droite  a  pour 
diamètre  la  distance  de  a  à  cet  axe. 

Ce  théorème  résulte  si  directement  de  la  construction 
que  j'ai  rappelée  plus  haut,  que  j'ai  pu  le  faire  trouver, 
en  interrogation,  par  quelques-uns  de  mes  élèves. 

(Mars  1890.) 


BIBLIOGRAPHIE. 


Essai  son  la  Géométrie  de  la  règle  et  de  l'équerre; 
par  M.  G.  de  Longchamps,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  Lycée  Charlemagne.  Paris,  Ch. 
Delagrave  et  Gauthier-Villars  et  fils;  1890. 

Le  genre  de  Géométrie  auquel  Brianchon  a  donné  le  nonn  de 
Géométrie  de   la   règle   est   d'origine   assez    récente.  On    en 
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trouve  les  premiers  vestiges  dans  un  Ouvrage  anonyme,  publié 
en  Pologne  à  la  fin  du  xvi*  siècle  et  dont  l'auteur,  resté  incon- 
nu, s'était  proposé  de  résoudre,  en  se  servant  uniquement  de 
jalons,  certains  problèmes  de  Géométrie  pratique  qui  se  pré- 
sentent particulièrement  à  la  guerre.  C'est  la  lecture  de  cet 
Ouvrage  intitulé  Geometria  peregrinans  qui  a  suggéré  à 
Schooten  l'idée  de  consacrer  un  Livre  de  ses  Exercitationes 
geometricœ  à  la  résolution,  par  la  ligne  droite  seule,  de  divers 
problèmes  relatifs  à  des  points  inaccessibles  ou  invisibles. 

La  voie  ouverte  par  le  savant  commentateur  de  Descartes  a 
été  suivie  avec  succès  par  quelques  géomètres  distingués,  parmi 
lesquels  il  faut  citer  Ozanam,  Lambert,  Mascheroni  et  surtout 
Servois,  qui  a  donné  des  solutions  simples  et  pratiques  pour  les 
principaux  problèmes  géométriques  qui  se  rapportent  à  l'art 
militaire.  L'Ouvrage  de  Servois,  publié  à  Metz,  l'an  XII,  est 
devenu  fort  rare;  aussi  devons-nous  des  remerciementsaM.de 
Loiigchamps  qui  le  fait  connaître  au  moins  dans  ses  traits  essen- 
tiels. Hâtons-nous  d'ailleurs  de  dire  que  M.  de  Longchamps  n'a 
pas  seulement  fait  preuve  d'érudition;  s'il  a  résumé  avec  art  les 
travaux  de  ses  devanciers,  il  a  aussi  traité  des  questions  nou- 
velles, et,  qui  mieux  est  en  ces  matières,  il  a  indiqué  des  solutions 
plus  simples  pour  un  grand  nombre  de  problèmes  déjà  réso- 
lus. On  ne  saurait  trop  répéter  combien  il  importe  de  savoir 
résoudre  les  questions  d'arpentage  par  des  procédés  différents; 
telle  solution,  parfaite  en  théorie,  devient  vaine  et  illusoire  sur 
le  terrain,  et  la  diversité  des  solutions  est  rendue  nécessaire  par 
la  variété  des  conditions  où  l'on  peut  se  trouver  placé  dans  la 
pratique. 

Nous  n'insisterons  guère  sur  la  première  Partie  du  Livre  de 
M.  de  Longchamps  :  c'est  une  introduction  presque  exclusive- 
ment théorique  et  consacrée  à  des  principes  qui  seront  utilisés 
plus  tard.  Toutefois,  ces  principes  reçoivent  une  première 
application  dès  le  début,  dans  les  Chapitres  fort  intéressants 
qui  se  rapportent  aux  tracés  des  coniques,  de  la  cissoîde,  de  la 
strophoîde,  de  la  trisectrice,  du  folium  de  Descartes,  de  la  ser- 
pentine, du  trident  de  Newton,  du  limaçon  de  Pascal,  de  la 
lemniscate,  des  quartiques  pyriformes,  etc. 

Pour  le  tracé  des  coniques,  M.  de  Longchamps  fait  un  habile 
emploi  d'un  mode  de  transformation  qu'il  a  rencontré  en  1882 
{Journal  de  Mathéntat Iques  élémentaires)  et  qu'il  a  appelé 


(  23<.  ) 

transformation  réciproque.  J'avais  moi-même,  douze  ans 
auparavant,  dans  une  des  Notes  que  j'ai  ajoutées  à  la  Géométrie 
descriptive  d'Olivier,  fait  connaître  le  mode  de  transformation 
en  question,  et,  après  avoir  démontré  sa  propriété  fondamen- 
tale, je  l'avais  appliqué  à  la  courbe  d'ombre  de  la  vis  à  filet 
triangulaire.  Il  est  naturel  que  ces  additions  à  un  Ouvrage  non 
classique  aient  été  peu  remarquées,  mais  il  est  naturel  aussi  que 
je  profite  de  l'occasion  pour  réclamer  amicalement  la  priorité 
qui  m'est  due.  Voici  ce  que  j'écrivais,  en  1870,  dans  l'Ouvrage 
cité  : 

«  Deux  lignes  K  et  ol  se  correspondent  point  par  point,  de 
(elle  sorte  que  la  droite  qui  jouit  deux  points  correspon- 
dants M  et  \L  passe  par  un  point  fixe  P  et  soit  vue  sous  un 
angle  droit  d*un  second  point  fixe  O. 

1)  Connaissant  la  tangente  \i.%  en  un  point  quelconque 
\k  de  la  ligne  a,  trouver  la  tangente  MT  au  point  corres- 
pondant M  de  la  ligne  A  (nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
faire  la  figure). 

»  Soient  M'  et  fji'  un  second  couple  de  points  homologues; 
on  sait,  par  un  théorème  dû  à  Frogier,  que,  si  deux  cordes  d'une 
conique  sont  vues  sous  un  angle  droit  d'un  point  de  cette  co- 
nique, ces  cordes  se  coupent  sur  la  normale  en  ce  point.  Par 
suite,  la  conique  déterminée  par  les  cinq  points  M,  M',  O,  [x,  fi' 
a  pour  normale  OP,  c'est-à-dire  est  tangente  en  O  à  la  droite 
fixe  Oa:  menée  par  O  perpendiculairement  à  OP.  Donc,  en 
passant  à  la  limite,  quand  M'  vient  en  M,  on  voit  qu'il  existe 
une  conique  passant  par  les  trois  points  ix,  M,  O  et  touchant 
respectivement  en  ces  points  les  droites  |jl6,  MT,  OX. 

u  Mais,  dans  toute  conique,  une  tangente  est  di\isée  harmo- 
niquement  par  deux  autres  tangentes  quelconques  et  par  leur 
corde  de  contact;  par  suite,  sur  la  tangente  fxO,  le  point  de 
contact  (1  et  les  points  o),  p,  X  où  cette  tangente  est  coupée  par 
les  deux  autres  OX  et  MT  et  par  leur  corde  de  contact  MO 
forment  une  division  harmonique. 

»  On  déterminera  donc  le  conjugué  harmonique  p  de  co  par 
rapport  à  Xfi,  et,  en  joignant  le  point  p  au  point  M,  on  aura  la 
tangente  demandée  MT.  Bans  le  cas  de  l'hélicoïde  de  la  vis  à 
filet  triangulaire,  la  courbe  a  est  le  cercle  paramétrique  de 
centre  O;  OM  est  parallèle  à  {xO;  donc  X  est  à  l'infini  et  [j.  est 
le  milieu  de  o)p,  en  sorte  qu'il  suffit  de  prendre,  sur  jjl6.  jj.p  =r  •x»»> 
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et  de  joindre  le  poini  p  au  point  M.  C'est  la  régie  particulière 
qu'a  trouvée  Poncelet  en  appliquant  habilement  la  méthode  de 
Roberval.  » 

Mais  revenons  au  Livre  de  M.  de  Longchamps,  pour  parler 
de  la  seconde  Partie  qui,  à  vrai  dire,  constitue  le  fond  de  l'Ou- 
vrage. Elle  se  compose  de  douze  Chapitres  fort  toulTus,  où  l'on 
trouve,  classés  par  ordre  méthodique  et  résolus  de  façons  très 
diverses,  les  problèmes  principaux  de  la  Géométrie  de  la  règle 
et  de  l'équerre,  tels  que  la  largeur  d'une  rivière,  les  figures 
inaccessibles,  le  tir  à  grande  distance,  etc. 

Le  problème  de  la  largeur  de  la  rivière  est  à  l'usage  des 
pontonniers;  Vauban  lui-même  en  a  donné  une  solution.  11 
s'agit  d'apprécier  rapidement,  mais  avec  une  précision  suffi- 
saote,  la  largeur  d'une  rivière  sur  laquelle  on  doit  jeter  un  pont 
en  un  point  désigné.  La  question  offre  des  cas  particuliers  très 
nombreux  :  les  rives  peuvent  ne  pas  être  parallèles,  le  passage 
peut  s'effectuer  près  d'un  confluent  ou  devant  une  île,  et,  dans 
ce  dernier  cas,  il  faut  déterminer  la  largeur  du  bras  situé  de 
Tautre  côté  de  l'île;  enfin,  la  rive  elle-même  qui  appartient  au 
côté  de  la  rivière  sur  lequel  on  se  trouve  peut  ne  pas  être  acces- 
sible immédiatement,  et  l'on  veut  cependant,  pour  profiter  sans 
retard  du  moment  favorable,  préparer  à  l'avance  tout  ce  qui 
est  nécessaire  pour  effectuer  le  passage,  et  par  conséquent  con- 
naître la  largeur  du  cours  d'eau. 

On  voit  combien  ce  problème  est  complexe.  Les  questions 
relatives  aux  figures  inaccessibles  offrent  encore  plus  de  variété. 
Les  deux  problèmes  les  plus  simples  de  ce  genre  sont  la  pro- 
longation d'un  alignement  au  delà  d'un  obstacle  complètement 
ou  partiellement  accessible,  et  l'évaluation  de  la  distance  de 
deux  points  dont  l'un  est  accessible. 

Au  premier  cas  se  rattache  le  problème  du  tunnel  ou  de  la 
percée  d^un  bois  :  un  bois  doit  être  traversé  par  une  route  rec- 
tiligne  passant  par  deux  points  donnés,  l'un  en  deçà,  l'autre  au 
delà  du  bois;  pour  gagner  du  temps,  on  veut  attaquer  la  per- 
cée simultanément  en  ces  deux  points  en  traçant  deux  aligne- 
ments formant  une  seule  et  même  droite.  Ou  encore  :  deux 
ailées  qui  concourent  en  un  rond-point  étant  déjà  pratiquées 
dans  une  forêt,  on  veut  tracer  une  nouvelle  allée  qui,  partant 
d'un  point  assigné  sur  la  lisière,  aboutisse  au  même  rond- 
point. 
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Dans  le  second  problème,  il  peut  se  faire  que  le  but  soit  non 
seulement  inaccessible,  mais  encore  invisible  et  déterminé  par 
deux  alignements.  Il  peut  arriver  aussi,  comme  dans  le  pro^ 
blême  de  la  plate-forme,  que  l'opérateur  ne  puisse  se  mouvoir 
que  dans  un  espace  fort  restreint.  Le  but  inaccessible  peut  d'ail- 
leurs, au  lieu  d'être  fixe,  se  mouvoir  sur  une  droite  donnée,  etc. 
Enfin  Télément  inaccessible,  au  lieu  d'être  un  potnt,  peut  être 
une  droite;  de  là  de  nouveaux  problèmes,  en  quelque  sorte 
corrélatifs  des  précédents. 

Nous  sommes  resté  jusqu'ici  dans  le  cas  simple  d'un  seul 
élément  inaccessible  ou  invisible.  II  peut  y  en  avoir  plusieurs, 
et  le  nombre  des  questions  pratiques  que  l'on  peut  poser  se 
trouve  de  la  sorte  singulièrement  accru.  Il  faut  citer  en  pre- 
mier lieu  la  détermination  de  la  distance  de  deux  points  inac- 
cessibleSy  question  rebattue,  mais  nan  épuisée;  Mascheroni  en  a 
donné  une  vingtaine  de  solutions,  toutes  dénuées  de  valeur  pra- 
tique, dont  l'une  cependant  a  été  heureusement  modifiée  par  Ser- 
vois.  M.  de  Longchamps  en  propose  plusieurs  autres  qui  mé^ 
ritent  d'attirer  l'attention.  Signalons  encore,  dans  le  même 
ordre  d'idées,  la  distance  d'un  point  inaccessible  à  une  droite 
inaccessible,  la  mesure  de  la  grandeur  d'un  angle  ou  de  l'aire 
d'un  triangle  inaccessibles,  le  îdiOieux problème  de  la  capitale 
où  il  s'agit  de  déterminer  la  bissectrice  du  saillant  formé  par 
deux  lignes  de  fortification,  enfin  la  question  relative  à  la  hau- 
teur d'une  tour,  d'un  mât,  d'une  montagne,  d'un  ballon,  d'un 
nuage,  etc. 

I^  tir  des  projectiles  à  grande  distance  et  la  guerre  des  sièges 
soulèvent  bien  des  questions  relatives  à  la  Géométrie  de  la  règle. 
Telles  sont  :  V  établisse  ment  d*un  fort  central  qui  doit  pro- 
téger également  trois  stations  données;  le  tir  central  où  il 
s'agit  de  placer  des  batteries  à  la  même  distance  d'un  but  fnac- 
cessible;le  chemin  de  sûreté  où  l'on  propose  de  tracer  autour 
d'un  fort  assiégé  une  ligne  polygonale  le  plus  rapprochée  pos- 
sible et  telle  que  tous  les  points  situés  en  dehors  de  cette  li^ne 
8oient  à  l'abri  du  feu  des  assiégeants;  Vouverture  du  feu  où 
l'on  veut,  connaissant  la  portée  des  canons  d'une  batterie,  dé- 
terminer l'instant  où  les  projectiles  pourront  atteindre  un  vais- 
seau ennemi  qui  s'avance  vers  cette  batterie.  Ne  pouvant  tout 
citer,  nous  appellerons  particulièrement  l'attention  sur  deux 
problèmes  qui  offrent  un  intérêt  spécial,  le  tir  sur  un  but  to- 
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taleinent  ou  partiellement  invisible  et  le  tir  sur  un  but 
mobile,  questions  qui  sont  de  la  plus  haute  importance  pour 
Tartilleur  qui  ne  veut  pas  consommer  inutilement  ses  munitions. 
Signalons  aussi,  dans  le  dernier  Chapitre,  qui  concerne  des 
problèmes  se  rattachant  à  la  Géométrie  de  la  règle,  sans  en 
dépendre  absolument,  le  problème  du  passage  entre  deux 
forts  :  connaissant  la  portée  des  pièces,  on  demande  quel  che- 
min on  doit  suivre  pour  passer  entre  les  deux  forts  en  courant 
le  moindre  risque;  on  admet  d'ailleurs  que  la  probabilité  d'être 
atteint  par  les  projectiles  de  Tun  des  forts,  tant  qu'on  reste 
soumis  à  l'action  de  son  tir,  est  proportionnelle  au  temps  et  en 
raison  inverse  de  la  distance. 

Telle  est  l'analyse  sommaire  de  ce  Livre,  qui  s'adresse  à  tous 
ceux  qui  aiment  la  Géométrie,  cette  science  si  belle  et  si  par- 
faite que  les  programmes  tiennent  aujourd'hui  trop  dédaigneu- 
sement à  l'écart.  On  y  reviendra  sans  nul  doute,  la  fixité  des 
idées  n'étant  pas  la  qualité  dominante  dans  notre  pays.  En 
tout  cas,  toute  tentative  pour  y  ramener  les  esprits  est  de  bon 
aloi  et  doit  être  hautement  encouragée.  Puisse  le  succès  de 
M.  de  Longchamps  couronner  ses  efforts!  Chacun  trouvera 
agrément  et  profit  dans  la  lecture  de  son  Livre  :  en  particulier, 
les  candidats  aux  Ecoles  spéciales  ont  là  un  charmant  sujet 
d'étude  pour  les  vacances.  Le  style  est  de  vive  allure  et  toutes 
les  difficultés  ont  disparu  sous  la  plume  habile  du  savant  pro- 
fesseur, à  qui  nous  n'adresserons  qu'un  reproche  :  le  titre  de 
l'Ouvrage  est  trompeur  pour  vouloir  être  trop  modeste:  ce 
n'est  pas  un  essai,  c'est  un  coup  de  maître;  le  proclamer  est 
pour  nous  un  devoir,  et  ajoutons  que  c'est  aussi  un  plaisir, 
Tauteur  nous  étant  tout  particulièrement  sympathique. 

E.  R. 


PROPRIÉTÉS  FOCALES  DES  GONIQIES  ET  DES  QUADRIQUES; 

Par  m.  RAVIER, 

Élève  du  lyr.ce  Gondorcel. 


Dans  tout  ce  qui  suit,   nous  employons  uniquement 
les   coordonnées  tangentiellcs  :   une  conique  est  alors 
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une  courbe  Je  seconde  classe^  une  cjuadrique,  une  sur- 
face de  seconde  classe.  Nous  adoptons  pour  défiuitiou 
des  foyers  celle  de  Pliicker. 

1.  Un  grand  nombre  de  propriétés  focales  des  coni- 
ques se  déduisent  du  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Trois  coniques  C  =  o,  C'=  o,  C*^  =o 
déterminent  un  réseau  de  coniques  ayant  pour  équation 

Si,  aux  quatre  tangentes  communes  à  deiuc  coniques 
8'=  o,  S''=  o  de  ce  réseau,  on  peut  inscrire  une  co- 
nique bitangentc  à  une  troisième  conique  S  =  o  duré- 
seau,  aux  quatre  tangentes  communes  àC  =  oetC^=o 
on  peut  inscrire  une  conique  bitangente  «r  C  =  cï. 

Soient 

S'-fJi'GH-ji'iG'  +-  {x;G'  =  o, 

S'=/G-f-|ji';G'  :-riG''  =  o 

les  deux  premières  coniques  du  réseau,  et 

S  =  |ji  G  -h  |jLi  G'  -h  [JLj  G"  =  o 
la  dernière. 

Par  hypothèse,  une  des  coniques  de  la  forme 

est  bitangente  à  S  =  o-,  on  a  donc 

XS-f-X'S'-t-X'S'^/»», 


p  =z  o  étant  lY'quation  d'un  point.  Remplaçant  )vS,  )'^* 
V'S"  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  C,  C/,  C  ,  t'" 
trouve 
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A,  A',  A"  éraut  des  constantes,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème et  en  outre  Je  suivant  : 

Théorème  II.  — Le  point  de  rencontre  fies  tangentes 
communes  est  le  même  dans  les  deux  systèmes  de 
coniques  hitangentes  que  désigne  le  théorème  précé- 
dent. 

Ce  point  est  celui  qui  a  pour  équation  p  =  o. 

2.  Voici  quelques  applications. 

Théorème  III.  —  Quand  des  coniques  h omo focales  à 
des  coniques  données  sont  hitangentes,  le  quadrilatère 
des  tangentes  communes  à  c(^s  coniques  est  circonscrip- 
tible  à  un  cercle. 


Nous  désignons  par      IJ      la  courbe  de  seconde  classe 


constituée  par  les  points  cycliques. 

Pour  démontrer    le    théorème,  on   suppose,  dans  la 
proposition  précédente,  que  C'=  o,  C''=  o  représentent 

les  coniques  données,  que  C=  o  représente  [   IJ   j ,  que 

S  =  o,  S'=  o  représentent  les  homofocales  considérées 


de  ces  coniques,  et  que      IJ      représente  S"=  o. 


La  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  des  tangentes 
communes  «i  S^=  o  et  à  8''^=  o  est  la  conique  S'  =  o  elle- 
même;  elle  est  bien  bi tangente  à  C.  On  reconnaît  égale- 
ment sans  difiiculté  que  les  autres  conditions  de  Ténoncé 
sont  remplies. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  au  quadrilatère,  point  qui 
est  à  la  rencontre  des  tangentes  communes  à  ce  cercle  et 


à  C"=  o   ou       U     ,  est,  par  suite  du  théorème  II,  le 

point  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  liomo- 
focales  des  coniques  données  qui  sont  bitangentes. 
Dan?  le  cas  particulier  où  C=o,  C'^=:  o  sont  des 
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systèmes  de  deux  points,  les  foyers  de  S  =  o  et  de  S'  =  o, 
le  lliéorème  subsiste,  et  s^énonce  ainsi  : 

Théorème  IV.  —  Deux  coniques  étant  bitangentes, 
les  foyers  de  [une,  joints  aux  foyers  de  l'autre^  déter- 
minent quatre  droites  tangentes  à  un  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  de  rencontre  de  leurs  tangentes  cont^ 
rnunes. 

Si  Tou  suppose  que  S'=  o  se  réduit  à  un  système  de 
deux  points  situés  sur  8  =  0,  on  a  ce  nouvel  énoncé  : 

Théorème  V.  —  Deux  points  d'une  conique  joints 
à  ses  foyers  déterminent  quatre  droites  tangentes  à  un 
cercle  ayant  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  tan^ 
gentes  en  ces  deux  points. 

Ou  déduit  immédiatement  de  là  que  : 

Théorème  VI.  —  La  tangente  fait  des  angles  égaux 
avec  les  rayons  ^^ecteurs. 

En  effet,  on  sait  (Th.  V)  qu'un  point.de  la  tan- 
gente est  le  centre  d'un  cercle  tangent  aux  deux  rayons 
vecteurs.  D'ailleurs,  on  sait  que  les  foyers  réels  sont 
dans  la  région  intérieure  de  la  conique,  tandis  que  la 
tangente  est  dans  la  région  extérieure.  On  en  déduit, 
connaissant  la  forme  de  ces  courbes,  les  énoncés  du 
théorème  pour  le  cas  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole,  de  la 
parabole. 

Co/*ollaire  L  —  De  ce  que  la  tangente  fait  dc»s  angles 
égaux  avec  les  rayons  vecteurs,  on  déduit  facilement 
que,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  la  dillerentielle  de  leur 
somme;  dans  le  cas  de  Thyperbole,  celle  de  leur  dif- 
férence, sont  des  quantités  nulles.  Par  suite,  la  somme 
(dans  une  ellipse)  ou  la  diiïérence  (dans  une  hyperbole) 
des  rayons  vecteurs  est  constante. 
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Corollaire  II.  —  Considérons  une  ellipse,  et  menons 
les  tangentes  en  deux  points  M  et  M'  situés  sur  une 
parallèle  à  Taxe  des  foyers  réels  F  et  F'  ;  soit  O  le  point 
de  rencontre  des  tangentes  en  M  et  M',  et  FD  une  per- 
pendiculaire à  OF.  D'après  le  théorème  V,  FO  et  FD 
sont  les  bissectrices  de  Tangle  MFiW  et  les  points  A  et 
D  où  ces  bissectrices  rencontrent  MM'  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  M  et  à  M^  Le  point  D  appar- 
tient donc  à  la  polaire  de  A;  mais  il  est  sur  MM', 
polaire  de  O,  il  est  donc  le  p<)le  de  OAF  et  appartient  à 
la  polaire  de  F,  c'est-à-dire  à  la  directrice.  D'ailleurs, 
d'après  les  propriétés  de  la  bissectrice, 

FM  4-  FM' 
FM       FM'  2 


iVJD       M'D       MD-4-M'D 


•}. 


Le  numérateur  du  dernier  rapport  est  constant,  d'après 
le  corollaire  I,  son  dénominateur  aussi,  puisqu'il  repré- 
sente la  distance  du  petit  axe  à  la  directrice;  le  rapport 

^rj=r  est  donc  constant. 

La  même  démonstration  est  applicable  à  l'hyperbole 
et  à  la  parabole. 

3.  Théorème  VIL  —  Quatre  quadtnques  C  =  o, 
C'=  o,  C"=o,  C'^'=o  déterminent  un  réseau  de 
quadriques  ayant  pour  équation 

XC  +  X'C'4- X'G*4-  X'C'=  o. 

Si  y  aux  huit  plans  tangents  communs  à  trois  quadri- 
ques  S'=o,  S'^  =  o,  S"' =  o  de  ce  réseau^  on  peut 
inscrire  une  quadrique  inscrite  à  une  quatrième  qua- 
drique  S=  o  du  réseau,  aux  huit  plans  tangents  corn-- 
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mutts  fl  C'=  o,  C''=  o  et  O"  t=  o,  on  peut  inscrire  une 
quadrique  inscrite  à  C  =  o. 

Même  démonstration  que  pour  le  théorème  I,  et  l'on  en 
conclut  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VIII.  —  Si  deux  coniques  A,  A'  sont  sur 
une  même  quadrique  Q,  le  sommet  du  cône  circonscrit 
à  Q  suivant  A  est  le  centre  d'une  sphère  tangente  aux 
huit  plans  tangents  communs  à  A^  à  A'  et  à  une  qua- 
drique  Q'  homo/ocale  de  Q, 

4.  Voici  quelques  applications. 
Remplaçons,  dans  l'énoncé  du  théorème  VII, 

C  —  o  par  le  cercle  de  rinfini, 

G'=o  par  Q, 

G'=  o  par  A, 

G*=  o  par  A', 

S  =  o  par  Q', 

S'=  o  par  Q, 

S*=  o  par  A, 

S"=  o  par  A', 

et  supposons  que  les  coniques  A  et  A'  se  rapprochent 
jusqu'à  se  toucher.  Deux  des  huit  plans  tangents  com- 
muns viendront  se  confondre  suivant  un  plan  passant 
par  la  tangente  D  commune  à  A  et  à  A';  deux  autres  des 
plans  tangents  communs  viendront  également  se  con- 
fondre suivant  un  plan  passant  par  D;  de  plus,  le 
sommet  du  cône  circonscrit  à  Q  suivant  A  viendra  dans 
le  plan  tangent  à  A  passant  par  D.  Donc  : 

Théorème  IX.  —  Les  plans  menés  par  une  tangente 
à  une  quadrique  tangentiellement  à  une  quadrique 
homo focale  fout  des  angles  égaux  avec  le  plan  tangent 
mené  par  la  même  droite  à  la  prenne re  quadrique. 
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Il  est  facile  d'en  déduire  que  : 

Théorème  X.  —  Un  cône  circonscrit  à  une  (juadrique 
admet  pour  plan  principal  le  plan  tangent  à  toute 
homofocaleà  cette  quadrique  qui  passe  par  son  sommet. 


D'où  Ton  conclut  que  : 

I  Théorème  XL   —  Les  plans  tangents  à  trois  qua- 

driques  homofocales  qui  passent  par  un  point  forment 
un  tnèdre  trirectangle  et  sont  les  plans  principaux 
communs  de  tous  les  cônes  ayant  pour  sommet  ce  point 
et  circonscrits  à  une  quadrique  homofocale  aux  pro- 
posées. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  montrer  Tîm- 
portance  et  la  fécondité  des  théorèmes  I  et  VIL 


OUBSTIONS  PROPOSÉES. 


1393.  On  donne  un  triangle  abc.  On  trace  une  circonférence 
qui  passe  par  a,  elle  coupe  ab  en  c'  et  ac  en  b'.  On  trace  une 
circonférence  qui  passe  par  b  et  c',  elle  coupe  bc  en  a'  et  la 
première  circonférence  en  i  :  les  points  i,  a\  c,  b*  sont  sur 
une  même  circonférence. 

On  prend  un  point  arbitraire  0  sur  le  plan  abc,  La  droite 
Oa  coupe  en  a  la  circonférence  qui  passe  par  a.  La  droite  Ob 
coupe  en  ^  la  circonférence  qui  passe  par  b.  Enfin,  sur  la 
troisième  circonférence^  on  a  y  à  sa  rencontre  avec  Oc. 

Démontrer  que  les  points  O,  a,  p,  ^^  i  ^^^^  sur  une  même 
circonférence. 

(Mannhbiii.) 
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ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  GONIOUES 

D APRÈS  LEUR  DÉFINITION; 


Par  m.  L.  MALEYX. 


CHAPITRE  I. 


Définitions  ;  classification  des  sections  coniques 

en  trois  genres. 

I.  On  donne  le  nom  de  cône  à  base  circulaire  à  la 
surface  illimitée  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie 
constamment  sur  une  circonférence  de  cercle,  et  qui, 
dans  sou  mouvement,  ne  cesse  de  passer  par  un  point 
fixe  pris  hors  du  plan  de  la  circonférence  \  ce  point  porte 
le  nom  de  sommet  du  cône. 

Le  sommet  d'un  cône  divise  sa  surface  en  deux  par- 
ties illimitées  qui  ont  reçu  le  nom  de  nappes. 

On  appelle  section  conique ^  ou  simplement  conique^ 
l'intersection  d^un  cône  à  base  circulaire  par  un  plan. 

Un  plan  mené  par  le  sommet  d'un  cône  peut  avoir 
par  rapport  à  lui  trois  positions  distinctes;  il  peut  laisser 
les  deux  nappes  de  part  et  d'autre  si  sa  trace  sur  le  plan 
de  la  directrice  circulaire  ne  rencontre  pas  cette  lignes 
dans  ce  cas,  le  plan  n'a  de  commun  avec  le  cône  que  le 
sommet;  il  peut  couper  le  plan  de  la  directrice  circu- 
laire suivant  une  tangente  à  cette  ligne;  dans  ce  cas,. il 
laisse  encore  les  deux  nappes  de  part  et  d'autre,  mais  il 
a  en  commun  avec  le  cône  deux  génératrices  confondues 
suivant  celle  qui  passe  par  le  point  de  cofitact,  il  est 
alors  tangent  tout  le  long  de  cette  génératrice;  enfin  sa 
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trace  sur  le  plan  de  la  directrice  circulaire  rencontre 
cette  ligne  en  deux  points,  et  alors  le  plan  coupe  le  cône 
suivant  deux  génératrices  distinctes. 

Un  plan  sécant  quelconque  est  nécessairement  paral- 
lèle à  une  des  trois  positions  de  plans  qu'on  vient  d'é- 
numérer  :  de  là  trois  genres  de  sections.  S'il  est  paral- 
lèle à  un  plan  situé  dans  la  première  position,  il  coupe 
toutes  les  génératrices  sur  une  même  nappe  et  donne 
lieu  à  une  section  limitée  et  fermée  :  c'est  la  section  du 
genre  elliptique  ;  s'il  est  parallèle  à.  un  plan  situé  dans  la 
deuxième  position,  il  rencontre  encore  toutes  les  géné- 
ratrices sur  une  même  nappe,  sauf  celle  qui  est  située 
dans  le  plan  parallèle  mené  par  le  sommet,  et  donne 
lieu  à  une  section  illimitée  composée  d'une  seule  partie  : 
c'est  la  section  du  genre  parabolique  )  enfin,  s'il  est  paral- 
lèle à  un  plan  situé  dans  la  troisième  position,  il  ren- 
contre les  génératrices  sur  les  deux  nappes,  sauf 
celles  qui  sont  situées  dans  le  plan  parallèle  mené  par 
le  sommet,  et  donne  lieu  à  une  section  composée  de 
deux  parties  illimitées  :  c'est  la  section  du  genre  hyper- 
bolique. 

Il  est  évident,  par  considération  d'iiomothétie,  que 
la  section  par  un  plan  parallèle  à  celui  de  la  directrice 
circulaire,  et  qui  est  du  genre  elliptique,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  est  aussi  circulaire.  Il  est  encore 
évident,  par  définition,  qu'une  section  conique  ne  peut 
être  rencontrée  par  une  droite  en  plus  de  deux  points, 
car,  s'il  en  était  ainsi,  le  plan  passant  par  cette  droite  et 
le  sommet  couperait  la  surface  du  cône  suivant  plus 
de  deux  droites,  et  sa  trace  sur  le  plan  du  cercle  di- 
recteur couperait  sa  circonférence  en  plus  de  deux 
points. 

On  appelle  centre  d'une  courbe  un  point  qui  divise 
en  deux  parties  égales  toutes  les  sécantes  rectilignes  qui 
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passent  par  ce  point  et  qui  sont  limitées  à  la  courbe  de 
part  et  d'autre. 

On  donne  le  nom  de  diamètre ainViea  géométrique  du 
point  milieu  d'une  sécante,  limitée  de  part  et  d'autre  à 
une  courbe,  lorsque  cette  droite  se  déplace  parallèlement 
à  une  direction  iixe. 

Un  diamètre  rectiligne  perpendiculaire  aux  cordes 
qu'il  divise  en  deux  parties  égales  est  un  axe,  et  ses 
points  communs  avec  la  courbe  sont  des  sommets  de 
cette  ligne. 


Du  centre  et  des  diamètres  dans  l'ellipse  ; 
premières  propriétés  de  direction. 

II.  La  section  elliptique  a  un  centre.  —  Soit  le  cône 
circulaire  dont  le  sommet  est  S  et  O  le  cercle  directeur 
{fie'  ^)')  ^^^i^oiis  par  le  sommet  un  plan  parallèle  au 


plan  sécant^  il  coup(u*a  le  plan  de  la  base  circulaire  sui- 
vant une  droite,  XY,  extérieure  au  cercle  directeur. 

Soit  P  le  pôle  de  XY  par  rapport  au  cercle,  unissons 
le  pôle  P  au  sommet  S,  cette  droite  coupera  le  plan 
sécant  en  un  point  c;  faisons  passer  par  SP  un  plan 
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variable,  coupaut  le  cercle  direcleur  en  A  et  B  et  la 
polaire  XY  de  P  en  D;  construisons  les  génératrices 
Sa,  SB,  suivant  lesquelles  le  plan  auxiliaire  coupe  le 
cône,  et  traçons  également  la  droite  SD.  Le  plan  auxi- 
liaire coupera  le  plan  de  la  section,  qui  est  parallèle  au 
plan  SXY,  suivant  une  parallèle  à  SD  passant  par  le 
point  c,  et  rencontrant  les  génératrices  SA,  SB,  aux 
points  a  elb  qui  appartiendront  à  la  section;  or  le  fais- 
ceau S.  ABDP  est  harmonique  :  dès  lors  la  droite  acb, 
parallèle  au  rayon  SD,  est  divisée  par  le  point  fixe  cen 
deux  parties  égales. 

Les  points  de  la  section  sont  donc  situés  deux  à  deux 
en  ligne  droite  avec  le  point  fixe  c,  qui  divise  leur 
distance  en  deux  parties  égales;  c  est  donc  un  centre  de 
la  section,  et  l'on  doit  remarquer  qu'il  est  situé  à  Tinter- 
section  du  plan  de  la  section  avec  la  droite  qui  unit  le 
sommet  du  cône  au  pôle  de  la  trace,  sur  le  plan  et  la 
base  circulaire,  du  plan  parallèle  au  plan  sécant  mené 
par  le  sommet. 

III.  La  section  elliptique  n'admet  que  des  diamètres 
rectilignes ;  ces  diamètres  passent  tous  par  le  centre; 
ils  sont  conjugués  deux  à  deux,  c'est-à-dire  se  distri- 
buent par  couples,  tels  que  Vun  de  ces  diamètres  div^ise 
en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  Vautre* 

Soient  S  le  sommet  d'un  cône  et  O  le  cercle  directeur 
{fig'  2)  ;  proposons-nous  de  trouver  les  diamètres  d'une 
section  elliptique.  Pour  cela  menons,  par  le  sommet  S, 
un  plan  parallèle  à  celui  de  la  section,  coupant  le  plan 
de  la  directrice  suivant  la  droite  XY  qui  ne  rencontre 
pas  le  cercle;  menons  aussi  la  droite  SP|  dans  la  direc- 
tion des  cordes  que  le  diamètre  doit  diviser  en  deux 
parties  égales,  et  qui  rencontre  XY  en  P|.  Si  nous  fai- 
sons tourner  un  plan  variable  autour  de  SP|,  il  cou- 
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pera  le  plan  de  la  section  suivant  une  parallèle  à  SP^ 
dans  toutes  ses  positions.  Traçons  la  polaire  AB  du 
point  P|,  par  rapport  au  cercle  O,  et  supposons  que  le 
plan  variable,  dans  une  de  ses  positions,  coupe  le  plan 
de  la  base  suivant  ININ;  il  coupera  le  cône  suivant  les 


Fig.  2. 


génératrices  SM,  SN,  et  le  plan  SAB  suivant  SH,  for- 
mant avec  SPi  le  faisceau  harmonique  S.M^HP4.  Le 
même  plan  coupera  le  plan  de  la  section  suivant  la 
droite  inn  parallèle  à  SP,  et  divisée  en  deux  parties 
égales  au  point  h  par  le  rayon  conjugué  SH.  Du  reste,  le 
point  h  appartient  à  la  fois  au  plan  de  la  section,  au 
plan  SAB,  qui  sont  lixes,  et  au  plan  variable  SPjM^'; 
donc  le  lieu  de  ce  point,  qui  est  le  diamètre  relatif  aux 
cordes  parallèles  à  SP|,  est  la  droite  d'intersection  du 
plan  de  la  section  et  du  plan  SAB  qui  sont  fixes,  soit  la 
droite  ab. 

Puisque  le  pôle  P^  de  la  droite  AB  est  situé  sur  X\\ 
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la  polaire  AB  de  ce.  point  doit  passer  par  le  pôle  P  de 
XY,  et  si  l'on  considère  le  plan  variable  dans  la  position 
SP<P,  on  peut  en  conclure  que  le  diamètre  ab,  divisant 
en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  SP^,  passe  par 
le  centre  eu  de  la  section. 

Prolongeons  AB,  polaire  du  point  P|,  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  XY  en  P2,  la  droite  P|CPD,  passant  par 
les  pôles  T?i  et  P  des  droites  AB  et  XY,  sera  la  polaire 
de  leur  point  commun  P.>;  il  en  résulte  que  le  faisceau 
S.ABPP2  est  harmonique^  le  diamètre  ab  et  la  droite 
SP2  sont  parallèles  comme  intersections  de  deux  plans 
parallèles  par  un  troisième,  et  le  diamètre  ab  qui  divise 
en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  SP|  passe  au 
centre  et  est  divisé  par  ce  point  en  deux  parties  égales. 

En  cherchant  le  diamètre  qui  divise  en  parties  égales 
les  cordes  parallèles  à  SPj,  comme  nous  l'avons  fait  pour 
celui  qui  divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
SPj,  nous  trouvons  la  droite  cd  parallèle  à  SP^  ;  les 
diamètres  de  la  section  elliptique  se  partagent  donc  en 
couples,  tels  que  chaque  diamètre  d'un  couple  divise  en 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre  :  ils  sont 
conjugués  deux  à  deux. 

IV.  Propriété  des  diamètres  conjugués  de  la  section 
ellipLique.  —  Si  nous  considérons  le  triangle  PP4P2 
de  la  Jig.  2,  nous  pouvons  remarquer  que  chacun  de 
ses  sommets  est  le  pôle  du  côté  opposé  par  rapport  au 
cercle  directeur  du  cône;  on  peut,  d'après  cela,  lui  don- 
ner la  dénomination  de  triangle  autopolaire. 

De  plus,  comme  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à 
un  cercle  est  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par 
le  pôle,  il  en  résulte  que  les  droites  OP,  OPi,  OP2, 
sont  respectivement  perpendiculaires  à  PjPa,  PP3»  PP*? 
et   qu'en    conséquence   le    point  O,   centre    du   cercle 
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direcicur,  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  tri- 
angle PP^  P.. 

Les  points  P  et  P4  conjugués  harmoniques  par  rapport 
h  C  et  D  sont  situés  d'un  même  côté  du  point  milieu  de 
la  corde  CD,  d*où  résulte  que  l'angle  P^PP*  est  obtus, 
et  que  la  droite  OP,  perpendiculaire  sur  P|P2,  rencontre 
cette  droite  au  point  I  entre  P^  et  Pj. 

Les  deux  triangles  Pi  10,  PIP2,  dont  nous  n'avons 
pas  tracé  le  côté  0P|,  pour  ne  pas  compliquer  la  figure, 
sont  semblables;  car  ils  sont  rectangles  en  I  et  leurs 
angles  lOP^ ,  IPjP  sont  égaux  comme  ayant  leurs 
côtés  respectivement  perpendiculaires;  d'où  l'on  conclut  : 

H>t  _  10 
IP  ~  II*, 

ou 

IP,xIP,=  IPx  lO=:(IO-~OP)x  10 

=  ÏÔ'—  OP  X  10  =  ÏÔ'  —  K*, 

c'est-à-dire  que  :  les  parallèles  à  deux  diamètres  con- 
jugués d\ine  seclÎGfi  elliptique,  menées  par  le  sommet 
du  cône,  déterminent,  sur  l* intersection  de  leur  plan 
auec  celui  de  la  directrice  circulaire,  deux  points 
Pi,  P2,  situés  de  part  et  d'autre  de  la  projection  I  du 
centre  du  cercle  sur  la  même  droite,  et  tels  que  le 
produit  de  leurs  distances  au  point  I  soit  constant,  et 
égal  à  la  puissance  du  point  I  par  rapport  au  cercle 
directeur,  au  signe  près. 

Si  l'un  des  points  P,,  P2  s'éloigne  à  l'infini,  l'autre 
vient  coïncider  avec  le  point  I,  de  sorte  que  le  dia- 
mètre conjugué  de  celui  qui  est  parallèle  à  XY  a  la 
direction  de  SL 

Remarque,  —  Si  l'on  considère  le  point  P  comme  un 
centre  d'homothétie,  le  svstème  de  deux  diamètres  con- 
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jugués  d'une  section  elliptique  a  pour  homologue  le 
système  de  leurs  parallèles  menées  par  le  somuiet  du 

cône,   le  rapport  d'homothétie  étant  p^  {fiS'  ^)'   '* 

droite  homologue  de  XY  est  la  trace  du  plan  de  la 
section  elliptique  sur  celui  de  la  directrice  circulaire, 
et  il  en  résulte  que  deux  diamètres  conjugués  de  la  sec- 
tion interceptent  sur  cette  dernière  droite,  à  partir  de 
la  projection  sur  elle  du  centre  O,  et  de  part  et  d'autre, 
deux  segments  qui  ont  avec  IP|,  IP2,  le  rapport  con- 
stant ^;  d*où  il  suit  que  le  produit  de  ces  segments  est 

PS/  * 

V.  Axes  de  la  section  elliptique.  —  Second  système 
de  sections  circulaires,  —  On  déduit  facilement  du 
numéro  précédent  la  construction  des  axes  de  la  section 
elliptique.  Observons  d'abord  que,  dans  cette  section, 
chaque  diamètre  ayant  un  diamètre  associé  qui  lui  est 
conjugué,  à  chaque  axe  correspondra  un  second  axe  per- 
pendiculaire au  premier  et  qui  formera  avec  lui  un 
système  de  diamètres  conjugués  rectangulaires.  Dès 
lors,  et  d'après  le  numéro  précédent,  pour  trouver  les 
parallèles  aux  axes  menées  par  le  sommet  S  du  cône, 
{fis*  ^)j }^  suffira  de  mener  par  ce  point,  et  dans  le 
plan  SXY,  un  système  de  deux  droites  rectangulaires 
interceptant  sur  XY  à  partir  du  point  1,  et  de  part  et 
d'autre,  deux  segments  dont  le  produit  soit  égal  à  la 
puissance  du  point  I  par  rapport  au  cercle  O,  au  signe 
près.  D'après  cela,  si  nous  prolongeons  SI  d'une  lon- 
gueur IS|,   telle  que  le  produit  IS  X  IS|  soit  égal  à 

01  —  R',  les  deux  points  S,  S|,  et  ceux  où  un  système 
de  parallèles  à  deux  axes  conjugués  menées  par  le  point 
S  coupent  XY,  sont  situés  sur  un  même  cercle  dont  le 
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centre  se  trouve  sur  XY,  à  sa  rencontre  avec  la  perpen- 
diculaire élevée  au  milieu  de  SS4 . 

De  là  sa  construction  :  Au  milieu  de  SS|  et  dans  le 
plan  SXY  on  e/ève  une  perpendiculaire  dont  on  prend 
le  point  commun  avec  XY,  de  ce  point  comme  centre 
on  décrit  un  cercle  passant  par  S  et  S| ,  les  points  oii 
la  circonférence  de  ce  cercle  renconti^e  XY  étant  unis 
au  point  S  par  des  lignes  droites,  ces  droites  donneront 
les  directions  d'un  système  d^axes  conjugués . 

Le  problème  admet  toujours  une  solution,  il  en  admet 
généralement  une  seule,  d'où  résulte  que  la  section 
elliptîc|ue  admet  un  et  un  seul  système  de  deux  axes 
conjugués  qui  peuvent  être  construits.  Un  seul  cas  d'in- 
détermination peut  se  présenter  :  celui  où  SS<  serait 
perpendiculaire  à  XY  et  divisé  par  cette  ligne  en  I  en 
deux  parties  égales  ;  dans  ce  cas  tous  les  systèmes  de  dia- 
mètres conjugues  de  la  section  seraient  rectangulaires. 
Pour  qu'il  en  fût  ainsi,  il  faudrait  que  le  plan  SOI  fût 
perpendiculaire  à  XY,  en  conséquence  au  plan  du  cercle 
directeur  et  au  plan  de  la  section,  ou  encore  que  le 
plan  delà  section  fût  perpendiculaire  au  plan  projetant 
orthogonalement  SO  sur  le  plan  de  la  directrice  circu- 
laire; en  second  lieu  qu'on  eût  l'égaliLé 

ÏSxISi=ÎS^=ÎÔ^-R«, 

ce  qui  exigerait  que  la  droite  IS  fût  antiparallèle  du  dia- 
mètre 10  par  rapport  aux  génératrices  du  cône  passant 
par  les  extrémités  de  ce  diamètre. 

On  peut  voir  que  dans  ce  cas  la  section  est  circulaire  ; 
en  eifet,  considérons  cette  courbe  dans  son  plan  {fig-  3)  : 
soit  0)  son  centre.  Traçons  le  diamètre  fixe  awi,  et 
unissons  les  extrémités  a,  i  à  un  point  quelconque  M 
de  la  courbe;  construisons  encore  les  deux  diamètres 
(i)/c,  tt)gr/,  qui  divisent  Ma,  Mè  en  parties  égales;  coc, 


(  =^49  ) 
(àd  sont  respcclivenient  parallèles  kMb  et  Ma,  puisque 
dans  le  triangle  aMb  ces  droites  unissent  les  milieux  de 
deux  côlés. 

FiR.  3. 


Ci-' 


Les  deux  diamètres  (oc,  oxi  sont  conjugués,  puisque 
chacun  d^eux  divise  en  parties  égales  les  cordes  paral- 
lèles à  Tautre;  de  plus  ils  sont  rectangulaires  d'après  les 
hypothèses  faites;  en  conséquence,  les  droites  Mi,  Ma, 
qui  leur  sont  respectivement  parallèles,  sont  rectangu- 
laires, et  la  courbe  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
dont  les  côtés  passent  par  deux  points  fixes,  a,  by  est 
une  circonférence  de  cercle. 

Cette  section  et  les  sections  parallèles  constituent  un 
nouveau  système  de  sections  circulaires  du  cône. 

En  dehors  de  ces  sections  et  de  celles  qui  sont  paral- 
lèles au  cercle  directeur,  il  ne  peut  se  trouver  d'autres 
sections  circulaires,  car  ce  sont  les  seules  parmi  les  sec- 
tions elliptiques,  et  les  autres,  étant  illimitées,  ne  peuvent 
être  circulaires. 


VI.  Construction  de  deux  diamètres  conjugués  de 
la  section  elliptique  faisant  entre  eux  un  angle  donné. 
—  Si  nous  nous  reportons  à  la^g".  2,  et  d'après  la  pro- 
priété des  diamètres  conjugués  établie  au  n®  IV,  Chap.  I, 
nous  voyons  que,  pour  construire  les  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  faisant  un  angle  donné  menées  par 
le  sommet,  il  suffira,  après  avoir  prolongé  SI  de  TS»  sa- 
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tîsfaisant  à  régalilé 


IS  X  ISi  =  01  -  R2, 

de  faire  passer  par  S  et  Si  un  cercle  tel  que  le  segment 
passant  par  le  point  S  et  intercepté  par  XY  soit  capable 
de  l'angle  donné,  et  d'unir  au  point  S  ses  points  com- 
muns avec  XY. 

Ce  cercle  peut  encore  être  déterminé  par  les  condi- 
tions de  passer  aux  points  S  et  S|  et  de  couper  XY  sous 
l'angle  donné.  Pour  résoudre  simplement  la  question, 
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transformons  la  figure  par  rayons  vecteurs  réciproques 
dans  le  plan  SXY,  en  prenant  S  pour  pôle  et  pour  puis- 
sance le  produit  SI  X  SS| . 

Supposant  le  problème  résolu,  soit  O  le  cercle  cherché, 
passant  par  S  et  S|,  et  coupant  XY,  sous  l'angle  donné, 
en  Pj  et  V^{fig.  4).  La  figure  inverse  de  XY  sera  un  cercle 
Oi  passant  par  le  pôle  de  transformation  S,  et  par  le 
point  Si  transformé  de  I,  ayant  du  reste  pour  diamètre 
S0|  perpendiculaire  à  XY^  ce  cercle  0|  peut  être  aînsî 
facilement  construit.  La  figure  inverse  du  cercle  O  sera 
une  droite /^|/72  passant  en  1  point  transformé  de  S|,  et 
coupant  le  cercle  0|  sous  l'angle  donné-,  cette  dernière 
donnée  définit  la  longueur  de  la  corde  p\p^  et  en  consé- 
quence sa  distance  au  centre  Of. 

On  voit  ainsi  que  le  problème  admet,  généralement, 
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deux  solutions,  définies  par  deux  positions  de  pt  p^  symé- 
triques par  rapport  à  I0|  \  les  rayons  cherchés  sont  les 
droites  S/7o  Sps*  On  voit  toutefois  que,  le  point  I  étant 
intérieur  au  cercle  0<  la  corde /^i/>2  i^c  peut  couper  ce 
cercle  sous  un  angle  quelconque;  Tangle  sous  lequel  se 
coupent  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  ellip- 
tique a  un  minimum  (aigu),  correspondant  au  minimum 
de  la  corde  p^  /72,  minimum  perpendiculaire  à  I0|. 

VII.  Lemme.  —  Soit  o)  une  section  elliptique,  RT  la 
trace  de  son  plan  sur  celui  de  la  directrice  circulaire 
du  cône  auquel  elle  appartient,  AA'  le  diamètre  paral- 
lèle à  RT,  BB'  son  conjugué  rencontrant  RT  au  point  b 
{fig-  5);  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu  au  n°  IV, 


Rn 


Chap.  I,  Rem.,  que  deux  diamètres  conjugués  de  la 
courbe  interceptent  sur  RT,  à  partir  du  point  i,  et  de 
l)art  et  d'autre,  deux  segments  dont  le  produit  est 
constant.  D'après  cela,  nous  nous  proposons  de  montrer 
que  : 

«Si  par  deux  des  extrémités  des  diamètres  A  A',  BB', 
nous  menons  deux  cordes  parallèles  AM,  BN,  de  direc- 
tion quelconque,  les  secondes  extrémités  M,  N  rfe  ces 
cordes  sont  aussi  celles  de  deux  diamètres  conjugues. 
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Pour  cela,  construisons  les  diamètres  MM',  N>i',  et 
prolongeons-les  jusqu'à  leurs  rencontres  avec  RT  en  m 
et  n  ;  construisons  aussi  le  diamètre  QQ'  parallèle  à  AM 
et  son  conjugué  W  qui  divise  AM  et  B\  en  parties 
égales,  et  prolongeons  ces  diamètres  jusqu'à  leurs  ren- 
contres âvecRT  en  q  el  p. 

Le  faisceau  des  quatre  droites  (oP,  wQ,  wA,  wM  est 
harmonique,  puisque  la  parallèle  MA  au  rayon  iùi^  est 
divisée  par  les  trois  autres  en  deux  parties  égales;  il  en 
résulte  que  la  parallèle  RTau  rayon  coA  est  divisée  par 
les  trois  autres  en  deux  parties  égales  ;  on  a  donc  înp  =  niq^ 
ou,  reportant  les  distances  à  Torigine  b, 

hp  -+-  hin  ^^  hq  —  6/«, 
ou  par  transposition 

%hnx  =  bq  —  bp. 

Le  faisceau  formé  par  les  quatre  droites  wP,  loQ,  ti)]N , 
wB  est  aussi  harmonique,  BN  parallèle  à  toQ  étant  di- 
visée par  les  trois  autres  en  deux  parties  égales;  ce  fais- 
ceau est  coupé  par  RT  aux  quatre  points  /;,  y,  i,  n,  tels 
que  les  deux  derniers  soient  conjugués  harmoniques  des 
deux  premiers,  d*où  Ton  déduit,  reportant  Torigine  des 
distances  au  point  &, 

bp bn  —  bp 

bq        bn  -H  bq 

OU  faisant  le  produit  des  extrêmes  égal  à  celui  des 
moyens,  transposant  et  tenant  compte  de  Tégalité  pré- 
cédente, 

ibp  Xs  bq  —  bn  >:.  (^bq  —  bp)  —  ibm  X  bn, 

bp  X  bq  est  le  produit  des  segments  interceptés  sur 
RT  à  partir  du  point  b  par  les  diamètres  conjugués  toP, 
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(i)(^j  Je  produit  des  segments  Am,  i/ï,  interceptés  de  la 
même  manière  par  les  diamètres  (oM,  (oN,  lui  étant 
égal,  on  doit  en  conclure  que  ces  diamètres  coM,  wN, 
sont  conjugués,  ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé,  que 
nous  généraliserons  du  reste  dans  le  Chapitre  suivant. 


Premières  propriétés  métriques  des  diamètres 
de  l'ellipse.  Théorèmes  d'Apollonius. 

VIII.  Considérons  toujours  lajîg.  5  :  les  cordes  AM, 
BN  étant  parallèles  et  le  diamètre  a>P  les  divisant  en 
parties  égales,  divise  aussi  le  segment  HK  de  ÂM  en 
deux  parties  égales,  de  sorte  que  le  point  I  est  le  milieu 
commun  de  AM  et  de  HK;  on  en  conclut  RM  =  HA,  et 
HM  =  KA. 

Delà  l'équivalence  des  triangles  KwxA,  H  «M,  qui  ont 
un  sommet  commun  en  co  et  leurs  bases  égales  KA,  HM, 
situés  sur  la  même  ligne  droite-,  d'où  : 

De  même  les  triangles  KAB,  HjNM  sont  équivalents, 
comme  ayant  les  bases  KA,  HM  égales  et  en  ligne 
droite,  et  mêm(îs  hauteurs  puisque  leurs  sommets  B,  N, 
sont  sur  une  parallèle  à  la  base^  d'où  : 

KAB  =  HMN. 

Ajoutant  membre  à  membre  les  deux    égalités  précé-, 

dentés, 

wAB  =Ma>N, 

c'est-à-dîre  que  le  triangle  ayant  pour  côtés  deux  demi- 
diamètres  conjugués  quelconques  a  une  valeur  constante 
égale  à  celle  du  triangle  (oAB,  d'où  l'on  peut  déduire  le 
premier  des  Théorèmes    d'Apollonius,    qui   s'énonce 
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ainsi  :  le  parallélogramme  construit  sur  deux  demi- 
diamètres  conjugués  quelconques  d'une  ellipse  est  équi- 
valent au  rectangle  construit  sur  les  deux  demi^axes. 
On  voit,  pour  les  mêmes  motifs,  les  équivalences  de  tri- 
angles : 

(dKM  =  a>HA,        MKB  =  HNA, 

et  aj  ou  tant  membre  à  membre  : 

(tfMB=:t»NA; 

du  reste  wNA  est  évidemment  équivalent  â  tuNA',  car 
ces  triangles  ont  des  bases  égales  de  même  hauteur;  on 
en  déduit 

ojMB  =  wNA'. 

Il  résulte  du  lemme  établi  au  numéro  précédent  que  les 
cordes  BM,  NA'  sont  parallèles;  car,  si  par  A'  on  mène 
une  parallèle  à  BM,  elle  doit  passer  par  Textrémilé  du 
diamètre  conjugué  à  lOiM,  c'est-à-dire  par  le  point  N. 
(Voir  la  note  à  lajin  du  présent  numéro.) 

Les  cordes  BM,  NA'  étant  parallèles,  leurs  points 
milieux  D,  C  sont  sur  un  même  diamètre  cuCD  qui  sert 
de  médianes  aux  triangles  équivalents  wMB,  wNA'.  Si 
du  point  0)  nous  abaissons  la  perpendiculaire  commune 
«EF  aux  cordes  parallèles  NA',  BM,  on  a,  d'après  un 
théorème  connu,  dans  chacun  des  triangles  ON  A',  coBM, 


o>N   —  wA'  =2NA'xEG, 


wH  —  wM    =2BM  X  FD, 

mais  les  triangles  rctlangles  wEC,  wFD  sont  semblables, 

et  l'on  en  déduit 

FD_  Fco 
lie  ~  ÏÏTo  ■ 


(  255  ) 
Multipliant  les  deux  membres  par  j^-^,>  nous  avons 

BM  X  FD  _  BM  X  Fco  _  atoBM 
NA'  X  EG  "  NA'xEcu  ~  acuA'N 


=  i; 


d'oùNA'x  EC  ==  BM  x  FD,  et  introduisant  celte  éga- 
lité dans  les  deux  précédentes, 


<i)N   — (oA'  =  (oB  — (i)M   , 
par  transposition  et  observant  que  (oA'=  coA,  on  a 


toM   -f-a)N    =  loA  -i-a)B  , 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  de  deux  demi- 
diamètres  conjugués  quelconques  d^une  section  ellip^ 
tique  est  constante,  et,  en  conséquence,  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  demi-axes,  ce  qui  est  l'énoncé  du  second 
des  Théorèmes  d'Apollonius. 

Afote,  —  Nous  avons  admis  que  la  parallèle  à  BM  menée  par  le  point 
A'  passait  en  N;  en  effet,  si  elle  n'y  passait  pas,  elle  passerait  par  N', 
d'après  le  lemme  cité;  mais,  comme  A'N'  est  parallèle  à  AN,  il  fau- 
drait que  AN  fût  parallèle  à  BM;  dès  lors  la  figure  AMBN  serait  un 
parallélogramme,  dont  les  diagonales  AB,  MN  devraient  passer  par 
le  centre;  il  faudrait  donc  que  B  coïncidât  avec  A',  ce  qui  est  impos- 
sible. 


Du  centre  et  des  diamètres  dans  la  parabole. 

IX.  Le  centre  de  la  section  parabolique  passe  à 
l'infini.  —  Supposons  qu'un  plan,  passant  par  le  som- 
met S  d'un  cône  dont  la  directrice  est  le  cercle  0(yîg'.  6), 
coupe  d^ abord  le  plan  de  la  directrice  circulaire  suivant 
une  droite  XY  qui  ne  rencontre  pas  celte  courbe  :  un 
plan  parallèle  coupera  le  cône  suivant  une  section  ellip- 
tique  dont  le  centre  sera  à  rintersection  du  plan  sécant 


(  a56  ) 

et  delà  droite  unissant  la  somme  S  au  pôle  P  de  XY 
(Chap.  I,  n®  II);  sî  nous  admettons  actuellement  que  la 
droite  XY  se  déplace  d'une  manière  continue  en  se 
rapprochant  du  centre  et  jusqu'à  devenir  tangente  au 
cercle  directeur,  son  pôle  P  viendra  se  placer  au  point 
de  contacl,  la  droite  SP  viendra  coïncider  avec  la  grné- 

Fig.  6. 


ratrice  de  contact  du  cône  et  du  plan  tangent  SXY,  et,  si 
le  plan  sécant  reste  constamment  parallèle  au  plan  SXY 
à  l'instant  précis  où  XY  deviendra  tangente  au  cercle  O, 
SP  deviendra  parallèle  au  plan  sécant,  et  rintersection 
de  cette  droite  avec  le  plan  passera  à  Tinfini  dans  la  di- 
rection de  SP;  comme,  au  même  instant,  la  section 
deviendra  parabolique,  on  doit  considérer  le  centre  de 
cette  section  comme  situé  k  l'infini. 

X.  Tous  les  diamètres  do  la  parabole  sont  rectili- 
gnvs  et  parallèles.  —  Considérons  toujours  ^^  Jig.  6, 
construisons  la  droite  SP4  parallèle  aux  cordes  du  milieu 
desquelles  nous  cherchons  le  lieu.  La  droite  SP4,  paral- 
lèle au  plan  sécant,  est  située  dans  le  plan  SXY  :  con- 
struisons la  polaire  AP  du  point  Pj,  le  point  P^  étant 
situé  sur  XY,  la  polaire  AP  passera  par  le  pôle  P  de 
XY.  Par  la  droite  SP<  faisons  passer  un  plan  variable  : 


(  ^37  ) 
dans  toutes  les  positions  il  coupera  le  plan  sécant  suivant 
une  parallèle  à  SP|.  Soient  SMN  une  de  ses  positions, 
SM,  SN  les  génératrices  suivant  lesquelles  il  coupe  le 
cône  et  SH  son  intersection  avec  le  plan  SAP,  les  quatre 
droites  SM,  SN,  SP,  SH  forment  un  faisceau  harmo- 
nique; la  droite  m/i,  intersection  de  ce  plan  SMN  et  du 
pi  au  sécant,  et  dont  les  extrémités  /7i,  n  appartiennent 
à  la  section,  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le 
point  h  où  elle  est  rencontrée  par  le  rayon  SH  conju- 
gué de  SP| ,  puisqu'elle  est  parallèle  à  ce  dernier  rayon. 
Le  point  h  dont  nous  chercbons  le  lieu  est  situé  à  la 
fois  dans  le  plan  sécant  et  daiis  le  plan  fixe  SAP,  le 
diamètre  cherché  est  dans  la  droite  a/?,  intersection  du 
plan  sécant  et  du  plan  SAP-,  ap  est  parallèle  à  SP 
comme  intersection  de  deux  plans  parallèles  par  un 
troisième  :  donc  dans  la  parabole  tous  les  diamètres 
sont  des  droites  parallèles. 

XI.  Propriétés  des  diamètres  de  la  parabole.  — 
Les  diamètres  de  la  parabole  ne  coupent  cette  courbe 
qu'en  un  point  situé  à  distance  finie  5  en  effet,  on  peut 
obtenir  tous  les  diamètres  de  la  parabole  en  coupant 
son  plan  par  un  plan  variable  tournant  autour  de  SP 
iJig'  6);  or  chacun  de  ces  plans  coupe  le  cône  suivant 
la  génératrice  SP,  parallèle  au  diamètre  correspondant, 
et  suivant  une  seconde  génératrice  non  parallèle;  le 
diamètre  rencontrera  la  seconde  seule  de  ces  généra- 
trices à  distance  finie,  et  la  première  à  l'infini  ;  il  n^aura 
donc  avec  la  parabole  qu'un  seul  point  commun  à  dis- 
lance finie. 

L'angle  sous  lequel  un  diamètre  d'une  parabole  coupe 
les  cordes  correspondantes  est  égal  à  l'angle  PSP^  de  la 
fig»  6  ;  cet  angle  peut  passer  par  tous  les  états  do  gran- 
deur. 
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Il  peut  passer  une  seule  fois  par  l'état  égal  à  un  angle 
droit  si  l'on  prend  SPj  perpendiculaire  a  SP;  il  en  ré- 
sulte que  la  section  parabolique  admet  un  et  un  seul 
axe,  et  un  seul  sommet  qu'on  peut  déterminer  d'après 
ce  qui  précède. 

On  peut  encore,  d'après  ce  qui  précède,  construire 
les  diamètres  de  la  parabole  coupant  les  cordes  corres- 
pondantes sous  un  angle  donné;  le  problème  est  tou- 
jours possible  et  le  nombre  des  solutions  est  deux.  Dans 
le  cas  particulier  de  l'angle  nul,  SP|  vient  se  réunir 
avec  SP;  il  en  est  de  même  de  SA  :  le  plan  SPA  devient 
tangent  suivant  SP,  se  confond  avec  SXY,  et  le  diamètre 
correspondant  passe  à  l'infini,  car  le  plan  SXY  est  pa- 
rallèle au  plan  de  la  courbe.  (^A  suwre.) 


DÉMONSTRATION  ET  APPLICATIONS  D  UN  THÉORÈME 
DE  LIOU VILLE  SUR  L'ÉLIMINATION; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 


1.  Liouville,  dans  un  beau  Mémoire  bien  connu  sur 
l'élimination  (*),  a  obtenu,  entre  autres  résultats  d^une 
analyse  un  peu  complexe,  un  théorème  d'un  grand  in- 
térêt, en  raison  des  nombreuses  applications  auxquelles 
il  se  prête.  Je  me  propose  de  donner  de  ce  théorème  une 
démonstration  fort  simple,  qui  le  rend  en  quelque  sorte 


(')  Journal  de  Matliématiques  pures  et  appliquées,  !'•  série, 
l.  VI,  p.  35(). 


<    •^'>!)  ) 
inluilir,  et  <l*eii  déduire  ensuite  quelques  conséquences 
géométriques. 

Occupons-nous  d'abord  du  cas  de  deux  équations  à 
deux  variables  :  le  théorème  de  Liouville  peut  alors  s'é- 
noncer de  la  manière  suivante  : 

Théorème  fondamental.  —  Dans  V équation  de 
degré  nin  résultant  de  V élimination  d'une  variable 
entre  deux  équations  algébriques  à  deux  variables, 
dont  les  degrés  sont  respectivement  m  et  /z,  le  coeffi- 
cient du  terme  de  degré  mn  —  i  dépend  exclusivement 
des  coefficients  des  termes  des  deux  équations  données, 
qui  sont  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  m  —  i  pour  la 
première,  an  —  i  pour  la  seconde. 

Les  coefficients  des  termes  de  degrés  respectivement 
égaux  à  m  —  i  et  à  n  —  i,  dans  les  équations  données, 
ne  peuvent  figurer  que  linéairement  et  multipliés  par 
des  facteurs  indépendants  des  autres  coefficients ,  dans 
la  composition  du  coefficient  du  terme  de  degré  mn  —  i 
de  l'équation  résultante. 

2.  Soient 

^   .    j  U,n-^  ZU„i-i-^  Z^U„i-i-h,  .  .-h  Z'U„t-i-¥-.  .    H-  Z'"  Uq  =  O, 

Jeux  équations  algébriques,  à  deux  variables  x  et  y, 
rendues  lioniogènes  par  Tintroduetion  d^une  troisième 
variable  3,  et  ayant  des  degrés  respectivement  égaux  à 
meta  72.  Dans  ces  équations,  les  u  et  les  v  désignent 
des  polynômes  homogènes  en  x  cl  y,  d'un  degré  marqué 
par  leur  indice. 
L'équation 

(-1)  ^  (fo-r"'"  H-  (Il  ^.r'"«-«  H-  (fiZ-.rf'ft-'^-^.  .  . 


(    26o    ) 

résultant  de  réliiniiialiou  de  y  entre  les  équations  (i), 
'  s'obtient,  comme  on  le  sait,  en  égalant  à  zéro  un  certain 
déterminant,  dont  les  éléments  sont  les  polynômes  en 
X  et  z,  qui  multiplient  les  diverses  puissances  dej^  dans 
ces  équations.  Les  seules  opérations  à  eti'ectuer  sur  ces 
polynômes,  pour  en  déduire  le  premier  membre  de  Iné- 
quation (2),  consistent  par  suite  en  multiplications  et 
additions.  Il  ne  saurait  donc  entrer  dans  la  formation  du 
coefficient  a/ de  z'\r"'"~',  aucun  des  coefficients  des  équa- 
tions (i),  qui  contiennent  z  à  un  degré  supérieur  à  1. 
Autrement  dit,  le  coefficient  «/  ne  peut  dépendre  que 
des  coefficients  des  termes  des  équations  (1),  qui  sont 
d'un  degré  en  z  égal  ou  inférieur  à  z',  c'est-à-dire  d'un 
degré  en  x  ai  y  égal  ou  supérieur  à  m  —  i  pour  la  pre- 
mière équation,  k  n  —  î  pour  la  seconde. 

Pour  la  même  raison,  le  coefficient  a/  est  forcément 
linéaire  par  rapport  à  Tensemble  des  coefficients  de  Um-i 
et  de  i^/i_|. 

3.  Les  relations  bien  connues,  qui  lient  les  fonctions 
symétriques  entières  des  racines  d'une  équation  aux 
coefficients  de  cette  équation,  permettent  de  conclure 
immédiatement  du  théorèine  qui  vient  d'être  démontré 
la  conséquence  suivante  : 

La  somme  des  produits  i  à  i  des  mn  racines  de  l'é- 
quation résultante  ne  dépend  que  des  termes  des  équa- 
tions donné  f.s ,  dont  le  degré  est  au  moins  égal  à  m  —  / 
pour  la  première  et  à  n  —  i  pour  la  seconde.  Il  en  est 
de  même  de  la  somme  des  i^"^^^  puissances,  et,  p/iis 
généralement,  de  toute  Jonction  symétrique  entière  de 
degré  i  de  ces  racines. 

Il  est  essentiel,  pour  appliquer  Judicieusement  et  sans 
erreur  le  théorème  de  Liouville.  de  s'assurer  que   Vv- 


(  --6I  ) 
quation  résultante  est  bien  d'un  degré  égal  au  produit 
des  degrés  des  équations  entre  lesquelles  doit  se  faire 
Téliminalion. 

4.  Comme  première  application  du  théorème  fonda* 
mental  de  Liou ville,  nous  allons  en  déduire  immé- 
diatement, et  sans  calcul,  le  théorème  suivant,  du  h 
Chasles  (  *  )  : 

Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  à  une  courbe  plane  algébrique, 
parallèlement  à  une  même  direction,  est  un  point  fixe, 
indépendant  de  cette  direction. 

En  effet,  soit 

l'équation  de  la  courbe,  supposée  du  m**"*  degré.  Les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  à  cette  courbe 
parallèlement  à  une  direction  de  coefficient  angulaire  a, 
ont  pour  coordonnées  les  systèmes  de  valeurs  de  .r  et  y 
(]ui  vériGent  à  la  fois  Téquatioti  (3)  et  Téquation 

(4)  fjc^^f;=o, 

de  degré  m  —  i . 


(')  Cest,  comme  on  le  sait,  en  transformant  géométriquement  le 
ihéoréme  de  Newton  sur  les  diamètres  des  courbes  ou  des  surfaces, 
que  Chasles  a  trouyc  ce  théorème  et  son  analogue  dans  l'espace 
(Aperçu  historique,  p.  624).  Il  l'a  démontré  plus  tard  analytique- 
ment,  comme  application  d'un  système  particulier  de  coordonnées 
UDgentielies  {Géométrie  supérieure^  i'* édition,  p.  358-36o).  M.  d'O- 
cagoe  a  communiqué  récemment  à  la  Société  mathémati(|uc  de 
France  deus  démonstrations  du  même  théorème  fondées  sur  rem- 
ploi des  coordonnées  parallèles  et  axiales.  M.  Weill  en  a  également 
publié  une  démonstration  analytique  {Nouvelles  Annales  de  Afathé- 
niaiiqueSy  V  série,  t.  VI,  p.  82).  La  démonstration  de  Liouville, 
après  la  notable  simplification  que  nous  lui  faisons  subir  ici,  nous 
parait  être  la  plus  simple  et  la  plus  directe. 


(  a(v>.  ) 
Soit 

l'écjualioii  (le  degré  m{m  —  i)  résultant  de  réliminalion 
de  y  entre  les  équations  (3)  et  (4).  L*abscisse  x  du 
centre  de  moyenne  distance  des  points  communs  aux 

courbes  (3)    et   (4)  est  égale  à ; ^ — r Or  les 

ni  (  m  —  I  )  €Lq 

cocfiicieuts  «o  et  r/,,  d'après  le  théorème  fondamental 
(n"  1  ),  ne  dépendcMit  que  des  coefficients  des  termes  de 
degrés  ni  et  m  —  i  de  Téquation  (3),  ceux-ci  entrant 
exclusivement  dans  la  composition  des  termes  de  degrés 
m  —  1  et  ni  —  a  de  Téquation  {\),  Par  suite,  le  centre  de 
moyenne  distance  des  points  communs  aux  courbes  (3) 
et  (4)  nti  change  pas,  lorsqu'on  remplace  la  courbe  (3) 
par  une  autre  ayant  les  mêmes  asymptotes,  et  notam- 
ment par  l'ensemble  de  ces  asymptotes.  Mais  lesm(/w  —  i) 
points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direc- 
tion déterminée  se  confondent  alors,   par  couples,  avec 

I       7n(m — i)       .  1,.  .  Il         1 

les  — ^^ •  points  d  intersections  mutuelles   de  ces  m 

asymptotes.  Le  point  fixe,  centre  de  moyenne  distance 
de  ces  derniers  points,  coïncide,  en  conséquence,  avec 
le  centre  de  moyenne  distance  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à  la  courbe  (3)  parallèlement  à  une 
même  direction,  quelle  que  soit  celte  direction,  et  le 
théorème  de  Cliasles  se  trouve  démontré. 

On  voit,  par  la  démonstration  même,  que  ce  théo- 
rème s'applique  à  une  courbe  possédant  des  points  mul- 
tiples, quelle  (ju'en  soit  la  nature,  et  abstraction  laite 
de  ces  points  considérés  comme  points  de  contact  multi- 
ples de  tangentes  parallèles  h  une  même  direction. 

Il  est  également  clair  (jue  le  théorème  n'a  plus  lieu, 
lorscjuc  lu  courbe  a  une  ;)U  plusieurs  hraiichcs  parabo- 
li(|ues. 


(  a<»;^  ) 

On  peut  renia rq lier  on  outre  que,  dans  le  cas  où  les 
asymptotes  de  la  courbe  passent  par  un  même  point, 
ce  point  est  précisément  le  centre  de  moyenne  distance 
des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une 
ui énie  directio n . 

o.  Imaginons  que  Ton  fasse  varier,  dans  les  équations 
(i),  les  termes  qui  renferment  z  à  un  degré  supérieur 
au  premier,  les  autres  ne  changeant  pas.  Chacune  des 
courbes  définies  par  les  équations  (i),  par  rapport  à  un 
système  d'axes  de  coordonnées  quelconque,  varie  alors 
en  conservant  les  mômes  asymptotes.  D'ailleurs  la 
somme  des  x  et  la  somme  des  y  des  points  communs 
aux  deux  courbes  ne  dépendant  que  de  u^j  Wm-o  ^Vm 
^/i-ij  d'après  le  théorème  fondamental  de  Liouville 
(n**  \  ),  on  voit  que  le  centre  de  moyenne  distance  des 
points  d'intersection  des  deux  courbes  reste  fixe.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  également  du  à 
Liouville  (')  : 

Z.e  centre  de  moyenne  distance  des  points  communs 
à  deux  courbes  algébriques  reste  fixe,  lorsque  cha- 
cune de  ces  courbes  varie,  sans  changer  d^ asymptotes. 

Ce  centre  de  moyenne  distance  est  en  même  temps 
celui  des  points  d'intersection  des  asymptotes  de  Vune 
des  courbes  avec  les  asymptotes  de  l'autre. 

En  particulier,  quand  les  asymptotes  de  deux 
courbes  géométriques  passent  toutes  par  un  même 
point,  ce  point  est  le  centre  de  moyenne  distance  des 
points  de  rencontre  des  deux  courbes. 


(•)  Loc.  cit.,  p.  371.  —  M.  Humbert  adonné  deux  autres  démons- 
trations de  ce  môme  théorème  (  Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées,  4'  série,  t.  III,  p.  36i,  et  Nouvelles  Annales  de  Afa- 
t  hé  ma  tiques  y  Z"  sénV,  t.  VI,  p.  53^). 


(  -'^64  ) 
().   Soit 

réquatîon  d'une  courbe  algébrique,  de  degré  quelconque 
77/,  rapportée  à  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires. Les  points  d*incidence  des  normales  menées 
à  cette  courbe  par  un  point  dont  les  coordonnées  sont 
x  =  a,j'=6,  se  trouvent  à  l'intersection  de  celle-ci 
avec  la  courbe  de  degré  /w, 

(6)  (ar~a)/;-(^-^.)/';=o. 

Supposons  que  la  courbe  (5)  n'ait  pas  débranche  pa- 
rabolique et  ne  passe  pas  par  les  ombilics  ou  points  cy^ 
cliques,  et  imaginons  que  Ton  fasse  varier  cette  courbe, 
eu  lui  conservant  ses  asymptotes.  Les  termes  de  degrés 
772  et7ri  —  I  de  l'équation  (5)  ne  subissant,  dans  cette 
hypollièse,  aucune  altération,  on  voit  immédiatement 
qu'il  en  est  de  même  des  termes  de  degrés  772  et  m  —  1 
de  l'équation  (6).  La  courbe  (6)  varie  par  suite  en  con- 
servant ses  asymptotes,  et  Ton  eu  conclut,  d'après 
un  théorème  précédent  (n°  S)  que  le  centre  de  moyenne 
distance  des  points  d'incidence  des  normales  menées 
dUin  même  point  à  une  courbe  algébrique  n'ayant  pas 
de  branche  parabolique,  reste  fixe,  lorsque  la  courbe 
varie  en  conservant  ses  asymptotes  (  '  ). 

On  peut  ajouter  que  ce  centre  de  moyenne  distance 
est  le  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  fixe  sur  les  asymptotes 
de  la  courbe  et  des  points  d'intersection,  considérés 


(*)  Les  coasidératioDs  développées  plus  loio  (q"  8)  montrent  com- 
ment ce  théorème  s'clend  aux  courI)cs  passant  par  les  points  cycli- 
ques. 
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comme  doubles,  de  ces  asymptotes  prises  deux  à  deux. 
Il  suffit,  pour  établir  cette  dernière  partie  du  théo- 
rème, de  supposer  que  la  courbe  du  m*^*™®  degré  se  ré- 
duise à  ses  asymptotes,  et  de  remarquer  qu'alors  les 
pieds  des  normales,  issues  d'un  même  point  fixe,  vien- 
nent coïncider  par  couples  avec  les  — points  d'in- 
tersection des  asymptotes  prises  deux  à  deux. 

Le  théorème  cesse  d'être  vrai,  lorsque  la  courbe  a  une 
ou  plusieurs  branches  paraboliques  :  les  courbes  (5)  et 
(6)  ayant  alors  un  ou  plusieurs  de  leurs  points  communs 
à  l'infini,  le  centre  de  moyenne  distance  de  ces  points 
est  lui-même  à  l'infini. 

7.  En  général,  le  centre  de  moyenne  distance  des 
points  d'incidence  des  normales  à  une  courbe  algébrique, 
issues  d'un  même  point,  varie  avec  la  position  de  ce 
point  ;  mais  il  existe  une  classe  remarquable  de  courbes 
pour  lesquelles  ce  centre  de  moyenne  distance  est  fixe, 
quel  que  soit  le  point  d'où  sont  menées  les  normales. 
Ce  sont  les  courbes  de  degré  pair  dont  toutes  les  direc- 
tions sont  des  directions  isotropes,  et  que,  pour  cette 
raison,  M.  d'Ocagne  a  proposé  d'appeler  isotropi- 
i/ues{^). 

8.  Considérons  une  courbe  algébrique  C,  de  degré  m, 
pour  laquelle  les  directions  isotropes  soient  des  direc- 
tions asymptotiques  multiples.  Soit  r  le  degré  de  mul- 
tiplicité de  chacune  d'elles.  Les  normales  menées  d'un 
point  O  quelconque  à  cette  courbe  s'obtiennent  en  joi- 
gnant le  point  O  aux  points  d'intersection  de  la  courbe  C 
avec  une  seconde  courbe  égale,  résultant  d'une  rotation 


(')  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  3^  série,  t.  I,  p.  i25. 
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iiitiiiiincnt  petilc  de  la  première  autour  du  point  O. 
I.cs  points  d'îiiterscclioii  des  deux  eourbes,  et,  par  suite, 
les  normales  menées  de  O  n  C  soitt  au  nombre  total  de 
m*.  Mais  chacune  des  eourbes  ayant  r  branches  passant 
par  chacun  des  points  cycliijues,  il  y  a  r^  points  d'in- 
tersection qui  coïncident  avec  chacun  de  ces  points  cy- 
cliques, et  le  nombru  des  normales  menées  de  O  à  C  se 
trouve  léduità  m* —  2/*.  D'autre  part,  l'ensemble  des 
asymptotes  de  la  courbe  C,  admettant  également  les 
points  cycliques  comme  points  multiples  d'ordre  r  de 
multiplicité,  le  nombre  des  normales  menées  do  O  à 
cette  courbe  dégénérescentc  est  pareillement  réduit  à 
m' —  2/-^  :  ces  normales  comprennent  les  m —  ar  per- 
pendiculaires abaissées  de   O   sur  les  asymptotes    non 

isotropes,  et  deux  fois  les  "*  ^~' r(r —  1)  droites 

qui  joignent  le  point  O  aux  points,  autres  que  les  points 
eyc1i<[ues,  en  lesquels  se  coupent  deux  à  deux  les  m 
asymptotes.  Les  deux  groupes,  composés  chacun  de 
m' —  2r'  points  à  distance  finie,  que  l'on  obtient  ainsi, 
ont  le  niÊme  centre  de  moyenne  distance  en  vertu  d'un 
théorème  démontré  plus  haut  (n°  6). 

9.  Appliquons  la  conclusion  précédente  à  une  courbe 
isotropique  de  degré  sn.  Le  nombre  des  normales  me- 
nées d'un  point  quelconque  O  à  une  pareille  courbe  est 
2/1*.  L'ensemble  des  2/j  asymptotes  isotropes  de  cette 
courbe  peut  être  considéré  comme  une  variété  dégéné- 
rescente  d'une  courbe  isotropique,  et  les  an'  normales 
qu'on  peut  lui  mener  du  point  O  se  composent  de  deux 
fors  les  n'  droites  qui  joignent  ce  point  aux  points  d'in- 
tersection des  asymptotes  parallèles  à  l'une  des  direc- 
tions isotropes  avec  les  asymptotes  parallèles  à  l'autre 
direction  isotrope  (11"  H).  I.e  cenire  de  moyenne  distance 
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de   ce  dernier  groupe  de  points  étant  indépendant  du 
point  O,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  (  '  )  ; 

Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  d' incidence 
des  normales  menées  d'un  même  point  à  une  courbe 
iso  tropique  est  fixe  y  quelle  que  soit  la  position  de  ce 
point. 

Ce  point  peut  même  s^éloigner  à  Vinfini  dans  une  di- 
rection quelconque.  Ou  en  conclut  que,  dans  le  cas 
d'une  courbe  isotropique,  le  centre  de  moyenne  dis- 
tance des  pieds  des  normales  issues  d'un  même  point 
coïncide  avec  celui  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  une  même  direction. 

On  peut  ajouter  que  ce  centre  de  moyenne  distance 
coïncide  avec  celui  des  foyers  singuliers  réels  de  la 
courbe. 

Pour  établir  celte  dernière  partie  du  théorème,  il 
suflit  de  se  rappeler  que,  suivant  une  dénomination  in- 
troduite par  Laguerre,  les  foyers  singuliers  sont  les 
points  réels  où  les  asymptotes  parallèles  à  Tune  des  di- 
rections isotropes  coupent  respectivement  leurs  conju- 
guées, et  de  remarquer  que  le  centre  de  moyenne  dis- 
tance de  ces  n  foyers  réels  coïncide  manifestement  avec 
le  cenire  de  moyenne  distance  des  /i^  points,  tant  ima- 
ginaires que  réels,  où  les  n  asymptotes  parallèles  à  une 
des  directions  isotropes  rencontrent  les  n  asymptotes 
parallèles  à  l'autre  direclion  isotrope. 

10.  Avant  d^aller  plus  loin,  nous  allons  rappeler  la 
solution  d'un  problème  bien  simple  et  bien  connu,  sur 


(1)  Ce  théorème  et  le  théorème  analogue  pour  les  surfaces  iso- 
tropiques  ont  été  communiqués  à  la  Société  mathématique,  dans  sa 
séance  du  i  novembre  i^>87,  par  M.  Huml)ert,  qui  esl  arrivé  à  ces 
résultats  par  une  voie  (liiïérento. 


k»  ''' 
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laquelle  nous  aurons  à  nous  appuyer.  Soient  MNi, 
MN2,  . .  . ,  MN,i  des  normales  menées  d'un  même  point 
M  à  n  courbes  ou  segments  de  courbes  C| ,  C2,  • . . ,  C/|. 
Supposons  que  le  point  M  se  meuve  de  façon  que  Ton 
ait 


mn/ 


MN, 


MN„  =A» 


ou,  pour  abréger, 

(7) 


—  î 


ilMN  =A«, 


A'  désignant  une  constante. 

En  diflféreutiant  la  relation  précédente,  on  obtient 


(8) 


SMNrfMN  =0. 


Considérons  le  point  M  comme  soumis  à  n  forces  re- 
présentées, en  grandeur,  direction  et  sens,  par  MN|, 
MN2,  .  .  .,  MiV„. 

La  relation  (8)  exprime  que  la  somme  des  travaux 
élémentaires  de  ces  forces  est  nulle,  lorsque  le  point  M 
se  déplace  sur  la  courbe  définie  par  la  relation  (7).  H  en 
est  par  suite  de  même  du  travail  élémentaire  de  la  ré- 
sultante de  ces  forces,  et  Ton  en  conclut  que  cette  résul- 
tante est  dirigée  suivant  la  normale  en  M  à  la  courbe 
considérée  (*).  D'autre  part,  d'après  un  théorème  bien 
connuja  résultante  des  forces  MNf,  MN2,  ...,  MN^  passe 
par  le  centre  de  moyenne  distance  O  des  ?i  points  No 
JV2,  . . . ,  Nrt,  et  est  représentée  par  n  fois  la  distance  MO. 
On  aura  donc  la  normale  à  la  courbe  définie  par  la  re- 
lation (7),  en  joignant  le  point  M  de  cette  courbe  au 
centre   de  moyenne  distance   des   pieds   des  normales 


(•)  Celle  courbe  est  une  ligne  de  niveau  pour  le  système  de 
forces  que  nous  considérons,  cl  lu  fonction  des  forces  correspon- 
dante est  iiMN". 
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menées  de  ce  point  aux  courbes  ou  portions  de  courbes 

11.  Considérons,  dans  un  plan,  une  courbe  C,  du 
jjjième  Jegré,  soumisc  à  la  seule  reslrîclion  de  n'avoir  pas 
(le  branches  paraboliques,  et  proposons-nous  de  trouver 

le  lieu  L  d'un  point  M,  tel  que  la  somme  S  iVIN  des  carrés 
des  normales  qu'on  peut  lui  mener  de  ce  point  soit  con- 
stante. Par  chaque  point  du  plan  passe  un  pareil  lieu  et 
un  seul  ;  de  plus,  la  normale  h  ce  lieu  s'obtient  par  la 
construction  exposée  au  numéro  précédent,  c'est-à-dire 
enjoignant  le  point  M  au  centre  de  moyenne  distance 
(les  pieds  des  normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  C. 
Considérons,  d'autre  part,  le  lieu  A  d'un  point  tel  que 

la  somme  des  carrés  SMP  des  distances  de  ce  point  aux 
asymptotes  de  C,  augmentée  du  double  de  la   somme 

2IiVIQ  des  carrés  des  distances  du  même  point  aux  points 
d'intersection  de  ces  asymptotes  prises  deux  à  deux,  soit 
constante.  Par  chaque  point  du  plan  passe  un  tel 
lieu  A  et  un  seul.  D'un  théorème  démontré  plus  haut 
(n**  6)  et  de  la  construction  qui  vient  d'être  rappelée 
(n**  10),  il  résulte  d'ailleurs  que  les  normales  et  par 
suite  les  tangentes,  en  un  même  point  du  plan,  aux 
courbes  L  et  A  qui  y  passent,  coïncident.  Les  deux  sys- 
tèmes de  courbes  L  et  A  ont,  en  conséquence,  la  même 
équation  diilérentielle,  c'est-à-dire  ne  forment  qu'un 
seul  et  même  système. 

12.  Cela  posé,  soient,  par  rapport  à  un  système  d'axes 
de  coordonnées  rectangulaires, 

a^  coso  -\-y  sin©  — p  =  o 


V)  Cette  solution,  comme  on  le  sait,  est  duc  à  Lcibnitz. 
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l'cquatioti  d'uiif  (juelconque  dus  asjiiiploics  d«  la 
courbe  C,  et  a,  p  les  coordonoévs  du  poiiil  d'itilersvc- 
lion  de  deux  de  ces  asymploies  :  l'équaLioii  du  lieu  A 
|>cut  sVerirc 

A'  désignant  une  constante.  On  rnconn.ill  là  l'équation 
d'une  conujue,  ou  |ilutàt  d'une  série  de  conicjues  con- 
centriques et  honiotliéliqucs,  correspondant  aux  diverses 
valeurs  de  /%  Ainsi  se  trouve  démontré  un  élégant  théo- 
rème auquel  M.  Humbcrt  est  parvenu  par  des  considé- 
rations diilerant  peu  des  précédentes,  et  qne  l'on  peut 
siC): 


Etant  donnée  une  courbe  plane  algébritjtte,  de  degré 
quelconque,  ne  possédant  aucune  branche  parabo- 
lique, le  lieu  d 'un  point  du  plan  de  cette  courbe,  sa- 
tisfaisant à  la  condition  que  la  somme  des  carrés  des 
■s  des  normales  menées  de  cr  point  a  la  courbe 


soit  constante  est  une  conique.  Les  div 


•  coniqu- 


que  l'on  obtient  ainsi,  pour  une  même  courbe,  sont 
concentriques  et  hoinothétiques. 

Pour  certaines  courbes,  ces  coniques  se  réduiront 
chacune  à  un  couple  de  droites  parallèles  cquidistantes 
d'une  même  droite  fixe. 

On  voit  i  m  média  tentent,  d'après  la  forme  de  l'équa- 
tion (9),  que  ces  coniques  seront  toujours  des  ellipses, 
lorsque  les  asymptotes  de  la  couibe  C  seront  toutes 
réelles. 

(l)  Ce'  Ihùoréme  el  le  lliiiorome  anulogue  pour  les  surfaces  ont 
Tait  l'objet  d'une  Communication  verbale  de  M.  Ilumbcrl  à  la  So- 
ci*ti!  m  a  Ui£  ma  tique,  dans  hi  séance  du  iG  novembre  1HS7.  M.  Lai- 
sant,  dans  la  siïancc  du  \  décembre  iHHi)  du  rctte  Sociclù.  a  dunntï 
une  démonslniliun  cli'Kanle  el  injjcnieiisc  de  cvs  unîmes  prupusi- 
llons. 
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Il  est  clair  que  dans  les  cas  où  la  courbe  C  aura  soit 
un  centre,  soit  un  axe  Je  symétrie,  les  coniques  dont  il 
vient  d'elre  question  admettront  elles-mêmes  ce  centre 
ou  cet  axe  de  symétrie.  En  dehors  de  ces  circonstances 
particulières,  il  est  remarquable  de  trouver,  dans  le 
plan  d'une  courbe  algébrique  quelconque,  un  système 
de  deux  axes  rectangulaires  dont  la  position  se  trouve 
liée  à  la  courbe  par  la  propriété  si  simple  remarquée  par 
M.  Humbert. 

13.  M.  Desboves  avait  obtenu,  il  y  a  quelques  an- 
nées (*),  le  théorème  précédent  dans  un  cas  très  parti- 
culier, celui  où  la  courbe  C  est  une  ellipse. 

Soit 

a»  ^  6« 

inéquation  d*une  ellipse  rapportée  à  ses  axes. 

Le  lieu  d'un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des 
longueurs  des  normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe 
soit  égale  à  une  constante  A*-,  a  pour  équation 

a* — 26*    .      a  a» — 6*    .      X* 

Ce  lieu  est  une  ellipse,  un  système  de  droites  paral- 
lèles à  Taxe  des  x,  et  équidislantes  de  cet  axe,  ou  une 
hyperbole,  suivant  que  ^ï  est  supérieur,  égal  ou  inférieur 

à  b\/2.  On  vérifie,  en  outre,  sur  la  deniière  équation, 
que  le  lieu  reste  homothétique  à  lui-même,  lorsque  A^ 
varie. 

Le  changement  de  b^  en  —  b^  montre  bien  que,  dans 
le  cas  de  l'hyperbole,  le  lieu  est  toujours  une  ellipse. 


(')  Théorèmes  et  problèmes  sur    les   normales  aux  coniques^ 
p.  16. 
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Enlîn,  lorsque  l'hypetbole  est  équilaiére,  le  lieu  est  un 
cercle.  Cette  remarque  sera  généralisée  plus  loin. 

La  même  question  a  été  résolue  et  étendue  au  cas  de 
la  parabole  par  M.  Recoq  (').  L'équation  de  la  paraliolu 
rapportée  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet,  étant 


on  trouve  pour  équation  du  lic^u 

x*-i-3y*-i-  ipx  =  ■>.p'-k-  A*. 

On  oLiicnt  donc,  dans  ce  cas,  une  série  d'ellipses  lio- 
mnthétiques  et  eouccntriques,  ayant  pour  centre  com- 
mun le  point  de  Taxe  de  la  parabole  situé  à  la  distance 
zp  du  sommet  de  celte  courbe,  du  côté  de  la  directrice. 

Le  théorème  de  M.  Humberi,  dont  nous  venons  de 
nous  occuper  (n°  12),  s'étend,  du  reste,  ainsi  que  l'au- 
teur l'a  reconnu,  non  seulement  à  la  parabole  du  second 
degré,  mais  à  toutes  les  courbes  possédant  une  ou  plu- 
sieurs branches  paraboliques.  Nous  avons  du  laisser  de 
côté  ici  ce  cas  spécial. 

14.  Imaginons,  dans  le  plan  d'une  courbe  algébrique 
C,  supposée  du  m"'"'  degré  et  dénuée  de  branches  para- 
boliques, un  point  mobile,  constamment  sollicité  par  des 
forces  représentées  géométriquement  par  les  normales 
MN.  Un  pareil  système  de  forces  admet,  comme  nous 
en  avons  déjà  fait  la  remarque,  une  fonction  qui  n'est 
autre  que  la  somme  SMN  des  carrés  des  longueurs  des 
normales  menées  du  point  mobile  à  la  courbe,  et,  d'après 
le  théorème  de  M.  Humberi  (n"  12),  les  lignes  de  ni- 
veau correspondantes  sont  des  coniques  concentriques 

(')  Nouvelles  Annalci.  j"  siiHc,  l.  IV,  |).  iiii. 
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el  homothëtiques.  Nous  les  appellerons  coniques  de  ni- 
veau de  la  courbe  C. 

Cela  posé,  on  sait,  d'une  manière  générale,  que  si 
le  point  mobile  subit  un  déplacement  infiniment  petit 
quelconque,  raccroissement  correspondant  de  la  fonc- 
tion des  forces  est  égal  au  produit  de  la  résultante  des 
forces  par  le  segment  compris,  sur  la  ligne  d'action  de 
cette  résultante,  entre  les  deux  courbes  de  niveau  qui 
passent  respectivement  par  les  positions  initiale  et  &nale 
du  point  mobile.  Or  cette  résultante  n'est  pas  modi6ée, 
si  Ton  remplace' le  système,  défini  plus  haut  (n'^lO); 
des  forces  telles  que  MN,  par  un  autre  système,  compre- 
nant un  premier  groupe  de  forces  représentées  par  les 
perpendiculaires  MP  menées  du  point  mobile  aux  asym- 
ptotes de  C,  et  un  second  groupe  de  forces  dirigées  vers 
les  points  Q  d'intersection  de  ces  asymptotes  prises 
deux  à  deux,  et  représentées  géométriquement  par  les 
doubles  des  longueurs  MQ.  D'ailleurs,  comme  on  l'a 
vu  (n®  11),  les  lignes  de  niveau  sont  les  mêmes  pour 
les  deux  systèmes  de  forces;  par  suite,  pour  tout  dépla- 
cement infiniment  petit  du  point  mobile,  les  sommes 

3  2  3 

2MJV  et  SMP   -h  aSMQ   subissent  le  même  accroisse- 
ment. On  en  conclut^  par  une  intégration  immédiate, 

3  3  3 

que  SMN    ne  diffère  de  ZMP  -h  aSMQ    que  par  une 
constante.  Ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Etant  donnée  une  courbe  plane  algébrique,  ne  pos^ 
stîdant  aucune  branche  parabolique,  il  y  a  une  diffé^ 
rence  constante  entre  la  somme  des  carrés  des  lon- 
gueurs des  normales  menées  d'un  point  quelconque 
à  cette  courbe  et  la  somme  des  carrés  des  distances 
du  même  point  à  ses  asymptotes,  augmentée  de  deux 
fois  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  point  aux 

Ànn.  de  Mathémat.j  3*  série,  t.  I\.  (Juin  1890.)  18 
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points  d^ interseclion  des  asymptotes  prises  deux  à 
deux{*). 

Le  centre  commun  des  coniques  définies  parTéqua- 

lion  (9)  est  évidemment  le  point  pour  lequel  la  somme 

2  - — -2 

SMP  +  22iVIQ  est  la  plus  petite  possible.  De  cette 

remarque  et  du  dernier  théorème  énoncé  il  résulte  que 
le  centre  commun  des  coniques  de  nii^eau  d*une  courbe 
plane  algébrique  est  un  point  tel  que  la  somme  des 
carrés  des  longueurs  des  normales  menées  de  ce  point 
à  la  courbe  soit  la  plus  petite  possible. 

Par  suite,  en  vertu  d'un  théorème  de  Statique  bien 
connu,  le  centre  commun  des  coniques  de  niveau  est  le 
centre  de  moyenne  distance  des  pieds  de  normales  me- 
nées de  ce  point  à  la  coui^be  algébrique, 

15.  Il  existe  deux  classes  particulières  de  courbes 
algébriques  dont  les  coniques  de  niveau  sont  des  cercles. 
L'une  de  ces  classes  se  compose  des  courbes  isotro- 
piques;  l'autre  comprend  les  courbes  dont  toutes  les 
asymptotes  sont  réelles,  distinctes,  et  forment  un  poly- 
gone équiangle. 

Pour  la  première  de  ces  deux  classes  de  courbes,  la 
particularité  signalée  résulte  de  ce  que  la  normale  â 
la  ligne  de  niveau,  en  Tun  quelconque  de  ses  points, 
passe  par  le  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des 
normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  isotropique 
(n**  10)  et  de  ce  que  ce  centre  de  moyenne  distance 
est  fixe  (n''  9).  De  là  ce  théorème  : 

Étant  donnée  dans  un  plan  une  courbe  isotropique, 

(')  Cette  difTérence  constante  est  égale  à  a(a*:±:6*),  lorsque  ia 
courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  dont  les  axes  ont  pour 
longueurs  respectives  2a  et  26. 
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le  lieu  d'un  point  du  plan,  tel  que  la  somme  des  carrés 
des  normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  soit  con- 
stante, est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  centre  de 
moyenne  distance  des  foyers  singuliers  de  la  courbe 
isotropique. 

Des  considérations  exposées  dans  le  numéro  précé- 
dent (n*'  14),  on  conclut  en  outre  immédiatement  les 
conséquences  suivantes  : 

La  somme  des  carres  des  normales  menées  d*un 
point  quelconque  à  une  courbe  isotropique  de  degré 
2  71  diffère  d^une  quantité  constante  de  ^n  fois  la 
somme  des  carrés  des  distances  du  même  point  aux 
n  foyers  singuliers  de  la  courbe. 

LfC  centre  de  moyenne  distance  des  foyers  singuliers 
d*une  courbe  isotropique  est  tel  que  la  somme  des 
carrés  des  normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  est 
un  minimum. 

16.  Considérons  maintenant  une  courbe  plane  algé- 
brique C,  dont  toutes  les  asymptotes  soient  réelles,  dis- 
tinctes et  forment  un  polygone  équiangle.  Dans  Téqua- 
lion  (9),  le  coefficient  de  xy  est  égal  à  aSsin^  cos(p, 
c'est-à-dire  a  Ssina^;  les  coefficients  de  x*  et  de  j  * 
sont  respectivement  égaux  à  m  (m  —  i)-f-Scos^(p  ou 
m(m  —  i) -f- |S(i -f- cos2o)  et  à  m{m  —  i)-4-Ssin2cp 
ou  m{m  —  i)h-^S(i  —  cos2cp).0r  lesaugles  acp,  d'après 
les  hypothèses  faites  sur  les  asymptotes  de  la  courbe  C, 
forment  une  progression  arithmétique  dont  la  raison 

est  —  •  Il  en  résulte,  comme  on  le  sait,  que  Ssinsœ  et 

Scosacp  sont  nuls.  Par  suite,  le  terme  en  xy  disparaît 
de   l'équation  (9),  et  les  coefficients  de  x^  et  y^  sont 

eux  égaux  a  —^— '•  Le  lieu  dehni  par  1  erjua- 


^:^r-^-fTX  ; 


K-*,. 


t'-i. 
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lion  (9)  est  donc  bien  uu  cercle.  De  là  le  théorème  sui- 
vant : 

Etant  donnée  une  courbe  plane  algébrique,  dont 
toutes  les  asymptotes  sont  réelles,  distinctes,  et  forment 
un  polygone  équiangle,  le  lieu  d'un  point  tel  que  la 
somme  des  carrés  des  normales  menées  de  ce  point  à 
la  courbe  soit  égale  à  une  constante,  est  un  cercle  dont 
le  centre  est  fixe  y  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  con- 
stante. 

Dans  le  cas  où  le  polygone  formé  par  les  asymptotes 
est  régulier,  le  centre  commun  des  cercles  «st  le  centre 
du  polygone  régulier.  Cela  résulte  de  ce  que  le  lieu  d'un 
point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce 
point  aux  côtés  d'un  polygone  régulier  soit  constante 
est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  centre  de  ce  poly- 
gone. Il  est  clair  que  le  cas  particulier  où  les  asymptotes 
de  la  courbe  C  formerait  une  rose  des  vents  est  compris 
dans  le  précédent. 

17.  Passons  maintenant  à  une  autre  application  du 
théorème  deLiouville.  Soit 


(10) 


Um  ■+•  Z  Ufn-ï  -H  -3*  Um-1  H- .  .  •  -^  -S*"  M©  =  O 


Téquation,  rendue  homogène,  d*une  courbe  algébrique 
fixe,  coupée  par  un  faisceau  ponctuel  de  courbes  ayant 
toutes  les  mêmes  directions  asymptotiques,  dont  Téqua- 
tion  est,  par  suite,  de  la  forme 

-4-  Z^{  Vn-1  -+-  X  Wn-\) -H  .  .  .  -+-  >»'» ( t'o  -+-  X  Wo )  =  O, 

ou  bien 


(li) 


'  rrt_,-f-Xcv„_, 

|^«-^^ — m— 

I  -h  X 


„  l'o  H-  X  tvo 

^W r—  =  O. 

i-hX 
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Les  lettres  u^  i^,  tv  désignent  ici  des  polygones  ho- 
mogènes en  xetj-  d'un  degré  marqué  par  leur  indice; 
ï  est  un  paramètre  variable. 

D'après  le  théorème  de  Liouville  (n**  1),  la  somme 
des  X  et  la  somme  des  j"  des  points  d'intersection 
dune  quelconque  des  courbes  du  faisceau  (ii)  avec  la 
courbe  fixe  (lo)  dépendent  exclusivement  des  coeffi- 
cients des  termes  de  l'équation  (i  i)  compris  dans  Vn  et 

-^ ^  ^^*;  de  plus,  les  coefficients  de  ce  dernier  groupe 

de  termes  y  Bgurent  linéairement.  Les  coordonnées  Ç  et 
k;  du  centre  de  moyenne  distance  des  points  communs 
à  la  courbe  (lo)  et  à  l'une  quelconque  des  courbes  (i  i) 
ont  par  suite  des  expressions  do  la  forme 

*">  «  =  irrr'     ^  =  tt7' 

a,  &,  c,  d  désignant  des  constantes. 

On  en  conclut  que  le  lieu  de  ce  centre  de  moyenne 
distance  est  une  droite.  De  là  le  théorème  suivant,  que 
M.  Humbert  a  établi  antérieurement  par  des  considéra- 
lions  différentes  (  *  )  : 

Le  lieu  du  centre  de  moyenne  distance  des  points 
communs  à  une  courbe  plane  algébrique  fixe  et  à 
l'une  t/uelconçue  des  courbes  d'un  faisceau  ponctuel, 
ayant  toutes  les  mêmes  directions  asynipto tiques,  est 
une  ligne  droite  (2). 

11  est  intéressant  de  remarquer  que,  dans  le  cas  par- 
ticulier («  =  1)  où  le  faisceau  est  formé  de  droites  pa- 


(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4*  série, 
t.  III,  p.  362. 

(*)  Dans  certains  cas  spéciaux,  ce  centre  de  moyenne  distance  sera 
fixe;  c'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  dans  le  cas  d'un  faisceau 
de  courbes  ayant  toutes  les  mêmes  asymptotes. 


Fit'     ' 
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ralJèles  k  une  diixîclion  fixe,  ou  retrouve  un  théorème 
bien  connu  dû  h  Newton  (diamètre  de  Newton). 

De  la  forme  des  relations  (12)  on  conclut  encore  iiii- 
mëdiatement  qu'il  y  a  correspondance  anharmonique 
entre  les  courbes  du  faisceau  et  les  centres  de  moyenne 
distance  de  leurs  points  d'intersection  avec  la  courbé 
fixe. 

On  peut  généraliser  le  théorème  précédent  à  l'aidi? 
de  Thomographie.  On  obtient  alors  une  propriété,  facile 
à  énoncer,  du  centre  harmonique,  par  rapport  à  une 
même  droite,  des  points  communs  à  une  courbe  fixe  el 
aux  courbes  d'un  faisceau  ponctuel  coupant  toutes  cette 
droite  aux  mêmes  points. 

18.  Soit,  par  rapport  à  un  système  d'axes  de  coor- 
données rectangulaires, 


(i3) 


/(^,  r)=o 


l'équation  d'une  courbe  algébrique  quelconque  C.  Les 
points  d'incidence  des  normales  menées  à  cette  courbe 
par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  x  =  aX,  j^=  ^1, 
se  trouvent  à  la  rencontre  de  celle-ci  avec  la  courbe 


(14) 


(^-aX)/;-(^-pX)/i  =  o. 


Or,  lorsque  \  varie,  c'est-à-dire  lorsque  le  point 
(aÂ,  pX)  décrit  une  droite  (*),  l'équation  (i4)  définit  un 
faisceau  de  courbes  ayant  toutes  les  mêmes  directions 
asymptotiques.  Donc,  en  vertu  d'un  théorème  démontré 
précédemment  (n**  17),  le  centre  de  moyenne  distance 
des  points  d' incidence  des  normales^  menées  d'un  point 
mobile  à  une   courbe  algébrique  plane  quelconque, 


(')  Il  est  clair  que  l'on  ne  restreint  pas  la  généralité  de  la  démon- 
stration, en  supposant  que  la  droite  passe  par  Porigine. 
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décrit  une  droite,  lorsque  le  point  mobile  décrit  lui- 
même  une  droite  (*  ). 

Il  y  a  correspondance  anharmonique  entre  le  point 
mobile  et  le  centre  de  moyenne  distance  qui  en  résulte. 

On  peut  donner  à  ce  théorème  une  forme  plus  concise 
et  plus  élégante,  en  l'énonçant  de  la  manière  suivante  : 

Etant  donnée,  dans  un  plan,  une  courbe  algébrique, 
un  point  variable  et  le  centre  de  moyenne  distance 
des  pieds  des  normales,  menées  de  ce  point  à  la  courbe, 
décrivent  deux  figures  homographiques , 

19.  On  a  vu  précédemment  (n°  14)  qu'il  existe  dans 
le  plan  de  la  courbe  G  un  point  possédant  la  propriété 
d'être  le  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des  nor- 
males qui  en  sont  issues.  Ce  point,  centre  commun  des 
coniques  de  niveau,  est  donc  un  des  trois  points  en  cha- 
cun desquels  se  trouvent  réunis  deux  points  homologues 
des  deux  figures  homographiques.  Les  deux  autres  sont 
à  Tinfini  :  on  voit,  en  efVet,  immédiatement  qu'a  tout 
pointa  Finfini  de  Tune  des  figures  correspond  un  point 
à  l'infini  dans  l'autre.  La  droite  de  l'infini,  considérée 
comme  appartenant  à  l'une  quelconque  des  deux  figures, 
coïncide  donc  avec  son  homologue.  Il  existe  deux  autres 
droites  jouissant  de  la  même  propriété  :  ce  sont  évi- 
demment les  axes  communs  des  coniques  de  niveau. 
D'une  construction  donnée  plus  haut  (u^lO)  il  résulte, 
en  eQet,  que  le  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des 
normales  menées  à  la  courbe  C  d'un  point  quelconque 
d'un  de  ces  axes  est  situé  sur  cet  axe.  La  relation  qui 
unit  les  deux  figures  homographiques  que  nous  ve- 
nons de  considérer  est,  comme  on  le  voit,  du  genre  de 

(')  HuMBERT,  loc.  cit. y  p.  362. 
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celles  auxcjuelles  Euler  a  donné  le  nom  di  affinité.  On 
peut  ajouter  que  celte  affinité  se  changera  en  homo- 
thétie,  lorsque  la  courbe  C,  sans  être  isotropique  (*), 
sera  de  telle  nature  que  ses  coniques  de  niveau  soient 
des  cercles. 

20.  Le  théorème  d'Algèbre,  que  nous  avons  établi  au 
commencement  de  cette  Note,  s'étend  sans  difficulté  et, 
au  moyen  d'un  raisonnement  tout  semblable  à  celui  qui 
nous  a  déjà  servi,  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
d'équations  algébriques,  contenant  un  nombre  au  moins 
égal  de  variables.  On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant, 
sous  une  forme  un  peu  plus  générale  que  celle  qui  lui 
avait  été  donnée  par  Liouville  : 

Théorème  fondamental  généralisé.  —  Dans  l'équa- 
tion de  degré  mn.,.r,  résultant  de  l' élimination  de 
k  —  I  variables  entre  k  équations  algébriques,  dont  les 
degrés  sont  respectivement  m,  tî,  ...,  r,  les  coefficients 
des  termes  de  degré  mn,..r  —  i  dépendent  exclusive  - 
ment  des  coefficients  des  termes  des  k  équations  don- 
nées, qui  sont  d'un  degré  au  moins  égal  à  m  —  i  pour 
la  première^  an  —  i  pour  la  seconde  ^  . . . ,  àr  —  i  pour 
la  k^^"*^  de  ces  équations. 

Les  coefficients  des  termes  de  degrés  respectivement 
égaux  à  m  —  i,  /z  —  i,  ...,  r  —  /,  dans  les  équations 
données,  ne  pen\fent  figurer  que  linéairement,  et  mul- 
tipliés par  des  quantités  indépendantes  des  autres 
coefficients,  dans  la  composition  des  termes  de  degré 
mn,..r  —  i  de  l'équation  résultante. 

21.  Il  est  facile,    en  s'appuyant    sur   ce   théorème, 


(')  Dans  ce  cas  spécial,  l'une  des  deux   figures  se   réduit   à    un 
point  (n"  9). 
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d'étendre  aux  surfaces  quelques-unes  des  considérations 
que  nous  avons  développées  plus  haut  pour  les  courbes 
planes.  C'est  ainsi,  par  exemple^  que  Ton  en  conclut 
très  aisément  ce  théorème  de  Chasles  : 

Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  de  contact 
des  plans  tangents  menés  à  une  surface  algébrique  pa- 
rallèlement à  un  même  plan  est  un  point  fixe,  quel 
que  soit  ce  plan. 

Soit 

(i5)  /(a?,^,-K)  =  o 

Téquation  de  la  surface,  supposée  du  m*^"*  degré.  Les 
points  de  contact  des  plans  tangents  menés  à  cette  sur- 
face parallèlement  au  plan 

(i6)  ax-h  by-^-  ex  =  o 

ont  pour  coordonnées  les  systèmes  de  valeurs  de  x,  j",  z 
qui  vérifient  à  la  fois  l'équation  (i5)  et  deux  des  équa- 
tions 

('7)  '5  =  4  =  =?' 

a         €f         c 

qui  sont  de  degré  m  —  i . 

Imaginons  que  l'on  élimine  deux  des  variables,  y  et 
2,  par  exemple,  entre  les  équations  (i5)  et  {iy)>  Dans 
l'équation  de  degré  m  (m  —  i)^  en  x,  que  l'on  obtiendra 
ainsi,  les  coefficients  des  termes  de  degrés  m(m  —  i)* 
et  m  (m  —  i)* —  i  ne  dépendront  que  des  coefficients  des 
termes  de  degrés  m  et  m  —  i  de  l'équation  (i5)  [n®  20], 
ceux-ci,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  fournissant  exclu- 
sivement les  termes  de  degrés  m —  i  et  m  —  a  des  équa- 
tions (17).  Par  suite,  le  centre  de  moyenne  distance  des 
points  de  contact  des  plans  tangents,  menés  à  la  sur- 
face (i5)  parallèlement  au  plan  (16),  ne  change  pas, 
lorsque  l'on  remplace  celte  surface  par  toute  autre  ad- 
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mettant  la  niëine  dëveloppable  asyuiploli*,  et  en  parti- 
culier par  cette  dëveloppable  elle-même.  Mais  les 
points  de  contact  des  plans  tangents  deviennent  alors 
les  points  considères  comme  doubles,  de  Tarète  de  re- 
broussement,  en  lesquels  la  tangente  est  parallèle  au 
plan  (i6).  Or  le  centre  de  moyenne  distance  de  ces 
points  est  indépendant  de  Porientation  du  plan,  en  vertu 
du  théorème  suivant,  que  nous  allons  démontrer,  sur 
les  courbes  gauches  algébriques. 

22.  Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  d'une, 
courbe  gauche  algébrique,  en  chacun  desquels  la  tan- 
gente est  parallèle  à  un  certain  plan,  est  un  point  fixe, 
indépendant  de  ^orientation  du  plan» 

Ce  théorème  se  déduit  aisément  du  théorème  ana- 
logue pour  les  courbes  planes  (n**  4).  Soient  C  la  courbe 
gauche,  (P)  et  (P')  deux  plans  quelconques,  non  paral- 
lèles. Projetons  la  courbe  C  sur  un  plan  (Q)  arbitraire, 
parallèlement  à  la  droite  d*intersection  des  plans  (P)pl 
{P').  Soient  r  la  projection  obtenue  de  la  courbe  C,  D 
etD'  les  traces  respectives  des  plans  (P)  et(P')  sur  (Q). 
Les  points  m  de  la  courbe  C,  où  la  tangente  est  parallèle 
au  plan  (P),  se  projettent  en  des  points  [x  de  F  où  la 
tangente  est  parallèle  à  D.  De  même,  les  points  m'deC, 
où  la  tangente  est  parallèle  au  plan  (P'),  se  projettent 
en  des  points  |ji'  de  F  où  la  tangente  est  parallèle  à  V- 
Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  [jl  étant  le 
même  que  celui  des  points  [x'  (n^  4),  on  en  conclut  que 
les  centres  de  moyenne  distance  respectifs  des  points  m 
et  des  points  m'  ou  bien  coïncident,  ou  bien  sont  sur 
une  même  parallèle  à  la  droite  d'intersection  des  plans 
(P)  et  (P').  Or  il  est  facile  de  voir  que  la  seconde  de 
ces  conclusions  ne  peut  être  admise.  Il  en  résulterait, 
en  effet,  que,  lorsque  le  plan  (P)  varierait,  en  restant 
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parallèle  à  une  certaine  direction,  le  centre  de  moyenne 
distance  correspondant  décrirait  une  droite  parallèle  â 
cette  direction,  et,  par  suite,  qu'à  Vensemble  des  direc- 
tions parallèles  à  un  même  plan  correspondrait,  comme 
lieu  du  centre  de  moyenne  distance,  un  plan  paral- 
lèle à  ce  dernier  plan.  Le  lieu  du  centre  de  moyenne 
distance  correspondant  à  toutes  les  orientations  possi- 
bles du  plan  (P)  se  composerait  donc  d'une  infinité  de 
plans,  ce  qui  est  impossible,  vu  que,  Torientation  d.u 
plan  (P)  ne  dépendant  que  de  deux  paramètres,  le 
centre  de  moyenne  distance  en  question,  à  moins  d'être 
fixe,  devrait  engendrer  une  surface  ou,  tout  au  moins, 
une  ligne  algébrique.  Donc  ce  centre  de  moyenne  dis- 
tance est  fixe. 

23.  Soient 

!Um  ■+■  tUm-i  -h  t*  Um-t  H- .  .  .  -f-  /'"  «o  =  O, 

\es  équations,  rendues  homogènes  à  l'aide  d'une  qua- 
trième variable  f,  de  trois  surfaces  algébriques,  les  lettres 
<£,  v^  (V  désignant  des  polynômes  entiers  homogènes, 
en  x^j^f  z  d'un  degré  marqué  par  leur  indice. 

Supposons  que  Ton  fasse  varier,  dans  les  équa- 
tions (i8),  les  termes  qui  contiennent  t  à  un  degré  su- 
périeur au  premier,  les  autres  ne  changeant  pas.  Chacune 
des  surfaces  définies  par  les  équations  (i8),  par  rapport 
à  un  système  d'axes  de  coordonnées  quelconque,  varie 
alors  en  conservant  la  même  développable  asymptote. 
D'ailleurs,  les  sommes  des  x^  des  j^  et  des  z  des  points 
communs  aux  trois  surfaces  ne  dépendant  que  de  Um^i 
Ww_i,  Vnt  i'/i-M  ^r,  *V;._|  (n"  20),  on  voit  que  le  centre 
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de  moyenne  distance  des  points  d^ntersection  des  trois 
surfaces  restera  fixe.  Ainsi  se  trouve  établi  le  théorème 
suivant,  dû  à  Liouville  (*),  et  tout  semblable  à  celui 
que  l'illustre  géomètre  a  donné  pour  les  courbes  planes 
(n«  5)  : 

Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  communs 
à  trois  surfaces  algébriques  reste  fixe,  lorsque  chacune 
de  ces  surfaces  varie,  en  consentant  la  même  dévelop- 
pable  asymptote. 

24.  Soit 

('9)  /(a?,r»'«)  =  o 

Téquatîon  d'une  surface  algébrique  de  degré  quelconque 
m,  rapportée  à  un  système  d^axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires. 

Les  pieds  des  normales  menées  à  cette  surface  par  un 
point  de  coordonnées  j:  =  a,  j'  =  i,  z  =  c,  sont  à  l'in- 
tersection de  celle-ci  avec  la  courbe  de  degré  m^,  dé- 
finie par  les  équations 

Supposons  que  la  surface  (9)  ne  possède  aucune  nappe 
parabolique  (^),  et  dëformons-la,  en  lui  laissantla  même 
développable  asymptote.  Les  termes  de  degrés  m  et 
m  —  I  de  Téquation  (19)  ne  subissent,  dans  celte  hypo- 
thèse, aucun  changement,  et  il  en  est  manifestement  de 
même  des  termes  de  degrés  m  et  m  —  i  des  équations 


(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  !'•  série, 
l.  VI,  p.  391. 

(')  Nous  supposerons  de  plus  que  la  surface  ne  contienne  pas 
Vombilicale,  c'est-à-dire  la  conique  à  l'inflni  commune  à  toutes  les 
sphères.  Il  y  aurait  une  démonstration  spéciale  à  faire,  pour  étendre 
le  théorème  aux  surfaces  présentant  celte  particularité. 
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(2o),  mises  sous  forme  entière.  La  courbe  (20)  conserve 
par  suite  les  mêmes  asymptotes,  et  l'on  eu  conclut,  en 
vertu  du  théorème  démontré  plus  haut  (n°  23),  que  le 
centre  de  moyenne  distance  des  points  d* incidence  des 
normales  menées  d* un  même  point  à  une  surface  algé- 
brique, ne  possédant  pas  de  nappe  parabolique,  reste 
fiœe,  lorsque  la  surface  se  déforme,  tout  en  consentant 
la  même  développable  asymptote. 

Ce  théorème  ne  s'applique  pas  à  une  surface  ayant 
une  ou  plusieurs  nappes  paraboliques,  c'est-à-dire  tan- 
gente, en  un  ou  plusieurs  points,  au  plan  de  Tinfini, 
parce  qu'alors  la  courbe  (20)  passe  par  ces  points  et  que 
le  centre  de  moyenne  distance  considéré  est  rejeté  à  Tin- 
Gni. 

25«  Soient,  en  coordonnées  homogènes, 

(21)  U;„ -h  m^n-l -I- ««  Mm-j -H . . . -H  «'«  Uo  =  O 

l'équation  d'une  surface  algébrique  fixe, 

(l  H-  X)  t?;»-|-  t{Vn-\  -^  X  W/i-t  ) 

(22)  <  -  . 
(l  -f-  A  ) j»;.  H-  t(pr-x  -f-  A  qr-i  ) 

-f-  f«(j»;._,H-  X^^_j)H-.  .  .-h   f^po-h  X^o)=  O 

les  équations  de  deux  faisceaux  de  surfaces,  dépendant 
d'un  même  paramètre  variable  X,  et  telles  que  les  sur- 
faces de  chacun  des  faisceaux  aient  les  mêmes  directions 
asymptotiques.  Dans  les  équations  précédentes,  les  let- 
tres u,  v^  Wj  p  et  q  désignent  des  polynômes  entiers  en 
jr,  yy  z,  d'un  degré  marqué  par  leur  indice;  t  est  une 
quatrième  coordonnée  introduite  pour  l'homogénéité. 
Pour  chaque  valeur  de  X,  les  équations  (23)  définis- 
sent une  courbe,  intersection  complète  de  deux  surfaces 
qui  se  correspondent  anharmoniquement;  et  les  diverses 
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courbes  qu'on  obtient  ainsi  ont  les  mêmes  directions 
a  sjmpto  tiques. 

D'après  le  théorème  fondamental  de  Liouville  (n^^âO), 
la  somme  des  x,  la  somme  des  y  et  la  somme  des  z  des 
points  de  rencontre  d'une  quelconque  des  courbes  (2a) 
avec  la  surface  (21)  ne  dépendent  que  des  coefficients 
des  termes  des   équations  (22)  compris  dans  i'n,  pr^ 

ïlhzl "~'  et  ^^^ — 1^*  ;  on  sait  de  plus  que  les  coef- 
ficients de  ces  deux  derniers  groupes  de  termes  n'en- 
trent que  linéairement  dans  Tévaluation  de  ces  sommes. 
Par  suite,  les  coordonnées  ^,7),  2^  du  centre  de  moyenne 
dislance  des  points  communs  à  la  surface  (21)  et  à  l'une 
quelconque  des  courbes  (22)  ont  des  expressions  de  la 
forme 

a,  h^  c,  d^  e,  y* désignant  des  constantes.  On  en  conclut 
que  le  lieu  de  ce  centre  de  moyenne  distance  est  une 
droite.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  qui 
est,  pour  Pespace,  Tanalogue  d'un  théorème  démontré 
plus  haut  (11"  17)  pour  le  plan  : 

Etant  donnés  une  surface  algébrique  Jlxe  et  deux 
faisceaux  de  surfaces  algébriques,  ayant  respective- 
ment les  mêmes  directions  asymptotiqueSy  le  lieu  du 
centre  de  moyenne  distance  des  points  communs  à  la 
surface  fixe  et  à  la  courbe  d' intersection  de  deux  sur- 
faces, se  correspondant  anharmoniquement  dans  les 
deux  faisceaux,  est  une  ligne  droite  {*). 


{*)  Oa  voit  immédiatement  que,  si  les  surfaces  de  chacun  des 
deux  faisceaux  avaient  la  même  développablc  asymptote,  le  centre 
de  moyenne  distance,  dont  il  est  ici  question,  serait  un  point  fixe 
Cn»  ?3). 
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De  la  forme  des  relations  (a3)  on  en  conclut  en  outre 
qu^iV  y    a    correspondance  anharmo nique    entre   les 
courbes  et  les  centres  de  moyenne  distance  de  leurs 
points  d'intersection  ayec  la  surface Jixe. 

26.  Soit 

Téquation  d'une  surface  algébrique  quelconque,  rap« 
portée  à  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires. Les  normales  menées  à  cette  surface  par  un 
point  dont  les  coordonnées  sont  a:  =  ap,  j^  =  ^p,  z  =  yp, 
ont  leurs  points  d'incidence  respectifs  à  la  rencontre  de 
celle^i  avec  la  courbe 

^  ^  /;"/;■"/=' 

qui  peut  être  considérée  comme  l'intersection  complète 
des  deux  surfaces 

(a?-aX)/:-(^-Y^)/;=o. 

Or,  lorsque  X  varie,  c'est-à-dire  lorsque  le  point 
(aX,  pX,  yX)  décrit  une  droite,  les  deux  dernières  équa- 
tions déGnissent  deux  faisceaux  de  surfaces,  satisfaisant 
aux  conditions  du  dernier  théorème  démontré  (n°  25). 
Donc,  en  vertu  de  ce  théorème,  on  peut  dire  que  le 
centre  de  moyenne  distance  des  points  d  ^incidence  des 
normales,  menées  d'un  point  mobile  à  une  surface 
algébrique  quelconque,  décrit  une  droite,  lorsque  le 
point  mobile  décrit  lui-même  une  droite. 

Il  y  a  correspondance  anharmonique  entre  le  point 
mobile  et  le  centre  de  moyenne  distance  qui  s'en  dé- 
duit. 
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Plus  simplement  : 

Étant  donnée  une  surface  algébrique,  un  point  va^ 
riable  et  le  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des 
normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  décriv^ent  deujc 
figures  homo graphiques. 

L'homographie  est  d'ailleurs  ici,  comme  dans  le  cas 
analogue  relatif  au  plan  (n**  19),  de  Pespèce  particu- 
lière désignée  sous  le  nom  iï affinité, 

27.  Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  développements  : 
le  but  que  j'avais  en  vue,  dans  la  présente  étude,  était 
moins  de  faire  connaître,  quelque  intéressants  qu'ils 
soient,  des  résultats  dont  plusieurs  ne  m^appartien- 
nent  pas,  que  de  montrer  comment,  dans  un  ordre 
de  questions  qui  semble  exiger  l'intervention  du  cal- 
cul, il  est  possible,  sans  rien  sacrifier  de  la  rigueur, 
de  remplacer  les  développements  analytiques  par  de 
simples  raisonnements  synthétiques.  Des  considérations 
de  même  nature  m'ont  servi  récemment  dans  une  Note 
Sur  quelques  propriétés  involutives  des  courbes  algé^ 
briques  (*). 


(*)  Bendiconti  del  circolo  matematico  di  Palermo  (t.  III, 
p.  4^  à  48)*  Le  principal  théorème  de  cette  Note  a  été  démontré 
et  généralisé  dernièrement  (p.  t25  de  ce  Volume),  par  M.  Emile  Bo- 
re!,  élève  à  rÉcoIe  Normale  supérieure,  qui  a  employé  avec  succès 
des  procédés  de  démonstration  analogues  à  ceux  dont  j'avais  déjà 
fait  usage  à  cette  occasion,  et  qui  font  l'objet  principal  du  présent 
travail. 
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DEUX  THEOREMES  (iEi\ERAl\  SUR  LES  TRAJECTOIRES 
DE  POi:VTS  ET  LES  ENVELOPPES  DE  DROITES  DANS  LE 
PLAX(*); 

Par  m.  m.  d'OCAOM:, 

Iiigi'nieiir  clos  Ponts  ol  C]i;uiss(''e'*. 


i  .  Si  une  droite  issue  du  point  M  coupe  la  courbe  C 
au  point  P  sous  l'angle  0,  je  <lis  que  iMP  est  une  distance 
sous  l'angle  0  du  point  M  à  la  courbe  C. 

Lorsque  0  =  o,  la  dislance   correspondante    est  dile 

langentielle;  lorsque  0  =  -»  elle  est  dite  normale. 

Soient  /, ,  /2,  ...,  Ift  les  distan<'es  sous  Tangle  9  du 
point  M  à  une  ou  plusieurs  rourb(\s  i].  Si  ces  dislances 
sont  liées  par  la  relation 

le  point  M  décrit   une   courbe  (M)  dont   nous    allons 
déterminer  la  normale. 

Considérons  une  des  distances  MP,=  //.  Soit  Û/  le 
centre  de  courbure  répondant  au  point  P/.  L'angle  de  la 
normale  P/U;  avec  MP/  étant  (constant,  on  a  le  point  H, 
où  MP|  louclie  son  enveloppe  en  abaissant  sur  cette 
droite,  du  point  Û/,  la  perpendiculaire  O/H/.  Soit  iN/  le 
point  où  Û/Hi  coupe  la  normale  cherchée;  on  a,  en  ap- 
pelant ds  la  difTérentielle  de  Tare  de  la  courbe  (M),  doLj 
la  dinérenticlle  de  Tangle  que  fait  MP,  avec  un  axe  fixe 


(')  Les  cnoDcés  de  ces  théorèmes  ont  été  communiques  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  (voir  Comptes  rendus^  séance  du  Jt^  déc»»mbre 

Afin,  de  Mathémat.,  3"scrie,  t.  I\.  (Juin  i8<)0.)  ^9 
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quelconque  du  plan 

ds  —  MN/É?a/; 
doù' 

Mais,  si  Q'.  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
Q/  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (M),  on  a 

N/^/  _  Mû;-  , 

par  suite 

Si  donc,  dans  l'équation  obtenue  par  différent! ation 
de  la  relation  donnée,  on  remplace  dl^ ,  rf/j,  . . . ,  dln  p^i' , 
leurs  valeurs  tirées  de  la  formule  précédente,  on  obtient, 
après  suppression  du  facteur  commun  ds^ 

Mii;    d^       Mû:   d^  Mû;    d^ 


MHi  dfi       MH,  dli       '"^  MH„  <;/« 
Cette  équation  exprime,  en  verlu  du  théorème  des 

moments,  que  le  centre  de  gravité  des  masses  rïTr  jf' 
I      do  I       do 

mû  dh'    "  '  mr,.  dt'    ««speclivcment   appliquées  en 

12, ,  llo,  . . . ,  12/1,  se  trouve  sur  la  normale  MN|  N2 .  • .  ^n- 
De  là  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  Si  les  distances  sous  l'angle  6, 
MP|  =  /|,  MP2=  4,  . . . ,  MP,,=  4,  rf'iiw  point  M  « 
///25  oa  plusieurs  courbes  C,  ^o//^  //ée»ï  par  la  relation 

ef  jz  /e5  centres  de  courbure  0,,  Qo»  •  •  •  >  û„  répondant 
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aux  points  P, ,  P^,  . . . ,  P„  5e  projet terU  respectivement 
e/2  H< ,  H2,  . . . ,  H/i  sur  MP< ,  IVIP2,  . . . ,  MPrt,  la  normale 
à  la  trajectoire  du  point  M  passe  par  le  centre  de  gra- 

.  ,j  i      do        i      do  \      do 

me  des  masses  ^^  ^,  ^^  ^v,  . . . ,  ^^^  ^,  respec- 

tivement  appliquées  e/z  ûf,  ûo,  . . . ,  Û;,. 

2.  Lorsque  6  =  0  (distances  taiigeulielles ),  H|, 
Ha,  . . . ,  Hn  coïncident  respectivement  avec  P<,  P^,  . . .  ^ 
P„.  Remarquons  alors  que 

I   do  do 


lidir  ji)\' 


/ 1%  ^ 

X-i) 


on  tombe  sur  le  théorème  obtenu  récemment  par  M.  J. 
Pomey  dans  les  Nouvelles  Annales  (  1889,  p.  Say)  par 
une  tout  autre  voie. 


3.  Lorsque  0  =  ^  (distances  normales).  H,,  Hj, . . . , 

H/j  coïncident  respectivement  avec  Q,,  Q,,  . . . ,  Q^,  qui  se 
trouvent  alors  sur  MP|,  MP^,  . . . ,  MP„.  Or,  d'après  le 
théorème  de  Lagrange  et  Leibnitz,  le  centre  de  gravité 

y     do        X      do  ï      do  1.       , 

des  masses  tttt  -jt  >  ^crrr  -jt^  "  '  ^  Ârrr  :7r  appliquées 
Miii  dix    Mlij  rf/j  MU,t  dl„     '^'^   ^ 

en  Qf ,  Û2,  . . . ,  û„  se  trouve  sur  la  résultante  des  vecteurs 

do     do  do   ,  1     »»  .  !•  •    / 

-~-j  ~Jf  ^  '  "  "*  JT  '^^***  ^^  ^1  ^^  respectivement  diriges 

suivant  MQ|,  MÛ^?  •  •  •  )  ^^^/i;  ^U)  ^^  q^î  revient  au 
même,  MP<,  MP2,  . . . ,  MP;i.  Cette  résultante  se  con- 
fond donc  avec  la  normale  en  M  à  la  courbe  (M)  et  l'on 
retrouve  ainsi  le  classique  théorème  de  Poinsot  (*),  gé- 
néralisé pour  le  cas  du  plan. 


(•)  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  Xlll*  Cahier,  p.  206-241. 
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4.  De  même,  si  la  perpendiculaire  éKîvée  en  A  à  la 
droite  D  coupe  la  courbe  C  au  point  P  sous  Tangle  0,  je 
dis  que  AP  est  une  distance  sous  l'angle  0  de  la  droite 
D  à  la  courbe  C. 

Cherchons  à  déterminer  la  normale  à  Tenveloppe 
d'une  droite  D  dont  les  dislances,  sous  l'angle  0,  /<, 
ht  •  •  •  -)  lu  à  diverses  courbes  C  sont  liées  par  la  relation 

©(/l,  /s,  .  .  .,  In)  =  O. 

Soient  A/P/=  //  une  de  ces  distances,  et  12/  le  centre 
de  courbure  répondant  au  point  P/;  l'angle  de  A/P/  avi'c 
la  normale  P/O/  étant  constant,  le  point  H/  où  A,P/ 
touche  son  enveloppe  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  cette  droite,  du  centre  de  courbure  û/. 

Soit  M  le  point  où  la  droite  D  touche  son  enveloppe 
(D).  La  normale  à  la  courbe  (D),  c'est-à-dire  la  perpen- 
diculaire élevée  en  M  à  la  droite  D  coupant  H/Û/  en  N/, 
ce  point  est  le  centre  instantané  de  rotation  de  Tangle 
droit  P|  A,  M,  et  N/  A/  est  la  normale  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  A/.  On  a  donc,  en  appelant  doL  la  différen- 
tielle de  l'angle  que  fait  la  droite  D  avec  un  axe  fixe 
quelconque  du  plan 

dl'i  =  ^iHidt, 

ou,  si  Ûj  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Q/ 

sur  la  droite  D, 

dli=Uiïi  di. 

La  difFérentiation  de  la  relation  donnée  conduft  donc, 
en  tenant  compte  de  cette  formule  et  supprimant  le 
facteur  commun  rfa,  à  l'équation 

-rf  Mû  -+-:7r  Mûi-+-  ...  -t- -77-  Ml2;,  =  o, 

dix  dix  dln 

<jui  montre    que  le   centre  de  gravité  des  masses  —*-  » 

dix 
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do  do 

•jrt  "  '  '  -jf  respecLivement  appliquées  en  û, ,  Û2,  . . . , 

Ùa  se  trouve  sur  la  normale  cherchée  MN<  Nj . . .  N».  On 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Si  les  distances  sous  V angle  6,  /«, 
/o,  . . . ,  l,i  d'une  droite  D  à  une  ou  plusieurs  courbes  C, 
sont  liées  par  la  relation 

la  normale  à  V em^eloppe  de  la  droite  D  passe  par  le 

j  •    .    I  do     do  do 

centre  de  gravite  des  masses  -jj-  »  ^  '  *  '  •  '  "^  '  respec^ 

tivement  appliquées  aux  centres  de  courbure  corres- 
pondants des  courbes  C. 

o.  Lorsque  0  =  7  (distances  normales),  Qi,Q29  •  •  •  ?  ^// 

sont  respectivement  situés  sur  Aj  P<,  A2P2Î  -  •  •  »  A«P„  ; 
on  voit  donc  alors,  en  projetant  sur  la  droite  D,  que  le 
point  de  contact  M  est  le  centre  de  gravité  des  masses 

do     do  do  .  i.       f  A 

dT^  dT  ^  "  '  ^Tn'    respectivement    appliquées    en    A|, 

«2,  •  •  • ,  A/|. 

On  retrouve  ainsi  un  théorème  que  M.  H.  Laurent  a 
obtenu  par  la  voie  analytique  ('  ). 

(•)  Nouvelles  Annales,  2"  série,  t.  XIII,  1874. 


(  '^94  ) 


SUR  LÉTUDE  INTRINSÈQUE  DES  SURFACES  RÉGLÉES; 

Par  m.  E.  GESARO. 


Nos  Remarques  sur  les  surfaces  gauches  (  *  )  contien- 
nent, sous  une  forme  plus  ou  moins  explicite,  les  théo- 
rèmes énoncés  par  M.  Bioche  dans  une  Communica- 
tion Sur  les  surfaces  réglées  passant  par  une  courbe 
donnée,  qui  vient  d'être  faite  à  rÂcadémie  des 
Sciences  (•).  On  sait  combien  il  est  commode,  pour  étu- 
dier les  surfaces  gauches,  de  prendre  pour  axes  la  tan- 
gente, ]a  binormale  et  la  normale  principale  en  un 
point  mobile  de  la  ligne  de  striction.  Si 

a  =  cos6,         6  =  sin6sino,         c  =  sin8cosç, 

sont,  par  rapport  à  ces  axes,  les  cosinus  directeurs  de 
la  génératrice,  on  a,  avec  les  notations  de  M.  Bîoche. 

da  dh       ,         ^  .  de  ^        ^    , 

-—  =  (i)C,  -,—  =  (•::— (»o)  c,  j-  =  —  wa— (x— Oo)«. 

as  as  as 

c'est-à-dire 

-7-  =  — wcos©,  ~  =  7: -h  to  cotO  sino— uo, 

fis  *  as  * 

Go  étant  la  valeur  de  la  courbnre  totale  G  sur  la  ligne 
de  striction.  Plus  généralement 

r/0  oô  d^  ^    .  ô? 

-  ~  =  —  uj  coso  -h  -,-»  ~  =  71  4-  10  colO  sino  -h  J-» 

ds  '        ds  ds  *       as 

(juelli;  que  soit  la  courbe   fondamentale,  en  désignant 

(')  Nouvel/es  Annales,  1889;  p.  ^^S^-'^^* 
(  ')  Comptes  rendus,  10  roar*  i8()o. 


{  ^95  ) 
par  06  et  ôcp  les  variations  éprouvées  par  6  et  o  lorsqu'on 
passe  du  point  s  au  point  s  -f-  ds^  les  axes  restant  fixes. 
Soit  ù^  Tangle  des  génératrices  issues  de  ces  points, 
et  D  l'inclinaison  du  plan  tangent  sur  la  commune  per- 
pendiculaire aux  deux  droites,  de  sorte  que  D=  o  sur 
la  ligne  de  striction,  D  =  90**  à  l'infini.  On  sait  que  la 
courbure  totale  en  tout  point  de  la  surface  est 

G  =  Go  cos*  D, 

et  il  est  aisé  de  voir  que 

oO  =  ou/  sin  D,         00  =  ou;  —. — K  • 

Cela  étant,  en  vertu  de  la  définition  du  paramètre 
distributeur  des  plans  tangents,  la  distance  de  deux 
génératrices  consécutives,  évidemment  égale  a 

—  sin  0  COS  D  ds, 
est,  d'autre  part,  exprimée  par  —--  En  conséquence, 

o<l  ^  sin6  86  ^^    .    a  i-v  ^o  _ 

-r- = — Ci =- ,  -7-=  —  GsinQlangD,  -r-  = — G. 

as  cosD  as  as 

Les  formules  fondamentales  pour  Tétude  intrinsèque 
des  surfaces  réglées  sont  donc 

-7-  =—  (0  cosç  —  G  sinOtangD,       -7*-  =  tt  H-  o)  cotO  sin<p —  G. 

Lorsque  la  génératrice  est  invariablement  liée  aux 
axes  mobiles,  ces  formules  donnent 

coso 
G  =  Tt-ho)  col  0  sin  CD  =  —  a>     .     '  colD. 

'  sinB 

Si  Ton  observe  que  la  longueur  du  segnirnl  dr  gène- 
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ratrice,  intercepté  par  la  courbe  à  partir  du  point  cen- 
tral, est 


tanjjD             sinDcosD 
'-"-G—-  G ' 

OU  obtient,  par  élimination  de  G  et  D,  Téquation 

(u) a  -4-  7:  6 )2  H-  (  (0*  -h  7:2  )  c*  =  — , 

r 

qui  représente  le  cylindre  signalé  par  M.  Bîoclie  el, 
avant  lui,  par  d'autres  (•).  De  même,  T observation  de 
M.  Bioclie,  relative  au  changement  de  tz  en  tt  —  G,  est 
comprise  parmi  les  Remarques  sur  les  surfaces  gcui- 
ches  (2).  Quelques  énoncés  de  cette  Note  contiennent, 
à  vrai  dire,  des  restrictions  inutiles,  dues  au  choix  par- 
ticulier qu'on  a  voulu  faire  de  la  courbe  fondamentale; 
mais,  en  ne  rien  supposant  sur  celte  ligne,  il  est  facile 
de  restituer  aux  énoncés  dont  il  s'agit  toute  la  généra- 
lité dont  ils  sont  susceptibles,  et  l'ou  peut  alors  étudier 
fort  aisément  les  lignes  asymptotiques  (^=  o),  les  géo- 
désiques  (f  =  9<^")»  '^*-**  l'g'^^-s  de  courbure,  etc.,  en  at- 
tribuant à  G,  snccessivemeiU,  les  formes 

ir,     7î    T-tocotO,       locolOsino. 

Soient  r  el  A  les  valeurs  de  G  et  D,  relatives  à  la  sur- 
face formée  par  les  normales  à  la  première  surface,  le 
long  de  la  ligue  considérée.  Si  l'on  change  0  et  o  en 
90"  et  '^  4-  90"  dans  les  formules  fondamentales,  on  ob- 
tient les  relations 

r  =  G       (u  rolO  si  no,         V  lanjrA  —  w  sin'5, 


p> 


(')  A/nf/icsis,  iSS.'),  p.  H|()  :    XonKclh's     \nnff/rx,  iRS(),  p.  'r>^- 
;'-)  .\ninu'/i(>s    innnfrs.  iSX.),   p.    ',1-. 
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qui  expliquent  coiniiuîiil  il  se  fail  que  l'équation  V  =  o 
«•araclérise  les  lignes  de  eourbure  de  la  surface.  On  s*en 
rend  compte  aussi  en  remarquant  que  A  est  Tangle  que 
la  langenle  à  la  courbe  fondamentale  fait  avec  sa  con- 
juguée^ génératrice  de  la  développable  circonscrite  : 
Téquation  A  =  90"  caractérise  aussi  les  lignes  de  cour- 
bure. 


SUR  LES  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES  D  UNE  LIGNE  MOBILE; 

Par  m.  Gemimvno  IMRONDIM. 


1 .  Soit  L  une  ligue  quelconque  à  double  courbure:  dé- 
signons respectivement  par  (.r,  j, 3),  (cosa,  cos^,  cosy), 
(cosX,  cosjx,  cosv),  (cos/,  cos  fil,  cos«),  s^  f}^  r  les  coor- 
données d'un  point  arbitraire  de  la  ligne,  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  principale  et 
de  la  binormale.  Tare,  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon 
de  torsion. 

On  peut  construire  en  un  point  quelconque  de  L  le 
trièdre  tri  rectangle  formé  par  la  tangente,  par  la  nor- 
male principale  et  par  la  binormale  (trièdre  fondamen- 
tal). 

Considérons  le  mouvement  déterminé  par  ce  trièdre 
qui  se  déplace  de  manière  à  rester  toujours  le  trièdre 
fondamental  de  L.  Si  A  est  une  ligne  liée  invariablement 
au  trièdre  mobile  T,  et  si  Ton  désigne  par  ç,  t^,  tj  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  P  de  A  par  rapport 
à  ce  trièdre,  les  coordonnées  de  P,  rapporté  à  un  système 
d'axc»s  fixes,  sont 


•    •    •  • 


{  ^9»  ) 
d'où,  par  dérivalion, 

4-7-  =  5'cosa  H- r/cosX -h  Ç'cos/, 

f  ^—  =  (  I  —  -     cos  a  H-  (  -  -h  -  1  cos  A '-  cos  /, 

^  ds        \        p  /  \P       9/  r 

9  étant  Tare  de  A.  Ces  formules  donnent 


''=2SS=^'-^^V-Ç'.)-:(..'-n'C). 


dX  d\ 

9 

Sur  la  surface  engendrée  par  la  ligne  mobile  les  lignes 
représentées  par  les  équations  (T  =  const.,  5  =  const. 
sont  orthogonales  lorsqu'on  a  la  relation 

(2)  F  =  ?'+  ^  (W-  rr.)+  i  (T,C-  V0=  o. 

P  ^ 

Si  Ton  dérive  (a)  par  rapport  à  la  variable  s^  on  ob- 
tient l'égalité 

(j)'(îr;-rr.)-(j:y(r,î'-r/!:)=o, 
que  Ton  peut  écrire 


? 


Le  premier  membre  est  une  fonction  de  7,  tandis  que 
le  second  est  une  fonction  de  5  j  on  doit  donc  avoir 


(M 


a  étant  uue  coustante  arbitraire.  La  première  équation 
donne 
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b  étant  une  nouvelle  constante,  ce  qui  démontre  que  les 
deux  courbures  de  la  directrice  L  sont  liées  entre  elles 
par   une  relation   linéaire.    La   seconde  équation  peut 


s'écrire 


V    r+«î' 


7)      ç  +  ar 

d'où,  par  intégration, 

logT^  =  Iogc-f-log(!;4-aO» 
c'est-à-dire 

(4)  r,=c(af-+-;), 

c  étant  une  constante  arbitraire. 
La  relation  (  a)  se  réduit  alors  à 


5  "      br.^x^ 
d'où,  en  intégrant, 

logt  =  logc-H  log(^r,  —  i), 
c'est-à-dire 

(•>)  î  =  e(6T,-i), 

e  étant  une  constante  quelconque.  Les  équations  (4)) 
(5)  représentent  une  droite  dont  la  position  dépend  des 
constantes  a,  b^  c^  e;  d'ailleurs  a,  b  sont  données 
aussitôt  que  Ton  donne  la  courbe  L  directrice  du  mou- 
vement. 

Si  Ton  considère  a  et  b  fixes  et  les  constantes  arbi- 
traires c  et  e  comme  des  fonctions  d'un  paramètre  in- 
dépendant /,  les  équations  (4),  (5)  représentent  une 
surface  réglée  S. 

Les  lignes  demandées  sont  les  génératrices  rcctilignes 
d'une  telle  surface  réglée  et  chaque  ligne  plane  ou 
à  double  courbure  que  l'on  peut  considérer  comme  Ten- 


fr 
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veloppe  d'un  système  de  ces  droites.  Clierelioiis  donc  si 
les  droites  dont  on  vient  de  parler  peuvent  engendrer 
des  surfaces  développa  blés. 

Les  équations  (4),  (5)  peuvent  s'écrire 

(6)     $(i  —  abce)=  bce  1^  —  ^,         r^(i  —  abce)=  cl^  —  ace, 

et  la  surface  représentée  par  ces  équations  est  dévelop- 
pable  lorsqu'on  a 


bce 


nce 


dt  I  —  abce  dl   i  —  abce        dt   i  —  abce  di   i  —  abce 
Si  Ton  développe  cette  égalité,  on  trouve 


=  o. 


,      .  „  de  de 

(I  —  abrey—, —  =  o, 

'   dt  di 


ce  qui  donne 


de 
di'=^''^ 


de 


ou  bien  -=-  =  o, 

dt 


ou  bien 


abce  =  i . 


de 


Lorsque  -j-  =  o,  le  plan  (4)  reste  invariable  de  posi- 
tion et  la  surface  réglée  S  se  réduit  à  ce  plan;  les  géné- 
ratrices de  cette  surface  sont  les  intersections  du  plan 
(ixe  (4)  et  du  plan  mobile  (5). 

Si  l'on  remarque  que  ce  plan  passe  toujours  par  la 
droite  fixe 


;  =  o, 


on  conclut  que  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  S, 
placées  sur  le  plan  (4),  enveloppent  un  point. 
Si  l'on  suppose 


de 
di^""^ 


le  plan  (5)  est  invariablede  position  et  la  surface  réglée 
se  réduit  à  ce  plan;  les  génératrices  rectilignes  de  cette 
surface   sont    I(\s  intersculioiis  du    plan    (ixe  (.5)  et  du 


(  ;io.   ) 
plan  mobile  (4),  qui  passe  toujours  par  la  droite  llxe 

r,  =  o,  a;  -f-  ï  =  o. 

Donc  l'enveloppe  des  génératricos  reclîlignes  de  la 
surface  S^  sur  le  plan  (5),  est  aussi  un  point. 

Considérons  maintenant  la  condition /77>r6' =  i  ;  les 
relations  (4),  (5)  deviennent 

ac^  —  T^  — ace\ 
d'où 

Ç  =  ae. 

Le  système  (4),  (5)  équivaut  donc  au  suivant 

J  =  ae,         5  =  e(br,  —  0- 

La  première  équation  représente  un  plan  parallèle 
au  plan  coordonné  2^==o;  les  intersections  du  plan 
variable  ^  =  ae  et  du  plan  variable  ^  =  e{l/y\  —  i)  for- 
ment donc  une  surface  réglée  à  plan  directeur. 

Par  conséquent  les  génératrices  n'enveloppent  aucune 
ligne. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  Von  pose  la  condition  qiCune  ligne  A,  liée  inva- 
riablement an  trièdre  fondamental  d'une  courbe  de 
l'espace  soit  toujours  orthogonale  aux  trajectoires 
décrites  par  ses  points,  lorsque  le  mouv^ement  s'ef- 
fectue  de  manière  que  le  trièdre  mobile  soit  toujours 
le  trièdre  fondamental  de  la  ligne  L,  cette  ligne  doit 
ai^oir  ses  courbures  liées  entre  elles  par  une  équation 

linéaire  -  =  -  -\-  b^  et  la  ligne  mobile  A  est  une  géné- 
ratrice rectiligne  quelconque  de  la  surface  réglée 
représentée  par  les  équations  (4)5  (5),  dans  lesquelles 
c,  e  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  indépendant 
quelconque  t. 


(  '^^^  ) 

Lorsque  la  directrice  est  plane,  -  =0;  et  la  condition 
à  vérifier  devient 

te  qui  exige  que  la  directrice  soit  un  cercle. 
Or  nous  avons 

^'_  y  . 

d*on  par  intégration 

Iog{  =  log/?l  -h  log(T.  —  p), 

c'est-à-dire 

m  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  représente  un  plan  passant  par  la 
perpendiculaire  élevée  du  centre  sur  le  plan  du  cercle  ; 
la  génératrice  est  une  ligne  quelconque  placée  sur  ce 
plan,  et  le  mouvement  est  une  rotation  autour  de  la 
perpendiculaire  susdite. 

Lorsque  la  directrice  est  une  droite,  -  =  o  et  -  de- 
vient indéterminé;  si  Ton  considère  -  comme  constant, 

r  ' 

régal i té  (a)  devient 

c^est  Téquation  d'une  ligne  qui,  dans  le  mouvement  hé- 
licoïdal autour  de  ûÇ  pour  lequel  le  rapport  de  la  vi- 
tesse de  translation  k  celle  de  rotation  est  /*,  reste  ortho- 
gonale aux  hélices  décrites  par  ses  points. 
Si  l'on  considère  /*  =  o,  on  a 

équation  d'un  plan  qui  passe  par  Taxe  des  Ç.  La  sur- 
face est  donc  une  surface  de  révolution  quelconque  dont 
la  courbe  mobile  est  la  ligne  méridienne. 
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â.  Ou  peut  donner  une  généralisation  du  lliéorème 
démontré  au  n"  1.  Supposons  que  le  mouvement  du 
trièdre  ait  lieu  de  manière  que  l'origine  Q  parcoure  une 
ligne  L,  que  les  arêtes  Q^,  Q'Ç  forment  deux  surfaces 
réglées  S,  S,  conjuguées,  ayant  L  pour  ligne  de  striction 
commune.  L'arête  Qiq  est  alors  toujours  normale  aux 
surfaces  S,  S|  le  long  de  la  ligne  de  striction.  On  peut 
construire  dans  l'espace  une  ligne  H,  dont  les  tangentes, 
les  binormaleset  les  normales  principales  soient  paral- 
lèles aux  arêtes  û^,  0^9  ûr^ 

Si  l'on  conserve  les  notations  précédentes,  les  coor- 
données d'un  point  arbitraire  de  la  ligne  mobile  A,  dans 
une  de  ses  positions,  sont 

X  =r  a?  H-Ç  cosao-f- T,  COSA0-+- Çcos/o>         ..., 

où  les  quantités  a^,  Xo,  Iq,  .  .  .,  relatives  h  la  directrice 
H,  ont  la  signification  établie  au  n**  i .  Si  5,  t  sont  l'arc 
de  la  ligne  L  parcourue  par  Q  et  celui  de  la  ligne  mo- 
bile A,  on  a 


ds 

dso  COS  an 

=  COS  a  —  T< -. — 

po      ds 

^(^ds,_^     ds,\ 
\     po             ro  / 

COS  Xo 

ds 

dsQ  cos/o 
To      ds 


ds 
Or  — -  est  l'ancle  iniinitésimal  formé  par  deux  tan- 

Po  Z'  ,  .  ,  , 

gentes  consécutives  de  H,  et  par  conséquent  il  est  égal  h 
l'angle  w  de  deux  génératrices  consécutives  de  1\  Pareil- 

lement — -  est  égal  à  l'angle  infinitésimal  oji   de  deux 

''0 
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géiiéralrires  coiiséculives  de  2^  on  a  donc 


:oj 


0\  tu 

—  =  cosa  —  T.  —r-  cosao  -+■  , 

Os  as  f/s 


;(y, 


cosXi 


tOi 


d'où  Ton  déduit 


ô\  o\ 


émà   d'3     ÔS 


ffs^^'        ^    '^       ds^  '^         '  "*- 

Si  l'on  reinanjue  que 

2  cosa  cosao  =  cos/,         X  cosa  cos/,)  —  sin/, 

î  étanl  rangic  sous  lequel  la  ligne  de  slrirlioii  L  eoupe 
les  génératrices  de  S,  et  que  ScosaeosA„=  <>>  *^n  a, 
pour  condition  d'ortliogonalilé  des  lignes  .v  =  eoiisl., 
0"  =  consl., 

Si  l'on  lait  1  =  0,  on  obtient  la  relation  (2);  si  Ton 
suppose  i  constant,  la  ligne  de  striction  est  géodésîcjue 
sur  les  surfaces  gauches  2,  S| . 

Dans  cette  hypothèse,  une  dérivation  par  rapport  à  x 
réduit  (7)  à 


(zJ<^.'-^'^'>-C^)'(^.^' 


r,'Z)=  o. 


Cette  égalité,  par  drts  considérations  analogues  à  trelles 
dév(doppées  précédemment,  donne 


(«; 


-7-  =  rt  -^  -r-  />, 

as  as 


r,  =  c(a^-h  ;  ), 


ce  qui  réduit  régalité(7)  à  la  suivante 


(  ;^o5  ) 

Or  la  deuxième  égalilc  (8)  nous  o(l'rc 


;=^_„|;      d'où      ï'=:i-«c', 

c  c 


ell'égalilé  précédente  devient 


,^        smt        6r-H<7sint  —  cos  i 

b\  H 

c 


d'où,  par  intégration, 


sini 


^9)  î -+-  ■ =  e(ôr^ -h  a  sin  jf  —  cost), 

La  première  équ'ation  (8)  sert  à  caractériser  la  ligne  L 
parcourue  par  le  soninna  du  Irièdre  mobile.  En  effet, 
langle  înGnitésimal  w,  formé  par  deux  génératrices 
consécutives  d'une  surface  réglée  dont  la  ligne  de  stric- 
Uon  est  géodésique,  est  donné  de  la  manière  suivante 


CO 


=('^'--;")^^. 


■ 

p  étant  le  rayon  de  courbure  et  /•  celui  de  torsion  de  la 
ligue  de  striction. 
Pour  obtenir  Tangle  W|,  il  suffit  que  l'on  change  i  en 

'  —  -  dans  l'égalité  qui  précède.  On  a  de  la  sorte 


/sin«        cos  A    , 

<0.  =  (  —    +  —  j  f/., 

'■t  I  équation  (8)  nous  donne  alors 

^lo)  (cos/ —  a  sin  r  -  =  (siiii -f-  a  cos/^  — h  h. 

?  '  ^ 

Donc  : 

Si  Von  pose  la  condition   (juCy  dans  le  mouvement 
d  lin  irièdre  trirectangle   s' cjj cciuant  de   la  manii^re 
Afin,  de  Mathe/nat.,  3«  série,  t.  IX  (Juin  i8c)o).  20 


w^v 


(  :^oti  ) 

(luon  vient  (l'iiidujuer,  une  ligne  instar iablenienl  liée 
à  ce  trièdre  soit  ortliof^onale  aux  trajectoires  décrites 
par  ses  points,  le  sommet  du  trièdre  parcourt  une  ligne 
dont  la  courbure  et  la  torsion  sont  liées  entre  elles  par 
une  équation  linéaire  et  In.  ligne  mobile  est  une  géné- 
ratrice rectiligne  quelconque  de  la  surface  réglée  re- 
présentée par  les  équations 


siiw 


T^  =  c{a\  -f-  Ç  )•         5  -^-  7 —  ~  <'(  ^'<7  -^  ^'  ^'"  '  ^^^  i)' 


c  et  e  étant  des  fonctions  d'un   paramètre  indépen- 
dant, 

3.  Considérons  un  point  A  invariablement  lié'  au 
trièdre  l'ondainenlal  dune  ligne  à  double  c!ourbure  quel- 
(!on(|ue  L  et  désignons  par  $,  iq,  !J  les  coordonnées  de  A 
par  rapport  à  la  tangente,  à  la  normale  principale  et  à 
la  binorniale  de  L.  Dans  le  mouvement  du  trièdre,  le 
point  A  décrit  une  ligne  A,  dont  nous  désignons  par  7 
Tare.  La  premièn?  des  relations  (i)  et  ses  analogues  nous 
donnent 


0\   rh 
Og   ds 


-  —Il ■  )  cos  a  -h  I  -  -T-  -  )  cos  A cos  /, 

?        \         ?/  \?        r)  r 


et,  si  Ton  désigne  par  eosai,  eosjj,,  cosy,  les  cosinus  di- 
rectcMU'S  de  la  tangente  de  A,  il  vient 


0\ 
cos  ai  =:  -— 


( 


I ^  1  rosa  -h 


(l  H-  ?)cosX-  "îicos/ 


/(-?)'- (h"FS 


Si  donc  D  désigne  le  dénominateur  de  celte  fraction, 


(  3o7  ) 


011  a 


"^i 


I  — 

P 
ScosaiCOsa=  '-y~-y 

* 


«.        0        /* 
2  cosai  cosX  =  î — 1^- — , 


T^ 


V  7  '* 

1  cosaj  cos  f  —  —  —  • 

La  condition  S  cos  ai  cos  a  :=  o  équivaut  à  p  i=  r,  ;  or  r, 
est  constant  dans  le  mouvement  du  trièdre,  par  consé- 
quent la  ligne  L  doit  être  à  courbure  constante. 

La  condition  Scosai  cosX  =  o  équivaut  à   ^  = —  |, 

qui,  l\  cause  de  la  constance  de  ç.  et  JJ,  exprime  que  la 
ligne  L  est  une  hélice. 

La  condition  S  cos  a,  cos/r=:  o  équivaut  à  -f  =:  o,  qui 

est  vérilîée  lorsque  -  =  o,  ou  bien  r^  =  o;  la  première 

condition  nous  apprend  que  L  est  plane  et  l'autre  exprime? 

que  le  point  doit  être  sur  le  plan  rectifîantde  la  directrice. 

Si  Ton  remarque  que  Téquation  r,  =  p  représente  un 

plan  parallèle  au  plan  reclifiant  de  L,  et  que  Téquation 

^  =  —  -   représente  un    plan   passant   par  la  normale 

principale  et  par  la  droite  rectifiante  de  L,  on  a  le  théo- 
rème suivant  : 

Entre  les  points  liés  inx^ariablament  au  trié dre  fon- 
damental d'une  ligne  à  double  courbure  L,  ceiLV  qui, 
dans  le  mou\^enient  dont  on  vient  de  parler,  décrivent 
une  ligne  A  dont  la  tangente  est  perpendiculaire  res- 
pectivement à  la  tangente  ou  à  la  normale  principale 
ou  à  la  binorniale  de  L,  sont  placés  d'une  manière 
quelconque  respectivement  sur  un  plan  passant  par  le 


(  3o8  ) 
centre  de  courbure  par  allhne  ni  au  plan  recll fiant  r/c  I., 
ou  sur  lin  plan  déterminé  par  la  normale  principale  et 
la  droite  rectifiante  de  L,  ou  sur  le  plan  rectifiant  de  L. 

La  directrice  L  est  respectivement  une  ligne  à  cour- 
bure  constante^  ou  une  hélice,  ou  une  ligne  entière- 
ment arbitraire. 

Lorsque  la  directrice  est  plane,  le  point  que  l'on 
cherche  est  arbitraire , 

Les  points,  décrivant  des  lignes  dont  la  tangente  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  et  à  la  normale  principale, 
c'est-à-dire  parallèle  a  la  binonnale  de  L,  sont  sur  Tin- 
tersection  des  deux  premiers  plans  du  théorème  cpie  Ton 
vient  d'énoncer;  cette  intersection  est  parallèle  à  la 
droite  recti liante  de  L  et  passe  par  le  centre  de  courbure 
de  celte  ligue.  La  ligne  L  doit  être  une  hélice  à  cour- 
bure constante,  c'est-à-dire  une  hélice  circulaire. 

Les  points,  décrivant  des  lignes  dont  la  tangente  tîst 
perpendiculaire  à  la  normaleprincipale  et  à  labinormale, 
c'est-à-dire  parallèle  à  la  tangente  de  L,  sont  surTinter- 
section  des  deux  derniers  plans  du  théorème  précédenl. 
Cette  intersection  est  la  droite  rectifiante  de  L  et  celte 
ligne  est  une  hélice. 

Donc  : 

Entre  les  points  invariablement  liés  au  triédre  fon- 
damental d'une  ligne  L,  ceux  qui,  dans  le  mouvement 
susdit,  décrivent  une  ligne  dont  la  tangente  est  paral- 
lèle respectivement  à  la  binormale  ou  à  la  tangente 
de  L,  sont  respectivement  sur  la  droite  parallèle  h  la 
droite  rectifiante  d' une  hélice  circulaire  menée  par  le 
centre  de  courbure  de  cette  lii'ne  ou  sur  la  droite  recti- 
fiante  d'une  hélice  quelconque.  Il  ny  a  pas  de  ffoints 
qui  décrivent  des  lignes  ayant  leur  tangente  paml/clr 
à  ta  normale  principale  de  la  courbe  directrice* 


i 
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•l.  Soil  A  une  courbe  piano  liée  învarîableineiit  au 
syslèmc  d'axes  Û(S,  r^),  dont  rorigînc  Q  parcourt  une 
ligne  L;  désignons  par  Ç,  r,  les  coordonnées  d'un  point 
(juelconque  de  A  exprimées  en  fonction  de  l'arc  t.  Les 
coordonnées  de  ce  point  par  rapport  au  système  d*axes 
fixes  sont 

X  ==  x{s)-i-  {((t)cosO(  j) —  "Tii^j)  sinG(j), 
Y  =  j^(5)-h$(7)sinO((r)-l-T,(j)cosO{j), 

0(ï)  étant  l'angle  que  Taxe  coordonné  iï^  forme  avec 
Taxe  0.r. 
Ou  a  ici 

-r  ={'cosO  — r/sinO,  --  =  a:'  — (?  sinO -h  t  cosO)  0', 

7-  =$'sinO  H-r/cosO,  — -  =  v'  +  r  t  cosO  —  t.  sinO)  0', 

et  la  condition  pour  que  les  lignes  5  ::=  const.  (ligne 
mobile)  et  les  o- =  cous  t.  (trajectoires  décrites  par  les 
points  de  A)  soient  orthogonales  est 

(  àXdX       ô\_  à\ 

,    .        }    di    as         âi    Os 

(•0 


j       =  $'(a7'cosô-t-y  sinO) 

f  -_  r/ix'  sinO  -  y  cosO)  +  ( ^r/—  $' 


7,)  0  =  o. 


Si  Ton  suppose  que  le  mouvement  de  la  ligne  ne  soit 
pas  une  translation,  0'  est  diiïerent  d<î  zéro  ;  on  peut  donc 
diviser  (11)  par  0',  ce  qui  donne 

;.,  or'cosO -+- y'sinO  ,  jr' sinO  —  y'cosO        ^  ,      ^, 

ç  qT- r/ -^ h  $r/  -  î'r,  =  o; 

d'où,  par  dérivation  par  rapport  à  .ç, 

„  /j-'cosO-4-y  sinO\'         ,  /ysinO— v'cosOX' 


(3.0) 
On  en  déduit 

/y  sine— y  cosoy 

et  puisque  le  premier  membre  est  une  fonction  de  tr  et 
le  second  une  fonction  de  j,  il  faut  qu'on  ait 

.,           ,            /x'sinO— y  cosO\'           /y  ros0  4-r'sin6\' 
5=«,.  (^ g, j^  =  a(^ ^. j^, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
On  obtient  par  intégration 

ç=  aï)  -+-  6,         x'sinG  — y'  cosO=  «(ar'cosO  -h^  sinO)-T-Oc, 

etconséquemment  la  condition  (i  i)  devient 

0'tj'(6  — c)=o. 

Celte  relation  nous  donne  6  =c;  et  Ton  peut  dire 
que  la  solution  la  plus  générale  de  Péquation  (ii)cst 
la  suivante 

/  jp'sinO— y  cos0  =  a(j7'cos0-i-ysin6)^-6ô'. 

La  première  des  équations  (isè)  nous  apprend  que  la 
ligne  mobile  se  réduit  h  une  droite^  la  deuxième  donne 
6  en  fonction  de  x'  et  y  et  conséqucrament  en  fonction 
de  5;  le  mouvement  est  donc  entièrement  déterminé. 

On  peut  faire  b  =  o  sans  rien  perdre  en  généralité; 
en  eil'et,  la  condition  b  ^  o  peut  être  remplie  par  une 
translation  de  l'axe  des  r^  parallèlement  h  sa  direction, 
en  vertu  de  laquelle  Torigine  Q  se  réduit  à  une  nouvelle 
origine  û|.  Il  sufiit  alors  de  remplacer  la  ligne  L  par- 
courue par  Q  par  la  lignt!  L|,  décrite  par  la  nouvelle 
origine  12 1. 


(  3'>  ) 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  : 

Entre  les  lignes  invariables  de  forme j  il  ny  a  que 
la  droite  qui,  dans  le  mouvement  sur  un  plan,  puisse 
rester  orthogonale  aux  trajectoires  décrites  par  ses 
points-  cela  a  lieu  lorsque  la  droite  passe  par  l'origine 
û  des  axes  mobiles  et  le  mouvement  s'effectue  de  ma- 
nière que  cette  origine  parcourt  une  ligne  quelconque 
L(x,  7,  5),  tandis  que  Vaxe  CîÇ  fait  avec  V axe  des  x 
un  angle  9  donné  par  V équation 

d.r        dv 
a 


-  ds        ds 

^  dx  dy 

ds  ds 

o.  Soient  x  =  'f  («,  ^)*J''  =  o,  z  =  ^{u,  v)  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  du  plan  coordonné  xz^ 
exprimées  en  fonction  de  deux  paramètres  indépendants 

w,  V.  Considérons  la  surface  représentée  par  les  é({na- 
tions 

\  =  X cos  V,         Y  =  a:  sin  V»         Z  =:  5, 

V  étant  une  fonction  arbitraire  de  v^.  On  en  déduit 

0\       djr         ,.  OY        Ox    .    ^,  dZ       dz 

—  =         cosv,  —  =  --sin\,  -—=---, 
o(f       du                                             Ou        du  ou       ou 

à\        dx         .,  .    .,  .,,  dY        dx   ,    ..  .,  .„  dT, 

—  ~  -r—  COS  V  —  X  sin  V.>  ,  — -  =  — -  sin  \  -+-  x  cos  v  .  V  .  — -  =  o, 
{/i-          dv                                                      dç         di'                                                    di' 


d'où 

L"^  dX   d\  _  dx  dx         dz  dz 
du    dv        du  dv        du  dv 


2 


Cette  égalité  exprime  la  proposition  suivante  : 

Si  x  =  o(uj  v)^  y  =  o,  z  ^=  ^(uj  v)  sont  les  coordon- 
nées d^un  point  quelconque  d\in  plan,  exprimées  en 
fonction   des   paramètres  u»   v  de    deux   systèmes  de 


(3..) 
lignes  orthogonales f  sur  la  surface 

X  =  ç>(m,  t^)cosV,         Y  =  cp(w,  p)  sinV,         Z=:<J/(m,  p) 

(V  étant  une  fonction  arbitraire  de  s>)^  les  lignas 
u=  coust.,  ç^^coust.,  sont  orthogonales,  et  récipro- 
quement. 

Nous  allons  faire  quelques  applications  de  ce  théo- 
rème. 

Sur  une  surface  quelconque  soient  L  les  lignes  que 
Ton  obtient  en  coupant  la  surface  par  une  suite  de 
plans  passant  par  Taxe  des  z.  Considérons  sur  la  sur- 
face les  lignes  /  trajectoires  orthogonales  des  lignes  L^ 
les  lignes  /,  L  seront  représenltîcs  sur  la  surface  res- 
pectivement par  les  équations  ii  =  const.,  i'  =  const. 
On  peut  supposer  que  u  indique  un  paramètre  indépen- 
dant quelconque  et  que  v  réprésente  l'angle  que  le  plan 
coupant  la  surface  fait  avec  le  plan  coordonné  j'  =-  o. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  //,  i^,  par  des  égalités 
de  la  forme 

X  =  cp(  w,  p)  cosp,         Y  =  ?p(a,  p)  sine,         Z  =  '^{u,ç), 

'^(«,  w»),  «{^("î  ^)  ^'tant  deux  fonctions  convenables  de 
u  et  Vf, 

Si  Ton  fait  tourner  les  plans  coupant  la  surface  au- 
tour de  l'axe  des  z  jusqu'à  ce  qu'ils  coïncident  avec 
le  plan  j=  o,  on  obtient  sur  ce  plan  une  suite  de 
lignes  Lo  égales  aux  sections  L.  Les  points  A|,  A2, 
A3,  ...,  où  les  lignes  L  sont  coupées  par  une  même 
ligne  /,  forment,  sur  le  planj''  =  o,  une  ligne /o,  lieu 
des  points  a^y  «2,  «3,  •  .  . ,  où  vont  coïncider  les  points 
A«,  A 2,  A3,  •  . . .  Les  lignes  planes  L©,  U  sont,  en  vertu 
du  théorème  énoncé,  orllioîçonales. 
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Donc  : 

Que  l'on  coupe  une  surface  quelconque  par  une 
suite  de  plans  qui  passent  par  une  môme  droite  R,  et 
que  l'on  consitlère  les  lignes  /,  trajectoires  orthogo- 
nales des  sections  L  ;  si  l'on  fait  tourner  chaque  plan 
coupant  y  autour  de  la  droite  R,  de  manière  à  l'a- 
mener sur  un  plan  fixe  passant  par  cette  droite,  les 
lignes  L,  /  donnent  littu,  sur  ce  plan,  à  un  double 
sjr'stème  de  lignes  orthogonales. 

Sur  un  plan  considérons  une  ligne  L^  et  le  système 
de  SCS  développantes.  Ces  développantes  cl  les  tangentes 
à  la  ligne  Lq  forment  un  double  système  de  lignes  ortho- 
gonales; si  donc  on  fait  application  du  théorème  que 
l'on  vient  de  démontrer,  on  a  : 

Si  une  ligne  plane  quelconque  L  change  déforme  et 
de  position  de  manière  à  rester  géodésiquement  paral- 
lèle à  elle-même,  tandis  que  son  plan  tourne  autour 
d 'une  droite  placée  sur  ce  plan,  la  ligne  mobile  L  reste 
toujours  orthogonale  aux  trajectoires  décrites  par  ses 
points  dans  le  double  mouvement  considéré. 

Soit  A  une  ligne  plane  quelconque  placée  sur  le  plan 
coordonné  y  =  o'^  considérons  une  droite  qui  se  dé- 
place sur  ce  plan  de  manière  à  rester  toujours  tangente 
à  A.  La  droite  mobile,  dans  ses  diilérentes  positions,  et 
les  trajectoires  décrites  par  ses  points  forment  un 
double  système  de  lignes  orthogonales.  Si  donc  on  ap- 
plique le  théorème  énoncé,  on  a  : 

Si  une  droite  roule  sur  une  ligne  plane  quelconque, 
tandis  que  le  plan  de  la  courbe  tourne  autour  d'une 
droite  placée  sur  ce  plan,  la  droite  mobile  reste  tou- 
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jours  orthogonale  aux  trajectoires  décrites  par  ses 
points. 

Si  Ton  suppose  que  la  ligne  A  se  réduise  à  un  point, 
nous  avons  : 

Si  une  droite  D  tourne  autour  d*un  point  sur  un 
plan  y  tandis  que  ce  plan  tourne  autour  d'une  de  ses 
droites,  la  ligne  D  est  toujours  orthogonale  aux  ira-- 
jectoires  décrites  par  ses  points. 

Supposons  que  la  droite  mobile  soil  placée  sur  le 
plan  coordonné  j'"  =  o,  el  que  le  point  A,  autour  duquel 
a  lieu  la  rotation  de  la  droite,  soit  placé  sur  Taxe  des  x  à 
la  distance  a  de  l'origine.  Les  coordonnées  d*un  point 
quelconque  iM  de  la  droite  sont 

X  =  a  —  V  cosff, 

7  =  0, 
z  =  —  V  sina, 

V  désignant  le  segment  AM  et  o*  Tangle  de  AM  avec  Ox. 
.  Nous  aurons  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
surface  engendrée 

X  ={a  —  V  cosff)  coscp(a'), 
\  =-.(a  —  V  cosff)  sincp(ff), 
Z  =  —  r  siiia, 

^(o-)  étant  une  fonction  arbitraire  de  <t.  On  en  déduit 

0\  .  ,  ^   .         ,  d\ 

Ors  '        ^  ^        ^  ^  ôs? 

d\  .  .  ,  ,  ,  dY 

-  -  -n  V  siiid  sincj  -h (a  —  V  cosi)co?cj.'f  ,  -v-  =  —  cos  j  sin©. 

On  '  '   ^  '  dv 

OZ  f)7. 

On  Ov 
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et 


/àXY 


E  =  V(^y=p2  4-(a  —  P  cos  j)«  cp's, 


^      VI  dX  dX 

Si  dS  est  la  distance  entre  deux  points  consécutifs  de 
la  surface,  nous  avons,  en  vertu  des  égalités  précé- 
dentes. 

Si  Ton  considère  la  surface  réglée  formée  par  les  nor- 
males principales  d'une  ligne  L,  on  a,  pour  le  carré  de 
la  distance  inlinitésimale  entre  deux  points  consécutifs 
de  la  surface, 

5,  p,  r  étant  Tare,  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de  tor- 
sion de  L,  et  s^  les  portions  des  normales  principales  de 
L)  comptées  à  partir  de  cette  ligne. 

Pour  comparer  les  expressions  de  dS^  et  de  rfSJ,  on 
remarque  que  Ton  peut  écrire 


a 


COSff 


a'^o'^drj^-^dv^. 


On  rend  dS'^  égal  à  r/SJ  si  Ton  prend 

p=  >  /'  =  acp',  ao' d^  —  ds. 

Ces  conditions  équivalent  aux  suivantes 

et  ^  s        ,  .        ds 

p  = ,  0(7)  — \-  b,        ai  —  — 

cosj  'a  r 
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f.a  diîrnière  égalité  donne 


ds 
5=1    —  -f-c 


el,  conséqucinmcnt, 


a 

P  = 


ds\ 

Donc  : 


cosf  cH-  I  —  I 


Za  surface,  lieu   des  normales    principales   d'une 
ligne  pour  laquelle  est  vérijiée  la  relation 


0  cos 


^v?)^''' 


est  applicable  sur  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  tourne  autour  d'un  point  A,  l'angle  de  rotation  <r 
étant  donné  par  la  formule 


C  ds 


tandis  que  le  plan  de  la  figure  tourne  autour  d^une 
droite  perpendiculaire  à  celle  d'oii  l'on  compte  les 
angles  3-,  placée  à  la  distance  a  de  A,  av^ec  la  loi 
exprimée  par  r égalité 


•  ^   '       a 


On  a  encoi-e 


,    .  ,  ds  ,. 

s  =  a9(<j) —  au,  r  -r-  ^^  ao  (t), 

d^ 

et  consécjucniincnt  : 

La  sur j ace  réglée  engendrée  par  une  droite  tour- 
nant autour  d'un  point  A,  tandis  que  le  plan  de  la 
figura  tourne  autour  d^tine  droite  selon  la  loi  exprimée 


(3.-  ) 

par  la  fonction  'f{^)  do  V angle  <t,  est  applicable  sur 
la  surface  gauche  des  normales  principales  d'une 
ligne,  dont  le  rayon  de  couibure  et  celui  de  torsion 
sont  exprimés  de  la  manière  suivante 


^  COSCT  '  ' 


u  s' exprimant  par  s  moyennant  r  égalité 'f  (7)=  — \-  b. 
/exemple.  —  Si  Ton  suppose  ©(0-)=:  —,  011  a 


a  m 

a  =  — 


aô' 


d'où 


a 


D'ailleurs  :  'f'(o') 


r 

cos( 

am     \ 
s  -{-  ai)  ) 

(a): 

m 

)  et, 

par 

suite, 

r  =- 

am 

~  Ira"   = 

{s 

-^  a 
am. 

—  • 

Donc  : 

La  surface  engendrée  est  applicable  sur  la  suif  ace 
gauche  des  normales  principales  de  la  ligne 

a  _  {.ç-hoby- 

a  m 
cos  ' 


(am    \ 
s  -+-  ahj 
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ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  GOTIQUES 
D* APRÈS  LEUR  DÉFINITION  ('); 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Da  centre  et  des  diamètres  dans  l'hyperbole; 
premières  propriétés  de  direction. 

XII.  La  section  hyperbolique  a  un  centre.  —  Soit  S 
le  sommet  d'un  cône  dont  O  est  le  cercle  directeur 
ifiS'  7)  •  considérons  une  section  hyperbolique,  le  plan 
parallèle  au  plan  sécant  mené  par  le  somuiet  coupera  le 

Fi  g.  7. 


plan  de  la  base  suivant  une  droite  XY  rencontrant  la 
directrice  en  deux  points  réels.  Soit  P  le  pôle  de  XY 
par  rapport  au  cercle  directeur,  il  lui  sera  extérieur; 
unissons  le  pôle  P  au  sommet  S  par  une  droite  rencon- 


(')  Voir  mrme  Tome,  p.   >.\u. 
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Iranl  le  plan  de  la  seclion  en  c,  et  faisons  passer  par 
cette  droite  un  plan  variable  dans  des  limites  telles 
qu'il  rencontre  le  cercle  O  en  deux  points  D,  F,  et  la  po- 
laire XY  de  P  en  F.  Construisons  les  génératrices  SD, 
SE,  intersection  du  cône  et  du  plan  auxiliaire,  et  aussi 
la  droite  SF  :  le  plan  auxiliaire  coupera  le  plan  de  la 
section,  qui  est  parallèle  au  plan  SXY,  suivant  une 
droite  de  parallèle  à  SF  et  passant  par  le  point  c;  les 
points  r/,  e,  appartiendront  à  la  seclion,  puisqu'ils  sont 
situés  à  l'intersection  d'une  droite  du  plan  sécant  et  de 
deux  génératrices  du  cône.  Mais  le  faisceau  S.DEFP  est 
harmonique,  dès  lors  la  droite  rfce,  parallèle  au  rayon 
SF,  est  divisée  par  le  point  c  en  deux  parties  égales; 
on  en  conclut,  par  les  motifs  donnés  à  l'occasion  de  la 
section  elliptique  (Ch.  I,  n**  11^),  que  le  point  c  est  un 
(TiUre  de  la  sec* lion  hyperbolique. 

XIII.  La  section  hj^perbofif/ue  narlniel  que  des  dia- 
mètres rectilignes  ;  ces  diamètres  passent  tous  par  le 
centre;  ils  sont  conjugués  deux  à  deux.  Sur  deux  dia- 
mètres conjugués  de  l'hyperbole  l'un  rencontre  la 
courbe  et  Vautre  ne  la  rencont/e  pas.  —  Soit  S  le 
sommet  d'un  cône  dont  le  cercle  directeur  est  O  (/ig'  8)  : 
proposons-nous  de  trouver  les  diamètres  d'une  section 
hyperbolique  ;  pour  cela  menons  par  le  sommet  du  cône 
uu  plan  parallèle  ^  celui  de  la  seclion ,  il  coupera  le 
plan  du  cercle  directeur  suivant  la  droite  XY  rencon- 
trant la  circonférence  en  G  et  K.  Menons  encore  par  le 
sommets  une  parallèle  à  la  direction  des  cordes  dont  • 
le  milieu  décrit  le  diamètre  que  nous  cberclious;  cette 
parallèle  coupera  XY  en  un  point  P,  ou  Po,  qui  peut 
être  extérieur  ou  intérieur  au  cercle;  considérons 
d'abord  le  point  extérieur  Pj. 

Construisons  la  polaire   AH  du  point   P|,   et  faisons 
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tourner  un  plan  variable  autour  de  SP^  ;  considérons-lc 
dans  la  position  où  il  coupe  le  plan  du  cercle  directeur 
suivant  MN,  il  coupe  le  cône  suivant  les  génératrices 
SM,  SN,  et  le  plan  SAB  suivant  SH  formant  avec  SP^ 


le  faisceau  harmonique  S.jNMHP,.  Il  coupe,  en  outre, 
le  plan  de  la  section  suivant  la  droite  m//,  corde  de 
rhyperbole  parallèle  à  SPi  et  dont  le  milieu  h  est  dé- 
terminé par  son  intersection  avec  SH,  rayon  conjugué 
de  SP| .  Le  point  h,  qui  décrit  le  diamètre  cherché,  se 
trouve  a  la  fois  dans  le  plan  SAB  et  dans  le  plan  de  la 
section,  qui  sont  fixes  :  donc  ce  diamètre  est  une  ligne 
droite. 

Si  la  trace  du  plan  variable  sur  biplan  du  cercle  di- 
recteur tourne  autour  de  P|  depuis  la  position  P,  A,  où 
elle  est  tangente  h  ce  cercb»,  jusqu'»à  la  position  P|X, 
•  les  extrémités  de  la  c-orde  nin  restent  sur  la  nappe  infé- 
rieure du  cône,  et  la  cordtî  se  déplace  parallèlement  à 
elle-même  depuis  la  position  où  elle  est  tangente  en  a 
jusqu*«î  l'infini;  et,  si  cette  trace  tourne  depuis  la  posi- 
tion P,  B  jusqu'à  P,  X,  les  extrémités  de  la  corde  mn  n\s- 
Ir.ul  sur  la  nappe  supérieure,  et  la  corde  mn  se  dé|)lace 
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parallèlement  à  elle-même  depuis  la  position  où  elle  est 
tangente  en  b  jusqu^à  Tinfini*,  les  autres  positions  du 
plan  variable,  et  en  particulier  la  position  SPtP,  pas- 
sant par  le  pôle  P  de  la  droite  XY,  coupent  le  plan  de 
la  section  suivant  des  droites  parallèles  à  mn  situées 
entre  les  deux  branches  de  la  courbe  et  ne  la  rencon- 
trant pas. 

Le  point  Pj ,  pôle  de  la  droite  AB,  étant  situé  sur  XY, 
la  droite  AB  passe  par  le  Tpôle  P  de  XY^  et  P2  étant 
l'intersection  des  droites  AB  et  XY  sera  le  pôle  de  la 
droite  P,  P  qui  unit  les  pôles  de  ces  droites. 

La  droite  SP2  et  le  diamètre  ab\  dont  nous  venons 
d'établir  l'existence,  sont  parallèles,  comme  intersec- 
tions du  plan  de  la  section  et  du  plan  SXY,  qui  sont 
parallèles,  par  le  plan  SAB;  et,  comme  le  faisceau 
S.ABPPa  est  harmonique,  ai,  parallèle  à  SPj,  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  le  rayon  SP,  au  point  o)  qui 
est  le  centre  de  la  section. 

On  verrait  de  môme,  en  faisant  tourner  un  plan  va- 
riable autour  de  SP2,  que  Icîs  cordes  de  l'hyperbole  qui 
lui  sont  parallèles  sont  divisées  par  cd  en  deux  parties 
égales;  dès  lors  cd  est  le  diamètre  divisant  en  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  SP^  qui  toutes  coupent  la 
courbe  en  deux  points  situés  un  sur  chaque  branche; 
ab  et  cd  sont  donc  deux  diamètres  conjugués  dont  Tun 
rencontre  la  courbe  pendant  que  l'autre  ne  la  rencontre 
pas. 

XIV.  Propriétés  des  diamètres  conjugués  de  l'hy^ 
perbole.  Asymptotes.  —  Comme  nous  Tavons  vu  pour 
l'ellipse,  n«  IV,  Chap.  I,  le  triangle  PP,  P^  de  la  fig.  8 
est  tel  que  chacun  de  ses  sommets  est  le  pôle  du  côté 
opposé;  on  peut  donc  aussi  lui  conserver  la  qualification 
à!  autopolaire. 

Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  IX.  (Juin  1890.)  '2i 
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Les  points  Pf  et  P2  étanl  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  G  et  K  sont  situés  d'un  même  côté  du  milieu  I 

de  GK,  et  l'on  a  la  relation  IP,  X IP2  =  Ïk'  =  R^  —  Ôî*, 
plus  immédiate  que  dans  le  cas  de  la  section  elliptique. 

On  peut,  comme  dans  le  cas  de  Tellipse,  s'en  servir 
pour  déterminer  les  axes  et  les  sommets,  et  aussi  deux 
diamètres  conjugués  faisant  un  angle  donné,  observant 
que  dans  le  cas  actuel  :  1°  le  système  des  deux  axes  est 
toujours  déterminé;  2°  le  minimum  de  l'angle  aigu  de 
d«^ux  diamètres  conjugués  est  zéro,  car  les  directions  des 
deux  diamètres  conjugués  menées  par  le  sommet,  soit  SP| 
et  SP2,  peuvent  coïncider  suivant  SK  ou  SG. 

Les  mêmes  questions  peuvent  être  résolues  plus  sim- 
plement en  se  fondant  sur  la  remarque  importante  qui 
suit. 

Remarque.  —  Les  tangentes  au  cercle  O  en  G  et  K 
{Jîg'^)  vont  se  couper    au  pôle  P  de  la  droite  GK, 
puisque  la  droite  GK  passe  par  les  pôles  G  et  K  des  tan- 
gentes. Les  plans  SPG,  SPK  sont  tangents  au  cône  sui- 
vant les  génératrices  SG,  SK  qui  rencontrent  le  plan  de 
la  section  à  Tinfini.  Ces  plans  tangents  coupent  le  plan 
de  la  section  suivant  les  parallèles  à  SG  et  SK  menées 
par  le  centre  w,  et  tangentes  à  l'hyperbole  aux  points 
situés  à  Tinfini;  ces  droites  prennent  le  nom  d^asym- 
ptotes»  Les  deux  diamètres  conjugués  aft,  crf.  et  les  deux 
asymptotes,  étant  respectivement  parallèles  aux  rayons 
du  faisceau  harmonique  S.GKPaP»,  sont  quatre  droites 
formant  elles-mêmes  un  faisceau  harmonique,  et  l'on 
peut  en  conclure  que  ab  et  cd^  diamètres  conjugués  de 
l'hyperbole,   forment   aussi    un   système   de  diamètres 
conjugués  du  système  des  asymptotes.  Dès  lors,  pour 
résoudre  les  questions,  précédant  la  présente  remarque, 
pour  riiyperbole,  ilsutKt  de  les  résoudre  pour  le  système 
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des  asymptotes,  et  elles   n'ollrent   alors  aucune  dilii- 
culté. 


Propriétés  des  sécantes  à  l'hyperbole  et  au  système  de 
ses  asymptotes  ;  construction  de  la  courbe  par  points  ; 
intersection  d'une  droite  et  d'une  hjrperbole. 

XV.  Soient  AB,  CD  les  asymptotes  d'une  hyperbole 
quî  se  coupent  en  son  centre  O  i^fig-  9),  une  sécante 
PP,  rencontrant  les  asymptotes  aux  points  P  et  P|,  et  la 

Fig.  9- 


courbe  aux  points  M  et  Mf,  OI  le  diamètre  divisant 
MM|  et  les  cordes  parallèles  en  deux  parties  égales;  il 
résulte  de  la  remarque  du  numéro  précédent  que  01  di- 
vise aussi  PP,  en  deux  parties  égales  5  d'où 

IP  =  IPi, 
IM  =  ïMi, 

el,  retranchant  membre  à  membre,  P.Vl  =  PiVI|. 

C'est- A-dire  que  les  segments  d'une  sécante  compris 
entre  ses  points  communs  av^ec  la  courbe  et  avec  les 
asymptotes  sont  égaux, 

La  démonstration  s'applique  évidemment  si  les  points 
iVI  et  M{  appartiennent  à  deux  branches  ditl'ércntes. 

Corollaire.  —  Si  la  si'cante  tourne  autour  du  point 
M  jusqu'à  ce  que  le  point  M,  vienne  se  réunir  avec  lui, 
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à  cet  instant  elle  devient  tangente  à  la  courbe  en  M, 
et,  comme  l'égalité  PM  =  P|  Mi  a  constamment  lieu,  il 
en  résulte  que  :  le  point  de  contact  d'une  tangente  à 
une  hyperbole,  limitée  aux  asymptotes ^  divise  cette 
droite  en  deux  segments  égaux. 

Considérons  actuellement  une  seconde  sécante  QQi 
parallèle  à  la  première  :  soient  N  et  Nj  ses  points  com- 
muns avec  la  courbe^  unissons  M^\  par  une  ligne  droite 
rencontrant  les  asymptotes  en  R  et  R^  ;  d'après  ce  qui 
précède,  nous  aurons  les  égalités 

PM  =  PiMi,  PMi=PiM; 
RM  =  RtNi,  RN,  =  RiM; 
QN=QtN„        QN,  =  QiN. 

Les  deux  triangles  PRM,  QRN<  sont  semblables,  et 

l'on  en  déduit 

PM   _  RM  . 

QN,  ■"  RN/ 

de  la  sîraib'tude  des    triangles  R,IV,Q,,  R,MP,,  on 

tire  aussi 

Qi Ni  ^  RiNt . 
MPi         H,  M' 

mais,  d'après  les  égalités  précédentes,  les  seconds 
membres  des  deux  dernières  égalités  sont  identiques; 
les  deux  premiers  membres  sont  donc  égaux,  d'où  : 

PM  _  Q,^ 
QNi  ~  MP,  ' 

ou,  en  tenant  compte  des  égalités  précédentes, 

^=§^-,         et  MPxMPi=NQxNQ,. 

i^i  IN         M  ri 

C*est-à-dire  que  le  produit  des  segments  d'une  droite 
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compris  entre  un  point  de  la  courbe  et  les  asymptotes 
reUe  im^ariable  quand  la  droite  se  déplace  parallèle- 
ment  à  une  direction  fixe. 

Corollaire.  —  Ce  produit  des  deux  segments  d'une 
sécante  est  égal  au  carré  du  segment  de  tangente  paral- 
lèle, et  compris  entre  le  point  de  contact  et  une  asym- 
ptote. 

On  peut  déduire  de  la  première  de  ces  propriétés  un 
moyen  de  construire  la  courbe  par  points,  quand  on 
connaît  ses  asymptotes  et  un  point. 

Considérons,  en  effet,  les  asymptotes  AB,  CD  d'une 
hyperbole,  et  un  point  M  de  la  courbe  (^îg'.  9)9  en  me- 
nant par  le  point  M  la  sécante  RMRf  et  prenant  à  partir 
de  R|  le  segment  R,  N|  =  RM,  nous  aurons,  en  N,,  le 
second  point  commun  de  la  sécante  et  de  la  courbe,  et 
nous  pourrons  en  construire  ainsi  autant  que  nous  vou- 
drons. 

D'après  la  seconde  de  ces  propriétés,  on  peut  con- 
struire, au  moyen  des  mêmes  données,  les  points  com- 
muns d'une  hyperbole  et  d'une  droite  quelconque. 

Soient  à  trouver  les  points  communs  de  Thyperbole 

dont  on  connaît  les  asymptotes  AB,  CD,  et  le  point  M, 

^fiS'  9)?  ^vec  la  droite  QQ4  ;  menons  par  le  point  M  la 

parallèle  PP|  à  QQi,  il  suffira  de  partager  QQi  en  deux 

parties  QiN,  NQ,  ou  QN,,  N^Q,,  telles  qu'on   ait  les 

égalités 

QN  X  NQ,  =  Pi\I  X  MPi  =  QN,  x  NjQ,, 

ce  qui  revient  à  construire  un  rectangle  équivalent  à  un 
rectangle  donné,  connaissant  la  somme  des  côtés,  pro- 
blème dont  la  solution  est  anciennement  connue. 

XVI.  Deux  droites  qui  se  coupent,  considérées 
comme  asymptotes,  et  un  point,  définissent  une  hyper- 
bole. —  II  s'agit  de  démontrer  que,  étant  données  deux 
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droites  qui  se  coupent  et  un  point,  on  peut  construire 
une  hyperbole  ayant  ces  deux  droites  pour  asymplolrs 
et  passant  par  le  point. 

Pour  cela,  prenons  un  cône  dont  le  sommet  soit  S  et 
le  cercle  directeur  O,  et  tel  qu'il  existe  sur  sa  surface 


If».     lO. 


deux  génératrices  SG,  SK,  faisant  un  angle  égal  à  celui 
des   droites   données,    qui   comprend  le   point  donné, 

La  ligure  composée  des  deux  droites  données  et  du 
point  donné  pourra  s'applujuer  sur  GSK,  ôoît  N  la  posi- 
tion que  prendra  le  point  donné  après  cette  superposi- 
tion. Déterminons  le  pôle  P  de  la  droite  GK.,  menons  la 
droite  SP  et  faisons  passer  un  plan  par  SP  et  le  poiiU 
N^  ce  plan  coupera  Id  cône  suivant  la  génératrice  SM; 
menons  par  le  point  N  la  parallèle  N/w  à  SP,  et  par  le 
point  m^  où  cette  droite  rencontre  SM,  la  droite  mtii 
parallèle  a  SN;  enfin  par  le  point  co  un  plan  parallèle  à 
GSK,  qui  coupera  les  plans  SPG,SPK,  suivant  les  droites 
(oT,  (oR. 
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La  figure  formée  par  les  trois  droites  coT,  coR,  (j>m 
est  superposable  sur  celle  qui  est  composée  de  SG,  SK, 
SNj  car  ces  droites  sont  parallèles  deux  à  deux  comme 
intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième, 
et  de  plus  com  =S]N,  comme  côtés  opposés  d'un  paral- 
lélogramme. Il  en  résulte  que  les  deux  droites  et  le  point 
donnés  peuvent  s*appliquer  simultanément  sur  (i)T,  cuR 
et  /R,  et,  comme  le  plan  T(i>R  coupe  le  cône  suivant  une 
hyperbole  ayant  pour  asymptotes  wT,  wR  et  passant  par 
le  point  /»,  le  théorème  se  trouve  démontré. 


Premières  propriétés  métriques  des  diamètres 

de  l'hyperbole. 

XVII.  Définition  rie  t hyperbole  conjuguée  â*une 
hyperbole  donnée.  —  Si  l'on  considère  une  hyperbole 
ayant  pour  asymptotes  AB,  CD,  et  passant  par  le  point 
M  ifig'  I  0'  4^^  P^''  chacun  de  ses  points  on  mène  des 
parallèles    à    une    des  asymptotes,    CD   par  exemple, 


et  qu'on  les  prolonge  d*une  longueur  égale  au  delà  de 
leur  point  de  rencontre  avec  Tautre  asymptote,  de  sorte 
que  HIVI,  =  HiM,  IN^  =  IN,  . . .  ,  les  points  M, ,  N,  ainsi 
obtenus  décrivent  une  autre  hyperbole  ayant  les  mêmes 
asymptotes  et  qui  est  dite  conjuguée  de  la  première. 

Il  suffit,  pour  justifier  cette  définition,  d'établir  que  le 
lîeu  des  points  M^,  N^,  ..•   est  une    nouvelle  hyper- 
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bole,  ou  que,  considérant  M4  comme  fixe  et  K|  comme 
variable,  on  a,  pour  toutes  les  positions  de  N  sur  la  pre- 
mière hyperbole,  PiM^  =N|K,  d'après*  la  proposition 
démontrée  au  numéro  précédent  et  la  construction  par 
points  de  Thyperbole  établie  au  n**  XV. 

Or,  les  droites  MMo  NN|  étant  parallèles  et  divisées 
en  parties  égales  par  les  points  H,  I,  les  droites  M|Nf, 
MjN',  vont  concourir  en  un  même  point  K  de  OB;  et  les 
segments  P^M^  ^\K,  proportionnels  à  PM  et  NK  qui 
sont  égaux  (n"  XV,  Chap.  I),  sont  eux-mêmes  égaux. 

Il  est  évident,  d'après  un  théorème  connu,  que  les 
droites  MN,  M^N^  interceptent  sur  la  deuxième  asym- 
ptote des  segments  égaux  OP,  OP^  ;  dès  lors,  si  Ton  unis- 
sait le  point  O  aux  milieux  respectifs  de  KP,  RP<,  on 
formerait  un  parallélogramme  dont  les  côtés  issus  de  0 
constitueraient  un  système  de  diamètres  conjugués  de 
chacune  des  hyperboles  conjuguées. 

Si  Ton  supposait  que  le  point  N  se  déplaçât  sur  Thy- 
perbole  à  laquelle  il  appartient  jusqu'à  ce  qu'il  vînt  coïn- 
cider avec  INi,  en  même  temps  N«  se  réunirait  à  M^,  les 
deux  droites  PM,  P^IVI^  deviendraient  simultanément 
tangentes  aux  deux  hyperboles  et  seraient  divisées  par 
les  points  M  et  M<  en  deux  parties  égales. 

Dans  ces  conditions,  et  par  déGnition,  OM  et  OM» 
sont  ce  qu'on  appelle  les  longueurs  de  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  de  lune  ou  de  l'autre  des  deuxhype^ 
boles  conjuguées,  observant  qu'un  seul  des  deux  ren- 
contre chaque  courbe- 

On  peut  encore  remarquer  dans  cette  figure  limite 
que  le  parallélogramme  construit  sur  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  a  une  de  ses  diagonales  en  coïnci- 
dence avec  une  de  ses  asymptotes,  et  la  seconde  diago- 
nale parallèle  avec  l'autre  asymptote. 

Et  il  en  résulte  qu'une  demi-tangente  limitée  au  point 
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de  contact  et  à  une  asymptote  est  égale  et  parallèle  au 
demi-diamètre  qui  ne  rencontre  pas  la  courbe,  et  qui 
est  conjugué  de  celui  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

Théorèmes  d'Apollonius  dans  l'hyperbole. 

XVIII.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir  au  numéro 
précédent,  il  est  évident  que  le  parallélogramme  con- 
struit sur  deux  demi-diamètres  conjugués  est  équivalent 
au  triangle  ayant  pour  base  une  tangente  à  l'extrémité  de 
Tun  d'eux  limitée  aux  asymptotes,  et  pour  côtés  les  seg- 
ments qu'elle  intercepte  sur  les  asymptotes;  ce  triangle 
est  lui-même  le  double  du  parallélogramme  construit 
en  menant  par  le  milieu  de  sa  base,  extrémité  du  diamètre 
conjugué  de  sa  direction,  des  parallèles  aux  asymptotes. 

11  est  facile  de  voir  que  ce  dernier  parallélogramme  a 
une  surface  constante,  et  qu'en  conséquence  il  en  est  de 
uième  de  celle  du  parallélogramme  construit  sur  deux 
demi-diamètres  conjugués,  qui  est  le  double  de  celle  du 
précédent.  • 

En  etlet,  soient  M  et  N  les  extrémités  de  deux  dia- 
mètres d'une  liyperbole  ayant  pour  asymptotes  AB  et 

Fig.   13. 


CD  {Jig-  12),  construisons  les  deux  parallélogrammes 
MPOQ,  NROS,  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  asym- 
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ptotes,  je  (lis  qu'ils  sont  équivalents.  Pour  le  démontrer, 
joignons  MN  par  une  ligne  droite  rencontrant  les  asym- 
ptotes en  E  et  F,  et  unissons  QR  par  une  ligne  droite; 
les  deux  triangles  ERN,  MQF  sont  égaux,  puisqu'ils 
sont  équiangles  et  ont  des  bases  égales,  EN=:iVIF; 
il  en  résulte  qu'ils  ont  même  hauteur,  et  que  QR  est 
parallèle  à  EF;  dès  lors  les  Ggures  ERQM,  JSRQF  sont 
des  parallélogrammes  équivalents  comme  ayant  les  bases 
EM  et  NF  égales,  et  même  hauteur.  Or  les  parallélo- 
grammes ERQM,  POQM  d'une  part,  KRQF,  KROS 
d'autre  part,  sont  équivalents  deux  à  deux;  donc  de 
l'égalité  ERQM  =  JsRQF,  on  peut  déduire 

POQM  =  NROS, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

D'après  cela,  le  parallélogramme  construit  sur  OM 
et  son  demi-conjugué,  et  le  parallélogramme  construit 
sur  ON  et  son  demi-conjugué,  qui  sont  les  doubles  des 
précédents,  sont  équivalents. 

On  en  conclut  que  le  parallélogramme  construit 
sur  deux  demi-diamètres  conjugués  d'une  hyperbole 
est  égal  au  rectangle  construit  sur  les  demi-axes,  ce 
qui  constitue  le  premier  des  Théorèmes  d'Apollonius. 

Soit  encore  EF  une  tangente  à  une  hyperbole  dont 
les  asymptotes  sont  AB  et  CD  (Jig.  i3),  le  point  de 
contact  I  est  placé  au  milieu  de  EF;  01  et  IF  sont  les 
longueurs  des  deux  demi-diamètres  conjugués. 

Menons,  par  le  point  I,  IM  et  IN  respectivement  paral- 
lèles à  AB  et  CD;  IINI  sera  médiane  du  triangle,  et,  si 
nous  traçons  IH  perpendiculaire  à  OF,  nous  aurons, 
d'après  un  théorème  ctmnu, 

Ôi*— ÏF*=  ^OMxMH. 
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Uans  le  triangle  rectangle  IMH,  l'angle  en  M  est  égal 
à  celui  des  asymptotes  et  en  conséquence  iixe  j  il  en  ré- 


sulte que  le  rapport  des  côtés  de  Taugle  droit  est  constant , 

MH 
soit  jn- =  a  ;  nous    pouvons    dans    l'égalité    précédente 

remplacer  MH  par  son  égal  a  x  IH,  ce  qui  donne 

Ôi'  -  ÔF^  =  4a  X  OM  X  IH  =  4aOiMI\, 

OMIK  étant  le  parallélogramme  que  nous  avons  démon- 
tré être  constant  dans  le  théorème  précédent. 

De  là  résulte  que  la  différence  des  carrés  de  deux 
demi-diamètres  conjugués  de  Vhyperbole  est  constante 
et  égale  à  la  différence  des  carrés  des  demi-uxes,  ce 
qui  est  le  second  des  Théorèmes  d'Apollomus. 


Pôle  et  polaire  dans  les  coniques. 

XIX.  Si  par  un  point  ou  pôle  fixe  pris  dans  le  plan 
d'une  conique  on  mène  à  la  courbe  une  suite  de  sécantes, 
on  donne  le  nom  de  polaire  de  ce  point  au  lieu  du  point 
de  chaque  sécante  conjugué  harmonique  du  pôle  par 
rapport  à  ses  points  de  rencontre  avec  la  courbe.  Ce 
lieu  est  une  droite. 

Les  propositions  connues  sur  pôles  et  polaires  au 
cercle  sont  également  vraies  pour  les  coniques. 


Fi  g.   i3.  1 
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Soit  S  le  sommet  d^un  cône  dont  O  est  le  cercle  direc- 
teur (Jig*  i4)  \  considérons  un  plan  sécant,  et  soit  P  un 
point  de  ce  plan.  Joignons  S  et  P  par  une  ligne  droite 
que  nous  prolongeons  jusqu'à  sa  rencontre,  p^  avec  le 
plan  du  cercle  directeur.  Par  SP  faisons  passer  un  plan 
variable  coupant  le  cône  suivant  les  génératrices  SA,  SB, 
et  le  plan  de  la  section  suivant  PAB^  nous  cherchons  le 
lieu  du  point  Q,  conjugué  harmonique  de  P,  par  rapport 
à  A  et  13.  Le  faisceau  S.  PQAB  est  harmonique,  ses  rayons 
prolongés  rencontrent  le  plan  de  la  base  circulaire  sur 
la  droite  ph^  intersection  du  plan  variable  et  de  ce  plan 

Fig.  i4. 


de  base;  les  traces  a  et  &  de  SA  et  SB  sonl  situées 
sur  la  circonférence  O,  et  le  point  y,  trace  de  SQ,  est 
conjugué  harmonique  de  p  par  rapport  à  «  et  i.  Il  en 
résulte  que  q  décrit  la  polaire  mn  de  p  par  rapport  au 
cercle  O,  qu'en  conséquence  Q  se  déplace  dans  le  plan 
S/72/1  et  décrit  Tintersection  de  ce  plan  fixe  et  du  plan 
de  la  section,  qui  est  la  droite  fixe  MN. 

La  polaire  du  point  P  par  rapport  à  la  conique  est 
donc  une  droite,  perspective,  sur  le  plan  de  la  conique, 
de  la  polaire  par  rapport  au  cercle  O,  de  la  perspective 
du  point  P  sur  le  plan  de  ce  cercle. 
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Il  en  résulte  immédiatement,  en  remontant  aux  pro- 
priétés des  pôles  et  polaires  par  rapport  au  cercle  : 

Que  si  le  pôle  P  d'une  droite  D,  par  rapport  k  une 
conique,  est  situé  sur  une  droite  D^ ,  réciproquement  le 
pôle  P|  de  la  droite  D|  est  situé  sur  la  droite  D; 

Que  si  une  droite  D|  tourne  autour  d'un  point  Gxe  P, 
son  pôle  P|  décrit  la  polaire  D  du  point  P; 

Que  si  le  pôle  Pi  d'une  droite  D|  décrit  une  droite 
fixe  D,  cette  droite  Di  tourne  autour  d'un  point  fixe  P, 
pôle  de  la  droite  D. 


CHAPITRE  II. 
De  l'involution  et  de  ses  usages.  Théorèmes  et  applications 


I.  Définitions;  deux  théorèmes  de  Géométrie. 

Si  l'on  considère  trois  points  sur  une  ligne  droite,  on 
donne  le  nom  de  puissance  du  premier,  qui  est  aussi 
désigné  par  un  des  mots  pôle  ou  centre,  par  rapport  aux 
deux  autres,  au  produit  des  segments  interceptés  entre 
le  premier  et  chacun  des  deux  autres;  la  puissance  est 
considérée  comme  positive  ou  négative  suivant  que  les 
segments  sont  de  mêmes  sens  ou  de  sens  contraires. 

On.  sait  que,  si  par  un  point  fixe  du  plan  d'un  cercle 
on  lui  mène  une  sécante  variable,  la  puissance  du  point 
fixe  par  rapport  aux  points  de  rencontre  de  la  sécante 
et  du  cercle  est  un  nombre  constant,  qui  a  reçu  le  nom 
de  puissance  du  point  par  rapport  au  cercle.  Celte  puis- 
sance  est  représentée  en  grandeur  et  en  signe  par  l'excès 
positif  ou  négatif  du  carré  de  la  distance  du  point  au 
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centre  sur  le  carré  du  rayon;  il  eu  résulte  que  le  lieu 
géométrique  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à 
un  cercle  est  un  cercle  concentrique. 

On  sait  encore  que  le  lieu  des  points  d'égale  puis- 
sance par  rapport  à  deux  cercles,  situés  dans  un  même 
plan,  est  une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  cen- 
tres et  qui  porte  le  nom  d'axe  radical. 

Théorème  I.  —  Le  lieu  géométrique  des  points  dont 
les  puissances,  par  rapport  à  deux  cercles ,  situés  dans  le 
me /ne  plan,  sont  dans  un  rapport  constant,  est  un  troi- 
sième cercle  aj  ant  as^ec  eux  même  axe  radical. 

Soient  O  et  0|  les  deux  cercles  donnés,  a  le  rapport 
caractérisant  un  point  M  du  lieu  {fig^  i5),  YY'  Taxe  ra- 


dical des  deux  cercles  O  et  O^ ,  on  doit  avoir  par  défini 
tion,  R  et  R(  étant  les  rayons  des  cercles  O  et  0|, 


MO  —  R> 


=  a 


MO^  — RJ 


ou 

(I) 


MO   —  aMO,  =  R«  — œR?. 


Or  on  sait  que  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des 
produits  des  carrés  des  distances  à  deux  points  Jixes 
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par  des  coefficients  positifs  ou  négatifs  donnés  est  con- 
stante est  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  est 
sur  la  droite  qui  unit  les  deux  points,  sauf  le  cas  oit  la 
somme  des  coefficients  est  nulle,  cas  auquel  le  lieu  est 
l'axe  radical. 

Le  lieu  est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur 
la  droite  qui  unit  les  centres  des  deux  premiers,  reste  à 
établir  qu'il  a  avec  eux  même  axe  radical.  La  proposi- 
tion est  évidente  pour  le  cas  où  les  cercles  se  coupent 
réellement  j  car  l'égalité  (i)  est  visiblement  satisfaite  si 
le  point  M  vient  se  placer  en  un  des  points  communs 
des  deux  cercles.  Pour  le  démontrer  dans  le  cas  où  ils 
ne  se  coupeni  pas  réellement,  exprimons  que  chacun 
des  points  P  et  Q,  où  le  lieu  rencontre  le  diamètre  00| , 
satisfait  à  l'égalité  qui  les  caractérise,  nous  aurons 

PA  X  PB  _  QA  X  QB  _ 

PGxPD"*'         ^"^         QGxQD"*' 

ou,  reportant  l'origine  au  point  H,  où  l'axe  radical  des 
deux  premiers  cercles  rencontre  la  ligne  des  centres, 

(PH  -f-  HA)  (PII  -^  HB)  =  a(HG  -  HP)  (HD  -  HP), 
(QH  -i-  HA)  (QH  -h  HB)  =  a  (QH  —  HG)  (QH  —  HD). 

Ordonnons  ces  deux  égalités,  lues  au  premier  membre, 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  HP  et  HQ, 
respectivement,  observant  que  HAxHB  =  HCxHD, 
que  de  plus  HA  -h  HB  =  2HO  et  HC  +  HD  =  2  HO, , 
on  a 

HP' (1  —  a)  -h  2HP  (HO  -h  aïIO,  )  -f-  HA  x  HB  (i  —  a)  =  o, 
HQ^(,_a)-h2HQ(HO-i-aHO,)-i-HAxHB(i-a)  =  o; 

multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par  HQ, 
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les  deux  membres  de  la  seconde  par  HP,  et  retranchant, 
on  trouve 

(HP  X  HQ  -  HA  X  HB )  (  HP  —  HQ )  (i  -  a)  =  o, 

qui  entraîne  HP  X  HQ  =  HA  x  HB,  et  étabHt  la  propo- 
sition, le  point  H  étant  d*égale  puissance  par  rapport 
aux  cercles  O  et  Oj- 

Théorème  IL  —  Le  lieu  géométrique  des  points 
dont  la  puissance  par  rapport  à  un  cercle  donné  est 
à  la  distance  à  une  droite  donnée,  comptée  parallèle- 
ment à  une  direction  donnée,  dans  un  rapport  donné, 
est  un  cercle  ayant  la  droite  donnée  pour  axe  radical 
avec  le  cercle  donné. 

Soit  O  le  cercle  donné  dont  le  rayon  est  R,  PQ  la 
droite  donnée,  M  un  point  du  lieu  {fig^  i6). 

Fig.  i6. 


Remarquons  que  la  distance  de  M  à  PQ,  comptée  pa- 
rallèlement à  une  direction  donnée,  est  dans  un  rapport 
constant  avec  la  distance  MiN,  normale  à  PQ;  il  suflit 
donc  de  chercher  le  lieu  demandé  pour  le  cas  de  la  dis- 
tance normale. 

Abaissons,  du  point  O,  OH  perpendiculaire  h  PQ,  et 
du  point  M,  MK  perpendiculaire  à  OH;  on  doit  avoir. 
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MO*—  K*-:  axMN, 

a  étant  une  longueur  résullant  des  données. 

Prenons  sur  OH,  en  sens  contraire  de  OH  si  le  point 
M  est  extérieur  au  cercle  O,  et  dans  le  même  sens  s'il 

est  intérieur,  une  longueur  00^  égale  à  ->  puis  dési- 

gnons  par  co  le  point  milieu  de  00|  \  joignons  O^M  par 
une  droite  rencontrant  PQ  en  S,  et  SO  par  une  deuxième 
droite. 

Dans  le  triangle  OfOM,  nous  avons 


0,M  —  OM   =OiK  —  OK   =(0,K-OK)(OiK-f-OK) 


1 


Dans  le  triangle  0|  SO,  on  trouve  de  même 


OiS  —OS  =0|H  —OH   =(0,n  — OH)(0,nM-OH) 
=  axt*>H  =  ax(toK-H-  KH). 

Retranchant  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 


OjS  —  OiM   -+-0M   —OS    =axKII  =  axMN; 
et,  d'après  l'égalité  de  définition, 


2 


0,S  —  0,M  -f-OM   —OS   ^OM  —  R^ 
Cette  égalité  peut  s'écrire 


0,S   -0,M   =0S   —  K*; 

elle  exprime  que  le  point  M  du  lieu  appartient  à  un 
cercle' fixe  ayant  0|  pour  centre  et  PQ  pour  axe  radical 
avec  le  cercle  O.  {A  suivre.  ) 


Ann.  de  Mathémat,^  3*  série,  t.  IX.  (Juillci  1890.)  *:>'>' 
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AtiRiflATION  DBS  SCIENCES  MATHÉNATIQUES 
(CONCOURS  DE  1889). 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  deux  droites  concourantes  OA,  OB  et  un  point  P 
pris  dans  leur  plan  : 

1°  Construire  sur  OA  un  point  M,  tel  que  les  deux  cercles  S 
et  S'  passant  par  les  points  P  et  M  et  tangents  à  la  droite  OB 
se  coupent  sur  un  angle  donné  a>. 

2°  Étudier  la  variation  de  l'angle  dans  lequel  se  coupent  les 
deux  cercles  S  et  S'  quand  le  point  M  se  déplace  sur  la 
droite  OA. 

'i°  Soient  Q  et  Q'  les  deux  autres  points  d'intersection  des 
deux  cercles  S  et  S'  avec  la  droite  OA.  Démontrer  que  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  PQQ'  est  tangent  à  une  droite  qui  reste 
fixe  quand  le  point  M  décrit  la  droite  OA. 


\fa(hématiques  spéciales. 

On  donne  un  cône  du  second  degré  G  et  deux  quadriques 
A,  A',  inscrites  dans  ce  cône;  on  considère  une  quadrique  va- 
riable S  inscrite  dans  le  même  cône,  et  touchant  les  quadri- 
ques données  A  et  A'  en  des  points  variables  a  et  a'  : 

1°  Démontrer  que  la  droite  aa'  passe  par  un  point  fixe. 

i"  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  plans  tan- 
gents à  la  surface  S  aux  points  a  et  a'. 

3°  Démontrer  que  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  P  par  rap- 
port à  la  surface  S  se  compose  de  deux  quadriques 'bitan- 
génies.       ' 

4°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  de 
contact  de  ces  deux  quadriques,  lorsque  le  plan  P  se  déplace, 
en  restant  parallèle  à  un  plan  tangent  au  cône  G. 
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Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 

i^éo  m  é  t  r  iq  ii  es . 

Théorie,  —  Exposer  le  principe  de  la  méthode  donnée  par 
Laplace  pour  l'intégration  de  l'équation  (E)  aux  dérivées  par- 
tielles 

,  „ .  d^z  dz        ,  dz 

(E)  j— 3 — l-<^-ï — ^- ^ -; — \-cz  =  o, 

dx  dy  dx  dy 

où  a,  6,  c  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y. 
On  définira  les  fonctions  k  et  k  des  coefficients  a^  6,  c,  qui 
ont  été  appelées  invariants,  et  l'on  justifiera  cette  dénomina- 
tion; enfin  on  établira  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  les  doux  sens. 

Application.  —  Soient  h  et  k  les  invariants  de  Téquation 
aux  dérivées  partielles  (E),  et  Ai,  ki  les  invariants  de  l'équa- 
tion (El)  obtenue  en  appliquant  la  méthode  de  Laplace. 

Trouver  les  formes  que  doivent  avoir  les  invariants  h  et  k 
pour  que  l'on  ait  les  deux  relations 

hi—  Ihj         kl  =  mk, 

l  et  m  étant  des  constantes. 

Déterminer  les  formes  que  prennent,  dans  ces  conditions,  les 
coefficients  a,  6,  c  de  l'équation  (E). 

Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

On  donne  une  surface  S  dont  l'équation,  par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires  oXy  oy,  oz  est 

z  =  e^-^y, 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Un  point  matériel  M  dont  on  prend  la  masse  pour  unité  est 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  S;  il  est  en  outre  soumis 
à  l'action  de  forces  extérieures  données. 

La  surface  S  tourne  avec  une  \itesHe  angulaire  constante  oj 
autour  de  la  droite  OA  dont  les  é(|uati(>ns,  par  rapport  aux 
axes  ox,  oy,  oz  sont 

X  -—  y  =z  z. 


(  M<^  ■) 

1**  Former  les  équations  différentielles  qui  définissent  le 
mouvement  relatif  du  point  M  sur  la  surface  mobile  S; 

2°  Calculer  la  réaction  N  de  cette  surface; 

3**  Etudier  ce  mouvement  relatif  en  supposant  le  point  M 
attiré  vers  le  point  O  par  une  force  F  proportionnelle  à  la 
distance  MO,  et  vers  le  plan  P  mené  par  le  point  O  perpendi- 
culairement à  la  droite  OA,  par  une  force  Fj  proportionnelle 
à  la  distance  Mm  du  point  M  à  ce  plan  P. 

Les  intensités  des  forces  F  et  Fi,  à  l'unité  de  distance,  ont 
respectivement  pour  valeur  w*  et  Sto*. 

A.  l'origine  du  temps  le  mobile  M  se  trouve  au  point  ayant 
pour  coordonnées 

de  plus  on  a,  au  même  instant, 


dx  _         2(1)  djr  2tt) 

dt  ~       ^3  '  dt  ~~  ^ 


AGRÉGATION  DE  L'B.\SEIGNENE.\T  SECONDAIRE  SPÉCIAL 

(CONCOURS  DE  1889). 


Alf^èbre  et  Trigonométrie. 

I**  Quelles  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  que 
Ton  puisse  attribuer  à  l'un  des  côtés  d'un  triangle  dont  le  pé- 
rimètre est  égal  à  12™  et  dont  la  surface  mesure  6"*^? 

a*  Soient  a,  6,  c  les  trois  côtés  d'un  triangle  :  on  désigne 
par  a  le  plus  grand  côté  et  par  c  le  plus  petit,  de  sorte  que 
Ton  a  a  >  6  >  c. 

On  demande  entre  quelles  limites  reste  compris  a,  entre 
quelles  limites  restent  compris  b  et  aussi  c,  lorsque  l'on  consi- 
dère tous  les  triangles  dont  le  périmètre  est  égal  à  12"  et  dont 
la  surface  mesure  6™**? 

Nota,  —  La  solution  exigeant  la  résolution  d'équations  de 
degré  supérieur  au  second,  les  candidats  devront  résoudre  ces 
équations  numériques,  à  0,001  près,  par  approximations  suc- 
cessives. 
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Géométrie  descriptive. 

Un  télraèdre  ABCD  a  ses  arêtes  opposées  égales  deux  à 
deux,  savoir,  en  centimètres, 

AB  =  CD  =  9,        AG  =  BD  =  8,        AD  =  BC  =  7. 

1°  On  demande  de  placer  ce  tétraèdre  de  manière  que  les 
arêtes  AB  et  CD  soient  horizontales,  AB  au-dessus  de  CD,  et 
que  l'arête  AC  soit  parallèle  au  plan  vertical  de  projection,  le 
tétraèdre  tout  entier  étant  en  avant  du  plan  vertical  contenant 
AC;  enfin  le  sommet  A  devra  être  à  gauche  et  le  sommet  C  à 
droite  de  Tépure.  Trouver  les  centres  et  les  rayons  des  sphères 
circonscrite,  inscrite  et  exin^crite  au  tétraèdre;  dire  quelle 
est  la  figure  formée  par  les  centres  et  les  sommets  du  té- 
traèdre. 

2^  Des  sommets  du  tétraèdre  on  abaisse  les  perpendiculaires 
sur  les  faces  opposées;  ces  quatre  hauteurs  sont  sur  un  même 
hyperboloïde.  On  demande  de  représenter  la  portion  de  cet 
hyperboloïde,  qui  est  intérieure  au  parallélépipède  rectangle 
formé  par  les  plans  horizontaux  qui  contiennent  les  arêtes  AB 
et  CD,  par  les  plans  parallèles  au  plan  vertical  qui  contiennent 
l'un  l'arête  AC,  l'autre  le  sommet  B,  et  par  les  plans  de  profil 
entre  lesquels  le  tétraèdre  est  contenu. 

Nota,  —  On  espacera  le  plus -possible  les  portions  horizon- 
tale et  verticale. 

Mécanique, 

L'arbre  A  d'une  machine  a  o^^'x'i  de  rayon.  Une  poulie  B, 
de  o"*,  10  de  rayon,  est  calée  sur  un  axe  qui  est  parallèle  à 
l'arbre  et  quia  o™,oi  de  rayon.  La  tangente  commune  MN  aux 
circonférences  de  l'arbre  et  de  la  poulie  est  horizontale. 

i.  Sur  Tarbre  et  sur  la  poulie  on  place  une  barre  MN,  pe- 
sant So"*,  et  portant  un  poids  P  de  75o*'«,  lequel  est  suspendu 
au-dessous  du  centre  de  gravité  de  MN.  Au  point  N  de  MN  est 
fixé,  par  une  de  ses  extrémités,  un  cordon  dont  l'autre  extré- 
mité est  attachée  à  un  dynamomètre. 

Après  avoir  supprimé  la  liaison  entre  l'arbre  et  les  différents 
appareils  dont  il  commande  le  mouvement,  on  met  la  machine 
<'n  marche.  L'arbre  fait  alors  20  tour?*  par  minute;  la  verticale 
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du  centre  de  gra>ité  de  la  barre  MN  est  équidistante  des  axes 
de  l'arbre  et  de  la  poulie;  enfîn  le  dynamomètre  indique  que 
la  tension  T  du  cordon,  supposé  horizontal,  est  égale  à  aoo'^s. 
Quelle  est,  en  chevaux,  et  à  l'allure  de  20  tours  par  minute,  la 
force  de  la  machine? 

1°  £n  supposant  que  l'axe  de  la  poulie,  préalablement  calé, 
ne  puisse  pas  tourner  sur  ses  coussinets; 

^°  En  supposant  que  l'axe  de  la  poulie  soit  libre  de  tourner 
sur  ses  coussinets.  Le  coefficient  de  frottement  de  la  barre  sur 
la  poulie  est  égal  à  i;  celui  de  l'axe  de  la  poulie  sur  ses  cous- 
sinets est  égal  à  |.  On  néglige  le  poids  de  la  poulie. 

2.  On  enlève  la  barre  MN  et  l'on  enroule  sur  l'arbre  A  une 
corde  qui  fait  -2^  tours  sur  la'  circonférence  de  cet  arbre. 
L'une  des  extrémités  de  la  corde  est  attachée  à  un  point  fixe 
du  sol,  l'autre  extrémité  porte  un  poids  Q.  Dans  ces  conditions, 
la  machine  fait  10  tours  à  la  minute  et  sa  force  est  de  3  che- 
vaux. On  demande  quelle  est  la  valeur  du  poids  Q. 

Le  coefficient  de  frottement  de  la  corde  sur  l'arbre  est  égal 
à  i.  On  néglige  le  poids  de  la  corde. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLB  NORMALE  SlPÉRIEliRE 

EN  J889. 


Mathématiques. 

1.  Déterminer  un  pblynôme  entier  en  x  du  septième  degré 
f{x)y  sachant  que  /(ic) -h  i  est  divisible  par  {x  —  i)*  et 
f{x)  —  I  par  {x -\-  1)*.  Quel  est  le  nombre  des  racines  réelles 
de  l'équation  f{x)  =  0? 

2.  On  considère  dans  un  plan  une  parabole  (P)  et  une 
ellipse  (E),  représentées  respectivement  par  les  deux  équa- 
tions 

(P)  j/2_8:r  =  o, 

(E)  ^2^4j.2_4^o, 

et  un  point  M  de  coordonnées  (a,  P).  On  demande  de  trouver 
sur  la  parabole  (P)  un  point  Q  toi  que  le  pôle  de  la  droite Mij 
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par  rapport  à  l'ellipse  (E)  soit  situé  sur  la  tangente  en  Q  à  la 
parabole. 

Trouver  le  nombre  des  solutions  réelles  du  problème  suivant 
la  position  du  point  M  dans  le  plan. 

Physique. 

1.  Au  milieu  d'une  enceinte  entourée  de  glace  fondante  est 
placé  un  vase  solide  en  laiton,  entièrement  clos,  qui  contient 
un  certain  poids  d'eau  privée  d'air.  Le  vase  et  l'eau  qu'il  con- 
tient ayant  été  chauffés,  on  demande  de  décrire  les  différentes 
phases  du  refroidissement,  et  d'indiquer  les  particularités 
présentées  par  la  vitesse  de  refroidissement  suivant  la  quantité 
d'eau  contenue  dans  le  vase. 

On  admettra  : 

Que  le  rayonnement  obéit  à  la  loi  de  Newton; 

Que  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  reste  constante  et  égale 
à  0,622. 

On  négligera  les  variations  du  volume  du  vase  ainsi  que  les 
variations  du  poids  spécifique  et  de  la  chaleur  spécifique  de 
l'eau  avec  la  température.  On  négligera  aussi  la  différence  des 
deux  chaleurs  spécifiques  de  la  vapeur  d'eau. 

Données  numériques  générales  : 

Chaleur  spécifique  de  la  vapeur  d'eau...       0,87  par  gramme 

ru  1        1   ^  1  •      •  \  606,5  t. 

tihaleur  latente  de   vaporisation •  \   . 

I       o,69>  t. 

Tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  en  millimètres  de 
mercure, 

rj.  — -  • 

dt 

à     80°. 355  14,4 

100 760  ^7,.?. 

120 1491  47»<^ 

Application  numérique.  —  Calculer  les  vitesses  de  refroi- 
dissement à  loo**  et  à  r2o**,  en  prenant  pour  unité  la  vitesse  de 
refroidissement  à  80",  dans  le  cas  sui>ant  :. 

F'oids  du  vase i'^^ 

Chaleur  spécifique  du  laiton..  0,086 

Volume  intérieur 1"* 

Poids  de  l'eau  contenue o^"",  5886 
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î2.  Oculaires  doubles. 

i*our  les  figures,  on  supposera  que  Tobjectif  associé  à  l'ocu- 
laire est  rigoureusement  achromatique. 


CONCOURS  D'ADMISSIOiV  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

(1889). 


.\fa (héniatiq ues  ( 3'' ). 

i.  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne 

A  =  32456%  2,        B  =  75^28' 38',  4,        C  =  72M3'ii',6. 

Calculer  la  hauteur  qui  correspond  au  côté  BC,  et  la  longueur 
de  la  bissccrrice  de  l'angtc  A. 

2.  On  donne  un  triangle  isoscèle  ABC,  un  point  P  sur  la 
base  BG;  menons  parallèlement  à  BC  une  droite  rencontrant 

PM 

AB  en  M  et   VC  en  N,  de  manière  que  le  rapport  ^^  soit  égal 

à  un  nombre  donné  ^.  Discussion  du  problème.  (On  choisira 
comme  données  la  longueur  AP  =  /,  les  angles  BAP  =  p, 
CAP  =  Y»  ^^  comme  inconnue  la  longueur  AM.) 

On  peut  aussi  déterminer  la  position  Je  MN  par  une  con- 
struction géométrique  très  simple  et  indépendante  de  la  solu- 
tion algébrique;  donner  encore  celle  solution  géométrique  de 
la  question. 

,*{.  Étant  données  deux  circonférences  O  et  O'  et  une  tan- 
gente commune  extérieure  AB,  on  prolonge  00'  jusqu'en  G 
et  D,  et  l'on  mène  les  droites  CA  et  DB  qui  se  coupent  en  M. 
Démontrer  que  l'angle  AMB  est  droit,  et  que  le  point  M  est 
sur  l'axe  radical  des  deux  cercles.  Déduire  de  là  une  construc- 
tion des  tangentes  communes  extérieures  à  deux  circonfé- 
rences et  examiner  comment  il  convient  de  modifier  cette  con- 
struclion  pour  obtenir  les  tangentes  communes  intérieures. 
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Géométrie  descriptive  (9.'^3o™). 

On  donne  un  plan  PaP',  dont  les  traces  font  avec  la  ligne 
de  terre  xy  deux  angles  Vay  et  P'cty  égaux  chacun  à  45°;  sur 
la  trace  horizontale,  un  point  A  dont  l'éloignentent  est  40"**", 
et  sur  la  trace  verticale,  un  point  B  dont  le  côte  est  62""*.  La 
droite  AB  est  le  côte  d*un  carré  situé  dans  le  plan  PaP',  à 
droite  de  AB;  ce  carré  est  la  base  d'un  cube  situé  au-dessus 
<lu  plan. 

Construire  Tintersection  de  ce  cube  avec  le  cylindre  droit 
ayant  pour  trace  verticale  un  cercle  de  65""  de  rayon,  situé 
au-dessus  delà  ligne  de  terre  et  tangent  à  cette  ligne  au  point 
a\  projection  verticale  du  point  A. 

On  représentera  la  partie  du  solide  cubique  comprise  dans 
le  cylindre. 


COXCOIIRS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE  (PARIS,  <88»). 


I**  Construire  la  courbe  définie  par  l'équation 

(5?* — x-^iy 


(I)  y  = 


x»(2r— i)* 


2"  Si  l'on  coupe  cette  courbe  par  une  parallèle  à  l'axe  des  x 
et  si  l'on  désigne  par  a  l'abscisse  de  l'un  des  points  d'intersec- 
lion,  les  abscisses  des  cinq  autres  points  d'intersection  seront 

I                                lia 
—  1      I  —  a,     I 9 


a  ai  —  a       a  —  1 

Distinguer,  sur  la  figure,  les  points  qui  correspondent  aux 
formules  précédentes  en  supposant  que  a  soit  la  plus  grande 
(les  abscisses  des  points  d'intersection. 

3"  La  résolution  de  l'équation  (i),  où  l'on  regarde^  comme 
un  nombre  donné  et  x  comme  l'inconnue,  peut,  de  diverses 
manières,  être  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation  du  troi- 
•iiéme  degré  et  d'une  équation  du  deuxième  degré. 

î°  Lieu    de   la   projection    du   point    d'inlerseclion  des   tan- 
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fçenlcs  à   la  courbe  (i),  en   des  points   donl  les   abscisses  sont 
inverses  Tune  de  l'autre,  sur  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 


CONCOURS  D ADMISSION  A  LÉCOLE  CENTRALE  EN  188». 


PRENIERE  SESSION. 


Géométrie  analytique. 

Soient  0.r,  Oy  deux  axes  rectangulaires  et  une  droite  LL' 
parallèle  à  Oy  dont  l'équation  est  x  —  a  =  o.  On  considère  le 
faisceau  des  paraboles  qui  passent  par  le  point  O  et  qui  ont  la 
droite  LL'  pour  directrice. 

i*'  Trouver  le  lieu  du  foyer  et  le  lieu  du  sommet  de  chacune 
de  ces  paraboles. 

2°  Par  un  point  quelconque  du  plan  xOy  passent  deux  des 
paraboles  considérées,  réelles  ou  imaginaires;  déterminer  la 
région  du  plan  dans  laquelle  doit  être  ce  point  pour  que  les 
deux  paraboles  soient  réelles. 

V*  Étant  données  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  xOy, 
former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  au  point  O  aux  deux  paraboles  du  faisceau  con- 
sidéré qui  passent  par  ce  point  M.  En  déduire  l'équation  de  la 
ligne  S  sur  laquelle  doit  se  trouver  le  point  iM  pour  que  les 
tangentes  au  point  O  aux  deux  paraboles  du  faisceau  qui  pas- 
sent au  point  M  soient  rectangulaires. 

4**  Soit  M  un  point  situé  sur  la  ligne  S,  et  soit  F,  F'  les 
foyers  des  deux  paraboles  du  faisceau  considéré  qui  passent 
par  ce  point,  démontrer  que,  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur 
la  ligne  S,  la  droite  FF'  tourne  autour  d'un  point  fixe. 

Calcul  trigonomé trique. 

On  donne  deux  côtés  ^  et  c  d'un  triangle,  ainsi  que  l'angle  A 

qu'ils  comprennent  : 

b  =  87253,37, 

c  =  99467,95, 

A  =  3(/9'i9%S. 


(  M:  ) 

On  demande  de  calculer  les  angles  B  el  C,  le  côté  a,  Taire 


du  triangle  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 


Epure. 

Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  grands  côtés  du 
cadre,  à  171™"  du  grand  côté  supérieur. 

Le  sommet  (SS')  du  cône  est  à  81™"  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal et  à  i'2'"'"  en  avant  du  plan  vertical:  la  ligne  de  rappel 
SS''est  à  93°""  à  partir  du  côté  droit  du  cadre. 

Ce  cône  est  circonscrit  à  une  sphère  dont  le  centre  (00')  est 
à  Si"*""  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  39""  en  avant  du 
plan  vertical;  .la  ligne  de  rappel  00'  est  à  147""  à  partir  du 
côté  droit  du  cadre  et  la  sphère  est  tangente  au  plan  de  front 
qui  passe  par  le  sommet  du  cône.  On  ne  considère  que  la  nappe 
du  cône  qui  s'étend  du  sommet  vers  le  côté  gauche  du  cadre. 

Le  cylindre  est  de  révolution,  et  son  axe,  parallèle  à  la  ligne 
de  terre,  est  à  54""'  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  48""  en 
avant  du  plan  vertical;  ce  cylindre  passe  par  le  sommet  du 
cône. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le 
cylindre  supposé  plein  et  limité,  d'une  part  au  plan  de  profil  ss\ 
d'autre  part  au  côté  gauche  du  cadre,  en  supprimant  la  partie 
de  ce  corps  comprise  dans  le  cône. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  : 

i"  Un  point  quelconque  de  l'intersection  des  deux  surfaces 
et  la  tangente  en  ce  point; 

2**  Les  points  de  Tintersection  situés  sur  les  contours  appa- 
rents des  deux  surfaces; 

3**  La  tangente  en  {ss')  à  l'intersection; 

4**  L'asymptote  de  l'intersection  : 

Titre  extérieur  :  intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  cylindre  troué  par  un  cône. 

Physique. 

1°  Deux  arcs  pareils,  de  forme  quelconque  AB,  BC,  forment 
une  voûte  symétrique  en  s'articulant  aux  points  A,  B,  C,  qui 
servent  d'axe  de  rotation. 
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La  dislancc  AB  reste  invariablement  égale  à  ii6™;  le  poml  C 
est  à  45'°  de  l'horizontale  AB. 

Calculer  la  variation  de  niveau  du  point  G  lorsque  la  tempé- 
rature s'élève  de  45**,  et  la  comparer  à  la  variation  de  lon- 
gueur d'une  tige  de  fer  de  45"  de  longueur? 

Coefficient  de  dilatation  du  fer  :  k  =  o,ooooii8. 

2°  Établir  (sans  la  discuter)  la  formule  élémentaire  des  mi- 
roirs sphériques  concaves. 

Chimie.  , 

!*•  On  met  dans  un  eudioraètre  à  mercure  5o"  d'un  gaz  sul- 
furé avec  loo*"*  d'oxygène  sec. 

On  enflamme,  il  se  dépose  de  l'eau  sur  les  parois  de  l'eudio- 
mètre  et  il  reste  un  résidu  de  75**. 

Dans  ce  résidu  on  place  un  bâton  de  phosphore  qui  absorbe 
25"®  d'oxygène. 

Les  50**  qui  forment  le  résidu  final  sont  constitués  par  un 
gaz  soluble  dans  l'eau,  éteignant  les  corps  en  combustion, 
absorbable  par  le  permanganate  de  potasse,  qui  est  alors 
décoloré. 

On  demande  de  déduire  de  ces  expériences  la  formule  du  gaz 
primitif. 

2°  Du  cyanogène.  —  Sa  préparation,  ses  propriétés;  les  re- 
lations qui  existent  entre  le  cyanogène,  ses  composés,  et  les 
sels  ammoniacaux. 


SECONDE   SESSION. 


Géométrie  descrip l ive . 

Intersection  d'un  tore  cl  d'un  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre,  à  180"""  du  petit  côté  supérieur. 

L'axe  du  tore  est  vertical  et  se  projette  en  O  *à  égale  dis- 
tance des  grands  côtés  du  cadre  et  à  i45"""  en  avant  de  lalignr 
do  terre. 

Le  centre  du  tore   est  à  •)o"""  au-dessus  du   plan  horizontal. 
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Le  cenlre  du  cercle  géaéraleur  du  tore  est  ù  8j™™  de  l'axe  el 
le  rayon  de  ce  cercle  est  de  45™. 

Le  sommet  du  cône  est  sur  l'axe  du  tore  à  i35"""  au->dessus 
()u  plan  horizontal.  La  directrice  du  cône  est  la  section  faite 
dans  le  tore  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  et 
situé  à  droite  de  Taxe  à  une  distance  de  cet  axe  égale  à  85™™. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  tore 
supposé  plein,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise 
à  l'intérieur  du  cône. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersection  des 
deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  'extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  Tore  troué  par  un  cône. 

Géométrie  analytique. 

\.  Démontrer  que  les  coniques  représentées  par  l'équation 

(A)  (i  —  m*)a?*H-^*H- î/nra? — r*  =  o, 

où  l'on  suppose  m  variable,  ont  deux  points  communs  et  que, 
si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  elles  ont  on 
outre  un  foyer  commun. 

2.  Trouver  l'équation  (B)  de  la  conique  assujettie  aux  con- 
ditions suivantes  :  passer  par  Torigine,  être  tangente  à  une  des 
coniques  représentées  par  (A)  en  un  point  P(^,y)  pris  sur 
cette  courbe,  et  enfin  passer  par  les  deux  projections  du 
point  P  sur  les  axes  de  coordonnées. 

3.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact,  avec  les  courbes 
représentées  par  (A),  des  tangentes  ^issues  d'un  point 

X  =  o,        y  =  ff- 
de  l'axe  des^  lorsqu'on  fait  varier  m. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  (B)  correspon- 
dant à  une  courbe  fixe  (A)  quand  on  fait  varier  la  position 
du  point  P  sur  cette  courbe. 
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3.  Discuter  l'équation  (B)  en  supposant  que  l'on  déplace  le 
point  P  sur  une  des  courbes  représentées  par  l'équation  (A); 
séparer  les  parties  qui  répondent  à  des  ellipses  de  celles  qui 
répondent  à  des  hyperboles,  et  trouver  le  lieu  des  points  de 
séparation  lorsque  l'on  fait  varier  m. 

Calcul  Irigonométriq ue , 

On  donne  deux  côtés  a,  b  d'un  triangle  et  l'angle  com- 
pris c, 

a=  34543,74, 

b  =  25674,67, 

c  =  121°  43' 55"  7. 

Calculer  les  deux  autres  angles,  le  troisième  côté,  la  surface 
et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Physique. 

1.  On  veut  construire  un  thermomètre  centigrade  à  mercure 
dont  l'échelle  comporte  3oo®C. 

On  emploie,  comme  tige,  un  tube  capillaire  déjà  divisé  en 
36o  parties  d'égale  capacité  et  l'on  sait  qu'une  colonne  de  mer- 
cure à  0°  occupant  25  divisions  du  tube  pèse  i**",  2. 

On  demande  quel  doit  être  le  volume  intérieur  du  réservoir 
qu'il  faut  souder  sur  la  tige,  pour  que  les  36o  divisions  déjà 
tracées  sur  le  tube  correspondent  à  3oo°G.  de  l'échelle. 

On    donne    le    coefficient    de    la    dilatation    apparente    du 

mercure   dans   le  verre    y  =  rr-rpr  et    la    densité   du  mercure 

'       6j8o 

A  =  13,596. 

â.  Énoncer  et  vérifier  expérimentalement  les  lois  de  la  ré- 
fraction simple. 

Chimie, 

\.  Transformations  allotropiques,  combinaisons,  décompo- 
sitions produites  par  l'action  des  étincelles  et  des  effluves  élec- 
triques. 


(     .l")!     ) 

i.  Un  courant  d'un  ampère  décompose  o""',o93i6  d'eau  à  la 
seconde. 

Quel  sera  le  nombre  de  cenlimèlres  cubes  de  gaz,  mesurés 
à  la  température  de  o°  et  sous  la  pression  de  760"*"*  de  mer- 
cure, dégagés  par  un  courant  d'un  ampère  pendant  une  mi- 
nute? 


CONCOIRS  GENERAL  DE  iii9. 


Mathéma tiq ues  élémenta ires . 

Soient  <z  et  6  (a  ^6)  les  rayons  de  deux  cercles  situés  dans 
un  môme  plan,  et  soit  d  la  distance  des  centres  A  et  B  de  ces 
cercles. 

On  fait  mouvoir  une  portion  de  droite  PQ,  de  longueur  /, 
de  façon  que  l'extrémité  P  reste  sur  la  circonférence  du  cercle 
de  rayon  a  et  que  l'extrémité  Q  reste  sur  la  circonférence  du 
cercle  de  rayon  b.  Soient,  pour  une  position  de  la  droite  PQ, 
a  l'angle  PAB  et  p  l'angle  QBX,  BX  étant  le  prolongement  de 
AB  au  delà  de  B  dans  le  sens  AB. 

Former  l'équation  qui  lie  les  angles  variables  de  a  et  p  à  a, 
b,  rf,  /,  et  déduire  de  cette  équation  les  limites  entre  lesquelles 
peut  varier  chacun  des  angles  a  et  p. 

Discuter  le  problème  et  trouver,  réduites  au  plus  petit 
nombre  possible,  les  conditions  que  doivent  remplir  les  don- 
nées : 

1*  Pour  que  chacun  des  points  P  et  Q  puisse  parcourir 
toute  la  circonférence  sur  laquelle  il  se  meut; 

a"  Pour  que  l'un  de  ces  deux  points,  seul,  puisse  parcourir 
toute  la  circonférence  sur  laquelle  il  se  meut; 

3*  Pour  que  chacun  des  deux  points  ne  puisse  parcourir 
qu'une  portion  de  circonférence  ; 

4"  Pour  qu'une  droite,  de  longueur  /,  ne  puisse  être  placée 
de  façon  à  avoir  une  extrémité  sur  chacune  des  circonférences 
données. 
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Philosophie. 

1.  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  longueurs  b 
cl  c  des  cotés  AC,  AB.  et  la  longueur  /  de  la  partie  de  la 
droite  BC  qui  est  comprise  entre  les  bissectrices  des  angles 
formés  par  les  droites  AB  et  AG. 

Les  longueurs  b  et  c  étant  supposées  invariables,  et  la  pre- 
mière étant  supposée  supérieure  à  la  seconde,  entre  quelles 
limites  doit  être  comprise  la  longueur  l  pour  que  le  problême 
soit  possible? 

2.  On  donne  deux  droites  RR',  SS'  non  situées  dans  un 
même  plan,  et  Ton  mène  le  plan  P  parallèle  à  ces  deux  droites 
ot  équidistant  de  l'une  et  de  Tautre.  Trouver  le  lieu  des  cen- 
tres de  toutes  les  sphères  tangentes  à  la  fois  aux  deux  droites 
données  et  ayant  leurs  cercles  dans  le  plan  P. 

Enseignement  secondaire  spécial. 

La  droite  Xz  est  l'axe  d'une  parabole  inconnue  dont  le 
sommet  est  A;  [deux  points  M  et  IVl'  de  cette  courbe  se  pro- 
jettent sur  A  2  aux  points  donnés  N  et  \';  on  a 

AN  =  a,         AN'=a': 

i**  Construire  le  point  P  où  la  corde  MM'  rencontre  A^; 
réciproquement,  construire  le  sommet  A  connaissant  N,  N' 
et  P. 

7,°  On  considère  en  particulier  la  parabole  du  sommet  A  qui 
admet  pour  normale  en  M  la  corde  inconnue  MM';  on  lui 
mène,  par  le  point  M,  une  autre  normale;  soit  R  le  point  d'in- 
cidence. Calculer  la  distance  du  sommet  A  à  la  projection  S 
de  R  sur  \z;  discuter. 

3°  Prouver  que,  si  MR  et  MR'  sont  deux  normales  aux 
points  R  et  R',  issues  du  point  M  de  la  courbe,  le  système  pe- 
sant, formé  par  la  parabole  et  par  des  poids  égaux  appliqués 
en  M,  R,  R',  et  supposé  mobile  autour  de  \z,  droite  horizon- 
tale et  fixe,  est  en  équilibre  indifférent. 


i 
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NOUVELLES   REMARQUES   SUR   DIVERS   ARTICLES 
CONCERNANT  LA  THÉORIE  DES  SÉRIES  ('); 

Par  m.  E.  GESARO. 


1.  Dans  mes  précédentes  remarques  (^)9  je  me  suis 
occupé  de  la  série  de  Lerch 

(l)  >    qn-i\Q%n)x'i  , 

t 

convergente  pour  o<C  y  <  i  <C  ^>  bien  que  le  rapport 
surpasse  toute  limite  Jorsque  n  parcourt  une  suc- 
cession convenable  de  valeurs  entières.  Ces  valeurs  sont 
infiniment  rares  parmi  lés  nombres  entiers,  ce  qui  n^a 
pas  lieu  pour  d'autres  séries  de  Lerch,  et,  à  ce  point  de 
vue,  on  peut  dire  que  la  série  (i)  est  moins  remarquable 
que  les  autres ,  car  on  doit  être  d^ autant  moins  surpris 
de  la  con\*ergence  d*une  série  que  les  symptômes  de 
divergence  s'y  manifestent  plus  rarement.  M.  Auguste 
Gutzmer  affirme,  au  contraire,  que  la  série  (i)  est  la 
plus  remarquable  de  toutes,  parce  que  les  termes  où  le 

(fuodent  — ^^  cesse  d' être  inférieur  à  l'unité  deviennent 

Un 

par  degrés  plus  rares  (')  ! 

3.  Il  est  vrai  que  M.  Gutzmer,  dans  un  article  ré- 
cent (*),  explique  mieux  son  argumentation  en  faveur 
de  la  série  (i)^  mais  je  n'ai  pas  à  m' occuper  de  ces  rai- 

(')  Cet  article  nous  a  été  envoyé  en  avril  1889. 
(*)  Nouvelleê  Annales,  18881  p.  4oi< 
(')  Journal  de  Teixeira,  1887,  p.  36. 
k*)  Nouvelles  Annales,  1889,  p.  26. 

Ànn.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  IX.  (  Juillel  1890.)  'iS 
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sons  nouvelles,  mon  intention  n'ayant  jamais  été,  évi- 
demment, de  donner  la  mesure  de  Tintérêt  plus  ou 
moins  grand  qu'on  peut  attacher  à  la  série  (i),  que  je 
trouve  du  reste  fort  intéressante,  mais  seulement  de 
faire  observer  que,  si  la  série  en  question  pouvait  être 
a|)pelée  peu  remarquable ,  elle  le  serait  justement  pour 
la  raison  que  iM.  Gutzmer  invoque  dans  un  but  con- 
traire. 

3.  Il  est  encore  \  rai  que.  si  le  rapport  — ^^  peut,  dans 

la  série  (i),  surpasser  toute  limite,  il  ne  devient  pas,  par 
compensation,  arbitrairement  petit  pour  d'autres  va- 
leurs de  /2,  comme  dans  les  séries  xjue  j'ai  proposées. 
Mais  cela  tient  à  ce  que  la  compensation,  dans  la  série 
de  Lercli,  se  fait  par  une  autre  voie  :  elle  consiste  pré- 
cisément dans  la  rareté  des  valeurs  de  /i,  qui  rendent  le 

rapport  — —  supérieur  à  tout  nombre.  C'est  là  un  fait 

Un 

général,  qu'on  pourrait  démontrer  avec  rigueur,  mais 
dont  on  se  rend  compte  immédiatement  comme  il  suit. 

Si  — ^^  tend  vers  \  ou  vers  u,  suivant  que  n  parcourt 

Un 

une  succession  de  fréquence  w  ou  la  succession  complé- 
mentaire, yjun  tend  vers  )i'^[jL*~*'.  Si  X  est  infini,  cette 
limite  ne  peut  être  finie,  à  moins  que  TiT=  o  ou  [jl  =  o. 
La  série  (i)  est  dans  le  premier  cas,  les  autres  dans  le 
second . 

4.  En  poursuivant  les  recherches  initiées  par 
M.  Lerch,  j'ai  pu  construire  des  séries  convergentes, 
telles  que,  en  excluant  certaines  valeurs  de  «,  infini- 
ment rares  parmi  les  nombres  entiers,  le  rapport  **"^' 
56'  maintient  supérieur  à  un  nombre  plus  grand  que 
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limité.  Voici  un  exemple  forl  simple.  La  sérit» 


ou 


i^'- 


est  convergente,  parce  que  ses  termes  sont  positifs  et  in- 
férieurs aux  termes  correspondants  de  la  série  conver- 
gente y  -r  y^-f-  y^  -h.  .  .  .  Si  n  est  un  nombre  triangu- 
laire, 

Un  q1  Un 

Dans  le  cas  contraire,  soit  v  le   plus  grand  nombre 
triangulaire  inférieur  à  //.  On  a 


=  q       (M  — V)(«— V-Hl); 


puis,  en  observant  que  (n  — v)(/i  —  v  -f-  i)  ne  surpasse 
pas  ïîv, 

Un  q 

C'est  ce  qu^il  fallait  montrer. 

o.  Quant  au  théorème  de  IVevr,  je  ne  puis  croire 
que  le  dernier  article  de  M.  Gutzmer  tende  à  lui  ôtcr 
une  partie  de  T intérêt  qu'il  mérite  \  car  c'est  M.  Gutzmer 
lui-même  qui  a  posé  la  question  en  ces  termes  :  //  serait 
très  intéressant  d'avoir  une  série  convergente  à  ternies 
positifs,  telle  que,  pour  un  nombre  infini  de  valeurs 

den  le  quotient  -^^  surpasse  V unité,  et  que  cette  pro- 
priété ne  se  perde  pas  par  une  transformation  quel- 
conque  (*).   M.  Edouard   Wcyr  a   immédiatement   ré- 


(')  Journal  de  Teixeira,  1887,  janvier-février. 
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|X)ndu  (*)  que  de  lelles  séries  ne  peuvent  exister,  et 
Ton  appréciera  d'autant  mieux  ce  petit  résultat  lors- 
qu'on saura  que,  malgré  Textrème  facilité  qu'il  y  avait 
de  l'obtenir,  les  efforts  des  géomètres  cités  par  M.  Gutz- 
mer  et  connus  de  tout  le  monde  sont  restés  longtemps 
infructueux.  Il  suffit  de  dire  que  M.  Gulzmer  n'était 
pas  même  parvenu  à  démontrer  le  théorème  de  Weyr 
pour  la  seule  série  (i),  car  il  avait  eu  besoin  de  s'im- 
poser la  restriction  inutile  q  yjx  <C  i  •  H  était  pour- 
tant facile  de  s*en  passer. 

6.  Je  me  suis  occupé,  à  plusieurs  reprises,  du  théo- 
rème de  convergence,  relatif  à  la  limite  de  nun»  Il  n'y  a 
rien  de  plus  simple,  pour  établir  ce  théorème  indépen- 
damment de  la  considération  de  séries  particulières, 
que  d'écrire,  en  appliquant  un  théorème  de  Cauchy, 

lim  — -  —  liin[nS»—  (/i  —  i)  S^-i]  =  lim  (/itt»-4-  S/i-t). 

Si  la  série  est  convergente,  le  premier  membre  est  la 
somme  S  de  la  série.  Si  la  limite  \  de  nun  existe,  le  der- 
nier membre  est  X  +  S,  donc  ).  =  o.  Il  est  regrettable 
que  le  théorème  de  Cauchy^  auquel  je  fais  allusion  ici, 
ne  figure  pas  dans  la  plupart  des  Traités,  alors  qu'il  de- 
vrait y  jouer  un  rôle  prépondérant.  Il  constitue  une 
féconde  règle  de  calcul  :  c'est  la  règle  de  V Hospital 
pour  les  fonctions  de  variable  entière.  En  l'introdui- 
sant dans  mon  Cours  j'ai  pu  obtenir  de  remarquables 
simplifications  dans  diverses  théories  d'Analyse  algé- 
brique. 

7.  On  pourrait  imiter  la  démonstration  précédente 

(•)  Loc,  cit.^  iii87,  mars-avril. 
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pour  le  théorème  plus  général,  relatif  à  la  limite  de 
anU„^  la  fonction  positive /i^  étant  choisie  de  manière 
ue  la  série 


I         I  I 


(2) 

«1         «1         ciz 

soit  divergente.  Dans  ce  cas  la  fonction 

croit  indéfiniment  avec  ;i,  et  le  théorème  de  Caucliy 
donne 

Km £J^  =  lim  Pn^'^-Pn-i^"-^  ^  ,i„  /§«  +  _£^îzli^V 
c'esl-à-dîre 

S  =  lim(SA  -+-  anUn)  =  S  -h  X, 

d'où  X  =  o.  Mais  cette  démonstration  n'a  pas  de  raison 
d'être,  du  moment  qu'on  suppose  connue  la  divergence 
de  la  série  (2). 

8.  Soit  (T/i  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (2).  C'est  encore  le  théorème  de  Cauchy  qui  per- 
met de  constater  rapidement  la  divergence  de 


(3) 


-I-  •  •  •  ) 

Cl\  (J\  Uf  OT}  Uz  93 


établie  la  première  fois  par  Abcl,  au  moyen  du  principe 
général  de  convergence.  Si  t«  est  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  de  la  série  (3),  on  a 

lim  .-^^^  =  lim  '  ' 


^^S^n  ^    ,     i^„     ^ 


cin^n  log limiog     r ) 
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d'où,  tîii  observant  que  a«T„  croît  indéfiniment  avec  «, 

lim  i =  I. 

logff,, 

Donc  7«  croît  sans  limite,  comme  le  logarithme  de  t,,. 
9.  Si  les  termes  de  (2)  vont  en  décroissant,  on  peut 


écrire 


1«S  — -    < 


et,  par  suite,  la  série 


log  -  -I log i 


> 


est  convergente.   Soit  C   sa  somme     On    trouve    sans 
peine 

(  4  )  li'n  ("C/i  —  log  (T«  )  =  G. 

Lorsque  //,,  =  i ,  C  est  la  constante  d'Euler.  Pour 
/7„=  72,  nlog/i,  .  .  .,  on  obtient  une  infinité  d'autres 
constantes,  qui  ont  été  considérées  par  M.  F.  Gindice(*). 

10.  Si  les  carrés  des  termes  de  la  série  (3)  forment 
une  série  convergente,  Tégalité  (4)  permet  de  définir 
une  fonction  analogue  à  la  fonction  F,  comme  il  suit  : 


G(i  -f-  a:)  =  lim  - 


<3^ 


Elle  permet  ensuite  de  mettre  -tt-, sous  la  forme 

'  G(n-.r) 

caractéristique  des  fonctions  liolomorplies  du  premier 


(  ')  Journal  de  Battnf^lini,  \>>>^^;). 


(  ^^■>9  ) 
genre 

1Ï[('-^J'^"'^"]- 


ap 


iiH-hX) 


Eli  particulier,  pour  a,,  =  i ,  on  retrouve  Xa  Jovmule  de 
Weierslrass ,  relative  à  la  fonction  F. 

11.   Supposons  que,    à   partir  d'une  certaine  valeur 
de  /i,  on  ait  constamment 

(5)  [an  — ' a„+t  )  <J,,  <i. 

Si  Vn  6S^  le  terme  général  de  la  série  (3),  on  a  iden- 
tiquement 

/  Vn  \ 

(  CLn  —  «/i  +  l  )  <ï«  =  ï  î 

\         ^ii+\  / 

et,  par  suite,  Tinégalilé  (5)  devient 


U 


n  ^n 


Donc  la  série  izi  4-  1/2  -h  1/3  + . . .  est  plus  dii^ergente 
que  la  série  (3).  On  voit,  par  exemple,  pour  an=  n^ 
que,  dans  une  série  convergente  à  termes  positifs,  l'ex- 
pression 

[n  — («  H-  i)  I  loer/i 
"«+1  J 

ne  peut  finir  par  être  constamment  inférieure  à  l'unité, 
et,  par  suite,  Texpression 


+{^.-)-] 


doit  croître   à  l'iiiQiii   avec   m.    C'est   le  théorème  de 
Cahen  (  <  ). 

^')  Nouvelles  Annales^  novembre  1R86. 
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12.  Si,  au  contraire,  Texpressioa  considérée  finit  par 
surpasser  quelque  nombre  i-|-/r,  supérieur  à  l'unité, 
on  peut  toujours  construire  une  série  moins  conver- 
gente que  la  série  proposée.   Soit 


(i  4-  kvi){\  4-  X-fj). .  .(i  -h  kvn) 
On  a  identiquement 

Wn                                        V„                               ,                     I-h  A 
an «1»^-!  =  «/i «rt-f-i  ■+-  i^Ctn  Vn  =  * 

Conséquemment  Tinégalité 

(6)  (an  — an+t)  <y/i  >  H-  ^ 

revient  à  celle-ci  : 

<  • 

Un  W/» 

Il  reste  donc  à  prouver  que  la  série  w<  •+-  W2  -h  Ws  +-. . . 
est  convergente.  Cela  résulte  immédiatement  de  l'iden- 
tité 

A:(  tp,  -+-  iVj  -f- . . .  4-  Wrt)  =  I  — 


(i  -H  A:Pi)(l-f-  A-i'j)..  .(l  -H  kf^n) 

Si  /r  est  positif,  l'expression 

(1-4-  A:i»i  )  (l  4-  A-fi). .  .(l  -h  kVn)  >l-hk(Vx-h  PjH-.  . .  -f-  Vn) 

surpasse  toute  limite,  lorsque  n  croit  à  l'infini.  Conse- 
il uc  m  ment 

lim(iVi-h  (Vj-h. .  .-f-  w„)  =  T  • 

13.  Les  moyens  de  démonstration  employés  dans  les 
remarques  précédentes  servent  seulement  à  mettre  en 
évidence  la  possibilité  de  construire  une  série  moins 
divergente  ou  moins  convergente  que  la  série  proposée. 
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Mais  le  théorème  de  Kummer  suffit  à  tout.  Lorsqu'on 
remplace,  dans  l'expression  considérée  parce  théorème, 
la  fonction  a^  par  an<'',  on  peut  écrire 

Un 


''''''' J^. 


[Un  \ 

\        Un-hl  / 


et  l'on  voit  que  la  série  i£|  -f-  U2  4-ms  4-.  ^  •  est  diver- 
gente ou  convergente,  suivant  qu'on  finit  par  avoir  Tune 
ou  l'autre  des  inégalités  (5),  (6),  respectivement.  On 
appliquera  habituellement  ce  théorème  en  cherchant 
d'abord  la  limite  de  Pexpression 


I  an a/i+t  J  ^rtî 


puis,  si  on  la  trouve  égale  à  l'unité,  celle  des  expres- 
sions 

[('^"ië;-"»-»)'»"']'"^"" 

1  I  y""^ «rt+lj  »«— I     logs»  — ihoglogïa, 

• • '  1 

successivement.  A  la  première  limite  qu'on  trouvera 
différente  de  i ,  on  saura  que  la  série  U|  4-  «^2  +  «s  -+-.•• 
est  convergente  ou  divergente,  suivant  que  la  limite 
trouvée  est  supérieure  ou  inférieure  à  l'unité.  L'intro- 
duction des  fonctions  logo-,,,  loglogo-;,,  . . .  est  justifiée 
par  une  remarque  précédente. 

14.  Le  théorème  de  Cauchy  permet  d'étudier  aisé- 
ment les  relations  qui  existent  entre  les  tendances  de 
fl/iWrt  et  de  l'expression  envisagée  par  le  théorème  de 
Kummer.  Si  la  série  u^  -[-  «a  -f-  "3  4- . . .  est  divergente, 
on  a 

S,.       anUn        ,.      an-^iUn+i  — a„Un 
lim  — ^ —  =  lim 

(  =  — lim  (an  — a„+i). 

\         Un-hl  / 
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Si  anUfi  admet  une  limite  difTé rente  de  zéro,  ce  qui 
permet  d'affirmer  immt^diatemeut  la  divergence  de  la 
série,  le  théorème  de  Kummer  ne  dit  rien,  parce  que, 
d'après  (7),  la  limite  considérée  par  ce  théorème  est 
nulle,  si  elle  existe.  Si  cette  limite  existe  pour  une 
série  convergente,  et  qu'elle  soit  X^o,  prenons 
o  -<  A*  <  X.  H  existe  aussi  un  nombre  v,  tel  que,  pour 

c'est-à-dire 

'^n^n  W«  <C  A*v  flv  **>» 
OÙ 

*»  =  (•-- ^)('^è)--('-^£:)- 

Si  l'on  observe  que,  d'après  le  théorème  de  Cauchy, 
on  a 

lim  T-  =  T  «ni  -7-  =  o, 
At/i        k         K,i 

on  voit  que  an^n^n  tend  nécessairement  vers  zéro. 

15.  Dans  les  mêmes  conditions  où  l'on  a  pu  déBnir 
la  fonction  G,  on  peut  dire  que,  pour  n  croissant  à  Tin- 
fini,  l'expression 


tend  vers  zéro  ou  surpasse  toute  limite  suivant  que 
/i<;  JC  ou  A  >  X.  Cela  étant,  supposons  que  Ton  ait 
trouvé 


(8) 


lim  (an  — a/t+i  )  a^  =  >^  • 


Si  X!>i,   la  série   est  convergente,  et   Ton  pourra 
fixer  deux  nombres  1 -H  a,  * -f- P?  supérieurs  à  l'unité 
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et  comprenaiil  entre  eux  le  nombre  X.  Dès  lors  on  aura, 
pour  n  surpassant  un  certain  nombre  v^ 

a  <  a^cx^  — —  —  ««-Hi  ^n-\-\  <  p. 
Donc,  A  et  R  étant  deux  nombres  indépendants  de  /i, 

(  IH )(lH )-''(n ) 


an<JnUn< 


Bcx;-' 


"«  "*/«  **« 

(- 

^  ) 

]1  en  rés 

ulte 

limait  a-^£«, 

r» 

o, 

si 

r<i-+- 

a<X, 

et 

limayt(T^{i 

'/ï 

«5, 

I  4- 


si  /'>i-l-p>"X.  Ainsi,  lorsqu'on  a  pu  constater  la 
convergence  de  la  série  «1  +  1x2+^3-+-...  au  moyen 
de  (8),  non  seulement  a^ia/t  tend  vers  zéro,  mais  encore 
le  produit  de  cette  fonction  par  toute  puissance  de  o",!, 
dont  Texposant,  inférieur  à  X,  est  aussi  voisin  de  X  qu'on 
veut.  Par  exemple,  si  A  est  la  limite  considérée  par  la 
règle  de  Baabe  et  Duhamel,  on  a  lim7i''ii«=o  pour 
J'<C^\.  Lorsque  ).  :=  i,  on  clierelie 

"'"["(.«!T;-')~']**'^"  =  f'- 

Si  (JL  >  I ,  la  série  est  convergente,  et  Ton  a 

pour  /•  <  [JL,  . . .. 

16.    Il   serait  très   intéressant    de   pouvoir  assigner 
quelque    condition   suffisante    pour    Texistence    de    la 
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limite  de 

(9)  -  («1  +  at-haz-h. .  .H-  a;,), 

n 

pour  w  infini.  On  connaît  une  condition  :  c'est  l'exis- 
tence de  la  limite  de  an  ;  mais  il  faudrait  la  remplacer 
par  une  condition  plus  générale,  pouvant  servir  dans 
les  cas  où  a»  n'a  pas  de  limite.  J'ai  clierclié  en  vain  une 
telle  condition  en  la  restreignant  même  aux  fonctions 
A/,  finies.  Les  n  premiers  nombres  de  la  succession  ai, 
/I2,  ^3,  . ..  étant  représentés  sur  une  droite,  le  nombre 

(9)  est  représenté  par  leur  centre  de  gravité,  qui  se  dé- 
place, lors  de  l'adjonction  de  a,i^i  aux  nombres  précé- 
dents, vers  la  droite  ou  vers  la  gauche  suivant  que 

«/n-i (ai  H-  aj  -h  aj  H- . . .  -h  a/i) 

n 

est  positif  ou  négatif.  Ce  déplacement  tend  vers  zéro 
lorsque  n  croît.  Toute  oscillation  de  (9),  qui  s'effectue 
constamment  dans  un  sens  déterminé,  tend  aussi  vers 
zéro,  si 

(10)  lim^  =  o, 

n 

p„  étant  le  nombre  de  termes  consécutifs  de  la  succès- 
sion 

!*     /  X 

qui  ont  même  signe  que  le  premier  d'entre  eux,  /i'*"'  de 
la  suite. 

On  conçoit  par  là  qu'en  introduisant  d'autres  condi- 
tions simples,  on  pourrait  en  constituer,  avec  (10),  un 
système  suffisant  pour  l'existence   de  la  limite  de  (9). 
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Mais  il  est  de  la  dernière  évidence  que  la  condition  (lo) 
ne  saurait  suffire  à  elle  seule  pour  affirmer,  d'une  ma- 
nière générale,  Texistence  dont  il  s*agil.  Il  peut  se  faire, 
en  effet,  que  par  une  infinité  d'oscillations  dans  les  deux 
sens  le  nombre  (9)  parvienne,  quelque  grand  que  soit/i, 
à  se  déplacer  d'un  intervalle  fini.  Appelons  &{,  i^s,  ^3, ... 
les  termes  de  (11).  On  trouve  sans  peine 

an  =  6i  -h  -  ^-h  r  63 -f-... H- bn-i-^-bn, 

1  6  IH  —  I 

et  l'on  voit  que  la  convergence  de  la  série 

I  I 

(12)  ^1-4-  -  6,-t- -  63  H-.  .  . 

a  S 

est  suffisante  et   nécessaire  pour  l'existence  de  la  li- 
mite (9). 

En  conséquence,  afin  de  construire  une  fonction  an, 
telle  que  la  limite  de  (9)  n'existe  pas,  bien  que  la 
condition  (10)  soit  remplie,  nous  tacherons  de  con- 
struire une  série (i  2)  indéterminée.  Considérons  d'abord 
la  série 

,  ,v  I       I       I       I  '     I       I       I       I        I 

234^0789       10 

Si  n  est  une  puissance  de  2,  la  somme  des  n  termes 
qui  suivent  le  7i'*°®  tend,  pour  n  croissant  à  l'infini,  vers 
log2.  Donc  la  série  (i3)  n'est  pas  convergente.  Elle 
n'est  pas  divergente;  car  on  trouve,  par  un  calcul  élé- 
mentaire, que  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  est 

comprise  en  ire  —  r  et  ^  -i-  Iog2.  Donc  la  série  (i3)  est 

indéterminée;  mais  elle  ne  remplit  pas  la  condition  (10). 
En  eifet,  p,i  =  /i,  si  /?  est  une  puissance  de  2.  Ajoutons 
aux  termes  de  (1 3)  les  termes  correspondants  de  la  série 

I r«  —  7-h...,  multipliés  par  des  nombres  su- 
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périeurs  à  l'uuité.  Il  vient  une  série  indéterminée,  k 
termes  alternativement  positifs  et  négatifs.  CV*st  une 
des  séries  (12)  chercliécs  ;  car,  à  cause  de^„=i,  la 
condition  (10)  est  remplie.  Voici  une  de  ces  séries  : 

21        121221        2 

23456789  10 

La  somme  des  n  premiers  termes  est  toujours  com- 
prise entre  0,87  et  1,72.  C'est  pourquoi  la  fonction 
correspondante  an  est  finie. 

17.  La  question  posée  en  dernier  lieu  (tacmet trait  de 
résoudre  plusieurs  queslious  d'arithmétique^  asympto- 
tique,  quoj'ai  traitées  autrefois  par  des  méthodes  peu 
rigoureuses.  Ainsi,  X(/i)  étant  la  /onction  de  Lioui^îlle, 
égale  à  -h  i  ou  à  —  i,  suivant  que  n  est  composa  d'un 
nombre  pair  ou  d'un  nombre  impair  de  facteurs  pre- 
miers, égaux  ou  inégaux,  il  importerait  de  savoir  si  la 
limite  de 

(i4)  L[X(i)-f-X(2)  +  X(3)-h...-hX(n)] 

existe.  Fixons  q  de  manière  que  a(^)  =  —  X(/ï).  Evi- 
demment -  ne  peut  être  un  carré  parfait.  Soit  a^  le  plus 

petit  carré  surpassant  -•  On  a 

D'autre  part,  le  signe  de 

X(/i-M)—  -  [X(i)4-X(2)-f-...-i-X(n)] 

étant  le  même  que  celui  de  X(/i  -|-  i),  la  fonction  p„  est 
définie  par  les  conditions 

X(/l)=X(/l  -f-l)  =  ...  =  X(/l  -\-p„—  I  )=  —  X  (/?  -hpn)' 
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Or  il  est  clair  que  ^ya^,  supérieur  à  /i,  ne  peut  être  in- 
férieur h  n  -{-  Pu.  Donc 

puis 

lim^<liinfî^^l/ï')=o. 

La  condition  (lo)  est  remplie;  mais  on  a  vu  que 
cela  ne  suffit  pas  pour  affirmer  l'existence  de  la  limite 
du  nombre  (i4)'  Cependant  tout  porte  à  croire  que 
celte  limite  existe  et  que  sa  valeur  est  zéro. 


NOUVELLE  MÉTHODE  DE  DISCUSSION  DE  L'ÉOUATION  EN  S; 

Par  m.  Ch.  BRISSE. 


Considérons  les  deux  fonctions  à  coefficients  réels 

<p=  kx^-\-  A'^'-F  A'^*-f-  iByz  -h  i^B'zx-\-  iWxy, 

et  cherchons    pour   quelles  valeurs    du   paramètre  S 
l'expression 


(0 


o  —  Sa 


se  réduit  à  une  somme  de  moins  de  trois  carrés.  On 
sait  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  que  S  soit  Tune  des 
racines  de  Téquation  du  troisième  degré 


(2) 


A(S)  = 


A  -  S        B'  B' 

B'       A- S  B 

B'  B  A"— S 


=  o, 


dite  équation  en  S. 
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Propriétés  de  l'équation  en  S. 

I**  L'équation  en  S  a  ses  racines  réelles. 

Soit,  en  effet,  (P  4- Qi)2  +  (U  4- Vz)»  la  somme  à 
laquelle  ç  —  St  est  réductible,  P,  Q,  U,  V  étant  des 
fonctions  linéaires  à  coeOScients  réels.  En  substituant 
dans  l'identité 

(p— Scr=(PH-QO«H-(U-+-VO« 

un  système  de  solutions  réelles  des  équations  Q=o, 
V  =  o,  autre  que  x  =  o,  y  =  o,  z  =  o,  on  a  une  équa- 
tion à  coefficients  réels  qui  fournit  uue  valeur  réelle 
de  S,  puisque  a-  n'est  pas  nul. 

2°  Une  racine  de  V équation  en  S,  pour  laquelle 
V expression  ^  —  So*  se  réduit  à  une  somme  de  deux 
carrés  distincts,  est  simple. 

Car  elle  n'annule  pas  la  dérivée 

CK^         \  -(A'-S)(A'-S)-(A'-S)(A-S) 
^^  \  -(A-S)(A'-S)4-B«-hB'«-hB'* 

du  premier  membre  de  Téquation  (a). 
L'identité 

(4)  <j>  —  S<J  =  t{ax'\-by  -{-czY-\'t'{a'x  '\-  6'7-4-c'i)', 

où  e  et  e'  désignent  les  nombres  -h  i ,  —  1,0,  donne  en 

effet 

A  —8  =  ea«-+-6'a'«, 

A'  — S  =  e6*-4-e'^»'«, 

A'— S  =  ec*  -+-e'c'», 

B  =  tbc-ir  t'b'c\        B'=  eca-h  t'c'a\        B  =  tab-k-tab'^ 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (3))  on 
trouve,  d'après  l'identité  de  Lagrange, 

(5)  —tz'[(bc'—  c6')»4-(ca'— ac')«-h(a6''-6a')»], 
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résultat  différent  de  zéro,  puisque  les  fonctions 

ax  -\-  by  ->r  cz^         a! x -\- b' y -\- c' A 

sont  distinctes. 

3**  Une  racine  de  l'équation  en  S,  pour  laquelle 
V expression  (f  — -Sa-  se  réduit  à  un  seul  carré,  est 
double. 

Car,  î!  étant  nul,  l'expression  (5)  est  nulle«  Cette 
racine  annule  donc  la  dérivée  première  de  A  (S),  mais 
elle  n'annule  pas  la  dérivée  seconde 

a(A-S)H-a(A'-S)-h2(A'-S), 

car  elle  la  réduit  à 

(6)  26(a«-f- A»-hc*)* 

4"  Une  racine  de  l'équation  en  S,  pour  laquelle 
V expression  <f  —  Sa-  est  identiquement  nulle,  est 
triple. 

Car,  £  et  i'  étant  nuls,  les  expressions  (5)  et  (6)  sont 
nulles*  Cette  racine  annule  donc  la  dérivée  première  et 
la  dérivée  seconde  de  A  (S). 

De  là  résulte  que  réciproquement  : 

5**  Une  racine  simple  de  Inéquation  en  S  réduit 
o  —  S^  à  deux  carrés  distincts; 

6**  Une  racine  double  de  l'équation  en  S  réduit 
9  —  Saâun  seul  carré; 

7°  Une  racine  triple  de  Inéquation  en  S  réduit 
o  —  S<r  à  zéro/ 

et,  d'après  les  propriétés  des  formes  quadratiques,  que  : 

8®    V^ne  racine  simple  de  l'équation  en  S  n^ annule 
pas  tous  les  mineurs  du  second  ordre  du  déterminant 
A  (S),  et  réciproquement  ; 
Afin,  de  Mathématé,  3*  série   t.  IX.  (Juillet  1890,)  24 
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9"  Une  racine  double  de  l'équation  en  S  annule  tous 
les  mineurs  du  second  ordre  et  n  annule  pas  tous  ceux 
du  premier  ordre  du  déterminant  A  (S),  et  réciproque- 
ment ; 

io°  Une  racine  triple  de  V équation  en  S  annule 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant 
A  (S),  et  réciproquement. 

Conséquences. 

Deux  racines  différentes  de  V équation  en  S  donnent, 
pour  (0  —  Sa-,  deux  décompositions  d'espèces  diffé- 
rentes. 

Car  si  deux  racines  distinctes  S  et  S'  donnaient  deux 
décompositions  de  même  espèce 

on  en  déduirait 

(S'— S)(a7î-i-7>H-^2)=  e(Pî— P'ï)-hÊ'(Q*— Q'*). 

Or,  en  substituant  dans  cette  identité  un  des  systèmes 
de  solutions  des  équations  P — P'=o,  Q  —  Q'=:o 
autre  que  jc  =  o,  jk  =  o,  z  =  o,  on  annulerait  le  second 
membre  et  on  n'annulerait  pas  le  premier. 

11  résulte  de  là  que,  si  les  racines  de  Téquation  en  S 
sont  toutes  diflërentes,  les  seules  formes  de  décomposi- 
tion possibles  étant  P^-h-QS  V^—Ç^^^  _F^î_<;^2, 
chacune  des  racines  S,  S',  S"  en  donne  une  et  Ton  a 

©  —  S  (a:«-^^»-l-.^«)=  P«-4-  Q2, 
©--S'(.rS-h^2-h^î)r=  P'i-  Q'i, 

cp  —  S'(:r«4-^2-4-5ï)=-  P''2— Q*î. 


(  ••^7'   ) 
On  en  déduil  les  identités 

(S'-S)a=  P«  -f-Q»  -i-Q'»— P'*, 

(S'— S')(T  =  P'«+Q'*-4-P'*-Q'î, 

et,  en  substituant  dans  la  première  de  ces  identités  un 
des  systèmes  de  solutions  de  Téquation  P'=  o,  et  dans 
la  seconde  un  des  systèmes  de  solutions  de  Téquation 
Q'  =  o  autre  que  x  =  o,  j'  =  o ,  2?  =  o,  on  en  conclut 

S<S'<S', 
c'est-à-dire  que  : 

La  plus  petite  racine  donne  deux  carrés  positifs,  la 
plus  grande  deux  carrés  négatifs,  et  la  racine  moyenne 
seule  décompose  (f  —  SfT  et  un  produit  de  deux  fac* 
teurs  réels  distincts. 

Si  l'équation  en  S  a  une  racine  simple  S|  et  une 
racine  double  S2,  on  a  deux  décompositions  d'espèce  dif- 
férente 

On  en  déduit 

(Sî— S,)(a?«-f-jK»H-^»)=ft(P»-f-P'*)-f-e'Q«, 

et,  en  substituant  un  des  systèmes  de  solutions  des 
équations  P  =  o,  P'=  o,  ou  de  l'équation  Q  =  o  autre 
que  X  =  o,  ^  =  o,  z  =  o,  on  en  conclut  que  e,  e'  et 
Sa — S|  ont  les  mêmes  signes,  c'est-à-dire  que  : 

La  plus  petite  racine,  si  elle  est  double^  donne  un 
carré  positif  et  la  plus  grande  deux  carrés  négatifs; 
la  plus  grande,  si  elle  est  double,  donne  un  carré  né-^ 
g(itifet  la  plus  petite  deux  carrés  positifs . 
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La  méthode  s'applique  évidemment  avec  la   même 
facilité  à  une  équation  en  S  de  degré  quelconque. 


Si  Ton  avait 


Remarques. 


ou,  en  décomposant  en  carrés, 


9=z(x  -^y  cosv  -f-  z  cos  (Jt)' 

cosX  —  cos  [ji  cosv  \« 


(rsi 


H-  1  vsinv  -i-^ 


H  \« 


sinv 


/         \    sinv/ 


H^  désignant  le  déterminant 


il  suivrait  de  poser 


^smv 


1            cosv       COSfX 

cosv        I       cosX 

ï 

cosfA    cosX        I 

a?-+-JCOSV  H-  «COSfA  =  X, 

^  COS  X  —  COS  fJL  cos 

-  -Y 

sinv 

—  *> 

H 

z  -r- 

-.  =z, 

sinv 


pour  ramener  l'expression  f  —  Sa-  à  la  forme 

*-S(X«-f-Y«H-Z»),    • 


et  pouvoir  appliquer  tous  les  résultats  précédents. 
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SOLDTION  DE  LA  QUBSTIOlll  1591; 

Par  m.  E.  PELLEGRIN, 
Capitaine  d'Artillerie. 


Soient  A,  B,  C  /e^  pieds  des  trois  normales  à  une 
parabole  menées  par  un  point  P  de  son  plan.  Par  le 
sommet  O  de  la  courbe  on  fait  passer  trois  cercles  res- 
pectii^ement  tangents  à  la  parabole  en  A,  B,  C.  Ces 
cercles  coupent  la  courbe  en  trois  autres  points  A',  B', 
C  Démontrer  que  les  normales  en  A',  B',  C  à  la  pa- 
rabole sont  concourantes.  (Lemàire.) 

On  sait  que  les  bissectrices  des  angles  formés  par  un 
couple  quelconque  de  sécantes  communes  à  un  cercle  et 
à  une  conique  sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique.  Il 
suit  de  là  qae  le  point  A^  est  le  symétrique,  par  rapport 
à  Taxe  de  la  parabole,  du  point  A|  où  la  parallèle  me- 
née par  le  sommet  O  à  la  tangente  en  A  rencontre  pour 
la  seconde  fois  la  courbe.  D'ailleurs,  la  parallèle  à  Taxe 
menée  par  A  passe  par  le  milieu  de  la  corde  OAi;  donc 
Tordonnée  de  A  est  la  moitié  de  l'ordonnée  de  A|,  et, 
par  suite,  l'ordonnée  de  A'  est  égale  au  double  de  l'or- 
donnée de  A,  changée  de  signe. 

Mais,  pour  que  trois  normales  à  la  parabole  soient 
concourantes,  il  faut  et  il  suffit  que  les  ordonnées  de 
leurs  pieds  aient  une  somme  nulle.  Donc,  en  vertu  de 
l'hypothèse,  la  somme  des  ordonnées  des  points  A,  B, 
C  est  nulle*,  par  suite,  il  en  est  de  même  de  la  somme 
des  ordonnées  de  A',  B',  O,  puisque  cette  somme  est 
égale  à  la  précédente  multipliée  par  —  2,  Donc  enfin  les 
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normales    en     A',    B',    G'    concourent  en    un    même 
point  Q. 

A''.  B,  —  MM.  Âudtberti  Barisien,  Brocard,  Coronnet,  Reval  nous 
ont  adressé  des  solutions  analytiques.  M.  le  capitaine  Barisien  fait 
observer  en  outre  :  i°  que  le  lieu  du  milieu  de  ÂA'  est  une  para- 
bole; a°  que  l'enveloppe  de  AA.'  est  une  parabole;  3°  que  Taire  du 
triangle  A'B'C  est  égale  à  huit  fois  Taire  du  triangle  ABC;  4*  <iuc 
si  le  point  P  est  sur  la  développée  de  la  parabole,  il  en  est  de  même 
du  point  Q. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  1S92; 

Par  m.  AUDIBERT. 


D^un  point  M  du  plan  d'une  ellipse,  on  abaisse  les 
quatre  normales  dont  les  pieds  sont  A|,  Aa,  Aj,  A4. 
Chaque  normale,  telle  que  MA|,  rencontre  le  grand 
axe  e/z  P|  et  le  petit  axe  en  Q\.  Démontrer  les  rela^ 
tions 

|MA,         MA,         M  A3         MAi 


AiFi       A,Pi        A3P,        A4P4 

MAi         MA,         MA»         M  A4 
"AiQ,  "^  A,Q,  "^  A,Q,  "^  A4Q4 


,    ,  MA,         MAj         MA,         MA* 

(2)  7— rT  -+■    ,     r\     "^    k    n     "^   k    r\     =  COnst. 


(Barisien.) 


Désignons  par  (xjj)  les  coordonnées  du  point  Ai , 
par  (oL^  p)  celles  du  point  M,  et  enfin  par  I|  et  B|  les 
projections  de  Ai  sur  Tabscisse  et  l'ordonnée  du  point 
M.  Les  triangles  rectangles  semblables  MA^  B|,  Pi  A|I| 
donnent  les  proportions 

CW  MAt   _     g  — y    _  ?^r 

^^  AlPi       .r-OPi"      7 

D*ailleurs,  en  faisant^  =  o  dans  Téquation  de  la  nor- 
male A^P,,  on  voit  que  OP|  = ^ —  x. 


(  •i7'^  ) 
Cela  posé,  si  l'on  égale  à  p  les  rapports  (3)  et  si  Ton 
élimine  x  et  ^  entre  les  deux  relations  ainsi  obtenues 
et  Téquation  de  Tellipse,  on  obtient  Téquation 

p*H-  ^^ p»H-...  =  0, 

et,  comme  les  racines  de  cette  équation  sont  les  valeurs 
des  quatre  rapports  (i),  on  voit  que  la  somme  de  ces 

rapports  est  constante  et  égale  a  -^^ — v^ •  • 

La  démonstration  de  la  relation  (2)  est  tout  à  fait 
analogue. 

Af.  B.  —  MM.  Pellegrin  et  Reval  nous  ont  adressé   des  solutions 
peu  différentes  de  celle  qui  précède. 


RÉALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 

EN  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maxihilien  MA.RIE 

au  Collège  Stanislas,  à  Sainle-Barbe,  à   l'École  Sainte-Geneviève 

et  à  l'École  Monge  (*)• 


Quadratures. 

10.  Une  seule  intégration  sujffit  aux  quadratures 
du  lieu  réel  et  de  toutes  ses  conjuguées.  —  En  effet, 
d^ abord,  si  les  ordonnées  de  deux  branches  de  la  conju- 
guée à  abscisses  réelles  sont 


celles  des  deux  branches  correspondantes  de  la  courbe 

(')  Voir  même  tome,  p.  161. 


(  376  ) 
réelle  seront 

et  sî  l'on  a  pu  obtenir  l'intégrale  indéfinie 


J    [^(x)dz^^{M;)]dx, 


on  aura  obtenu  en  même  temps  l'intégrale 

/      [©(j?)  =t  \/—^^(x)  yf — \\dx. 


Si,  en  prenant  cette  dernière  entre  des  limites  a  et  &, 
on  a  trouvé  pour  résultat 


A  sera  Taire  du  diamètre  correspondant  aux  cordes 
réelles  de  la  conjuguée,  B  sera  Taire  comprise  entre  la 
conjuguée  et  son  diamètre,  et  A  d:  B  sera  l'aire  même 
de  cette  conjuguée. 

Ainsi,  si  Ton  a  pu  obtenir  Tintégrale  fydx^  elle 
fournira  la  quadrature  d'une  branche  quelconque  de  la 
conjuguée  à  abscisses  réelles,  et  Ton  peut  remarquer 
que  Taire  de  cette  conjuguée  sera  mieux  représentée 
que  celle  de  la  courbe  réelle,  parce  que  la  présence  du 

signe  \J —  I  s'opposera  à  toute  confusion  entre  Taire  du 
diamètre  et  Taire  de  la  courbe  au-dessus  ou  au-dessous 
de  son  diamètre. 

On  pourrait  obtenir  Taire  d'une  conjuguée  quel- 
conque en  la  rapportant  au  même  axe  des  x  et  à  un 
nouvel  axe  des  y  parallèle  aux  cordes  réelles  de  cette 
conjuguée;  mais  la  transformation  ne  sera  jamais  néces- 
saire, parce  qu'il  suffira  d'obtenir  Taire  indéfinie  de  la 
courbe  réelle  dans  le  nouveau  système  et  que  les  aires  de 
cette  courbe,  dans  les  deux  systèmes,  se  déduisent  aisé- 
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ment  Tun  de  l'autre  par  l'addition  et  la  soustraction  de 
deux  triangles. 
Soient 

OX^  OY  {fig-  6)  les  axes  rectangulaires  auxquels  la 
courbe  réelle  était  d'abord  rapportée; 

Fig.  6. 


Mo  M  un  arc  quelconque  de  cette  courbe; 

OY'  une  parallèle  aux  cordes  réelles  de  la  conjuguée 

qu'on  voudrait  quarrer  ; 
Mi^Pq  et  MP  \es  ordonnées  anciennes  de  Mo  et  M; 
WoFj,  et  MF'  leurs  ordonnées  nouvelles. 

Si  Ton  connaissait  l'expression  de  l'aire  indéfinie 
F^MoMP,  on  en  tirerait  l'aire  indéfinie  de  la  conju- 
guée considérée,  comprise  entre  Taxe  des  x,  un  arc 
quelconque  de  cette  conjuguée  et  les  cordes  réelles  pas- 
sant par  les  extrémités  de  cet  arc. 

Mais  on  passe  de  Taire  supposée  connue  P^MoMP  à 
Taire  cherchée  PoMqMP'  en  ajoutant  à  la  première 
Taire  du  triangle  PMP'  et  en  en  retranchant  celle  du 
triangle  PoMoP'o  5  soient  Xoj^o  et  x'^y'^  les  coordonnées 
anciennes  et  nouvelles  du  point  M©,  xy  et  afy'  les  coor- 
données anciennes  et  nouvelles  du  point  M,  ies  aires 
de»  deux  triangles  MPF  et  MoPoPo  seront 


ou 


JsinY'Y^y 
-icosY'Xj^y 


et 


et 


isinV'Y^'ori 
—  icosY'X^^oji; 
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mais  îl  conviendra,  dans  les  expressions  de  ces  deux 
aires,  de  remplacer  les  ordonnées  nouvelles  y'  et  j^'^  par 
leurs  valeurs  en  fonction  dej^  et^^o  •  l'une  des  formules 
de  la  transformation  intervenue  étant 

d'où 

^'^  sinY'X' 
on  prendra  donc,  pour  expressions  des  deux  triangles, 

_  jK«  cosY^X  _  yl  cosrX 

2    sinY'X     ^^  1     sinY'X' 

c'est-à-dire 

-^     et     ^, 

C  désignant  la  caractéristique  de  la  conjuguée  dont  les 
cordes  réelles  seraient  parallèles  au  nouvel  axe  des  y. 
En  déCnitive,  on  aura  identiquement 

J/^r',/  px,y  V»  —  vî 

f  ydx'=z  I        ydx-\-  ^\      -^    ■ 

Ainsi  la  seule  intégration,  marquée  par 

/jr,y 
ydx, 
-0.  Vo 

fournira  les  quadratures  de  toutes  les  conjuguées  du 
lieu,  en  sorte  que  la  question,  en  ce  qui  concerne  ces 
quadratures,  est  entièrement  résolue. 

Il  reste  une  question  beaucoup  plus  importante,  au 
point  de  vue  du  Calcul  intégral,  et  qui  consiste  à  ob- 
tenir l'interprétation  de  l'intégrale 

/        ydr 

dans  tous  les  cas  que  peut  présenter  le  choix  deslimîles 
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[•^o>  Jo]  til  [^5  j]-  Or  la  formule 

fournira  celte  interprétation  dans  tous  les  cas,  comme 
on  va  le  voir. 

Mais,  cette  formule  n'ayant  été  établie,  par  des  con- 
sidérations géométriques,  que  dans  l'hypothèse  particu- 
lière où  les  limites  [j^oî^o]  ^^  [«-"^ly]  seraient  réelles, 
il  ne  sera  pas  inutile  d'en  donner  une  démonstration 
analytique,  qui  permette  de  la  considérer  comme  une 
véritable  identité  absolue,  applicable  à  tous  les  cas. 

Soient 

a?  =  ma?'-f- /ij^'        et       y=px*-^qy' 

les  formules  d'une  transformation  linéaire  :  la  première 

donne 

dx  =  m  dx'-\-  n  dy' , 
d'où  résulte 

fjr dx  =  f{p^'-^  qy' ){rn  dx'-^  n  dy') 

=  mp  f  x'  dx'-^  nq  fy'  dy'-h  mq  fy'  dx'-\-  npfx^  dy' 
=.  Y  mpx'^  -h  \  nqy'^  -h  mq  fy'  dx''+-  npfx'  dy'  ; 

en  intégrant  par  parties  dans  le  dernier  terme,  on  le  rem- 
placera par 

npix'y'—fy'dx'), 

et  Ton  aura,  en  définitive, 

x'^  y'ï 

fydx  =  mp \-  nq "^-^  mpx'y'-^  {mq  —  np)fy'dx'. 

Supposons  maintenant  la  transformation 

X  ■=  x'-\-y' cosa',        y=y's\na!, 

qui  se  rapporte  au  changement  d'axes  que  nous  avions 
en  vue,  on  aura 

m  —  I,         /i  — cosa',        p  z=  o,         y  =  sina', 
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et  il  en  résultera 

jy  cte  =  ï  sin  a'  cos  a'j/«  -h  si n  a'  jy  dx* 
ou,  en  remplaçant  j)''2  par   .  ^  ,-, 

yt 

Jy  dx  =  f — H  sinad  jy  dx\ 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  la  question  la  plus  in- 
téressante que  présente  Tétude  d'une  intégrale 

ydx, 

où  j*  est  une  fonction  implicite,  consiste  à  définir  la  va- 
leur concrète  de  cette  intégrale,  soit  en  raison  des 
limites,  soit  en  raison  de  la  succession  de  valeurs  qu'au- 
raient prises  les  deux  variables  pour  passer  de  leur 
état  initial  [a7o,  Jo]  à  leur  état  final  [«^»  J"])  de  façon, 
non  seulement  à  pouvoir,  au  besoin,  si  Tintégration 
n'avait  pas  pu  être  effectuée,  appliquer  à  Tévaluation  de 
l'intégrale  les  méthodes  de  quadratures  approchées,  par 
la  substitution,  à  une  courbe,  de  polygones  inscrits  et 
circonscrits,  mais  encore  à  lever  les  difficultés  qui  pour- 
raient subsister  quand  même  l'intégration  aurait  pu  être 
eflecluée. 

Ces  difficultés  tiennent  d'abord  à  ce  que,  si  les  limites 
sont  données  seulement  en  ce  qui  concerne  x,  c'est- 
à-dire  si  Ton  ne  donne  que  x^  et  x,  y^  et  ^  auront  cka- 
cune  m  valeurs,  si  Téquation  entre  x  et  j^  est  de  degré  m 
par  rapport  à  j*,  en  sorte  que  l'intégrale 


X. 


X 

ydx 


aurait  toujours  au  moins  iri^  valeurs  ;  mais  surtout  à  ce 
que  Tintégrale  indéfinie  fjdx^  si  elle  avait  pu  être 
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obtenue,  pourrait  être  compliquée  par  la  présence  de 
constantes  aOectées  de  coefficients  entiers  arbitraires, 
comme  on  le  voit  par 


/ 


dx 

=  arc  sin  x^ 


v/l  —  37» 


à  Tune  quelconque  des  valeurs  de  laquelle   on   peut 
ajouter  un  nombre  quelconque  de  fois  an,  et  par 


/t=^*' 


à  l'une   quelconque  des  valeurs  de  laquelle  on  peut 

ajouter  un  nombre  quelconque  de  fois  2ity/ — i. 

Ces  constantes  sont  désignées  sous  le  nom  de  pé^ 
riodes  de  V intégrale  indéfinie;  et  les  nombres  de  fois 
que  ces  périodes  doivent  être  introduites  respectivement 
dans  chaque  intégrale  définie  dépendent  du  chemin  suivi 
par  le  point  [a:,  j'\  pour  aller  du  point  [j:©,  ^o]  ^" 
point  [a:,  jr]. 

Nous  chercherons  d'abord  à  assigner ,  pour  chaque 
système  de  limites,  la  valeur  concrète  la  plus  simple  de 
rintégrale définie;  nous  définirons  et  assignerons  ensuite 
les  valeurs  concrètes  des  différentes  périodes,  en  même 
temps  que  nous  déterminerons  les  nombres  qui  devront 
en  être  pris  dans  chaque  cas. 

H .  De  la  valeur  concrète  la  plus  simple  d^une  inté- 
grale, en  raison  de  ses  limites.  —  Quelles  que  soient 
les  limites  assignées,  on  pourra  toujours  les  relier  l'une 
à  TautrCy  et  même  de  plusieurs  manières  :  d'abord  par 
un  arc  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartiendra  la  limite 
inférieure,  prolongée  jusqu'à  son  point  de  contact  avec 
l'une  ou  avec  l'autre  des  deux  enveloppes;  par  un  arc 
de  celte  enveloppe,  interrompu  s'il  est  nécessaire  par  un 


(    ^S'A    ) 

arc  d'une  conjuguée  arbitraire,  compris  entre  deux 
points  consécutifs  de  contact  de  cette  conjuguée  avec 
Tenveloppe  en  question,  dans  le  cas  où  l^on  aurait  à 
passer  d^une  branche  de  cette  enveloppe  à  une  autre  de 
ses  branches,  qui  n'aurait  aucun  point  comuiun  avec  la 
première;  par  une  branche  de  celle  des  deux  enveloppes 
sur  laquelle  serait  venu  le  point  mobile,  prolongée  jus- 
qu'à l'un  de  ses  points  de  contact  avec  l'autre  enveloppe, 
si  cela  était  nécessaire;  par  une  branche  de  celle  des 
deux  enveloppes  qui  toucherait  la  conjuguée  à  laquelle 
appartiendrait  la  limite  supérieure,  cette  branche  étant 
prolongée  jusqu'à  son  point  de  contact  avec  la  conju- 
guée en  question;  enfin,  par  l'arc  de  cette  conjuguée 
qui  rejoindrait  le  point  de  contact^  déterminé  précédem- 
menty  avec  le  point  représentatif  de  la  limite  supé- 
rieure. 

Le  choix  de  ce  chemin  assignera  la  valeur  concrèlc 
de  l'intégrale,  en  en  faisant  une  somme  d'aires  connues 
par  ce  qui  précède,  avec  les  signes  sous  lesquels  il  fau- 
drait les  introduire,  sauf  cependant  pour  le  cas,  que  nous 
allons  examiner  à  part,  du  parcours  d'un  arc  de  l'enve- 
loppe imaginaire. 

Evaluation  concrète  de  l' intégrale  fjdx  prise  le 
long  d'un  arc  de  r enveloppe  imaginaire.  —  Soient 

a?  =  a  +  3  /—  I ,        y  =z  a -h  ^'  ^ —  i 

les  coordonnées  imaginaires  d'un  point  quelconque  de 
Tenveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  :  un 
élément  de  l'intégrale  prise  le  long  de  celle  enveloppe 
sera 

ou 


(aV/a  --  p'^p  )  4-  (  ^'Ht.  -+-  aVp)  /-^  i  ; 
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la  valeur  totale  de  l'intégrale  s^exprî niera  clone  par 

Considérons  en  même  temps  la  branche  de  Tenve* 
loppe  imaginaire  qui  contiendrait  les  points  iniaginaiiHiS 
conjugués  de  ceux  de  la  première,  les  coonlonnées  ima- 
ginaires d'un  de  ses  points  seront 


et  l'un  des  éléments  de  l'intégrale  fy  dx^  prise  le  long 
de  celte  seconde  branche,  serait 


ou 


de  sorte  que  la  valeur  totale  de  l'intégrale,  prise  le  long 
de  la  seconde  branche,  s'exprimera  par 

Mais  les  coordonnées  réelles  d'un  point  du  premier 
arc  de  l'enveloppe  seraient  a-f-  ^  et  a'-|-  [3',  et  c(;lle» 
du  point  correspondant  du  second  arc  seraient  a  —  jï 
et  (x! —  ^\  de  sorte  que  les  aires  comprises  entre  les 
deux  arcs,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  des  extrémités  de 
ces  arcs,  seraient 

S  =/(a'-i-P'K</a  +  <4j 

et 

S'= /(a'- ?';(</« -rfjl) 

ces  deux  équations  donnent,  par  addition  et  par  sous- 
traction, 

*i  -i    S' 


'JL 
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et 

d'un  autre  côté,  si  Ton  appelle  S|  Taire  du  lieu  des 
points  milieux  des  coi*des  joignant  les  points  imaginaires 
conjugués  des  deux  arcs  de  l'enveloppe,  c'est-à-dire  si 
l'on  pose 

on  aura 

L'intégrale  I  =  j  ydx^  prise  le  long  du  premier  arc, 
aura  donc  pour  valeur 

quant  à  celle  qui  correspondrait  au  parcours  du  second 
arc,  elle  sera 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  quelles  que  soient  les  limites  et 
quel  que  soit  le  nombre  des  arcs  à  emprunter  aux  deux 
enveloppes  et  aux  conjuguées  pour  rejoindre  ces  deux 
limites,  les  ni^  valeurs  de  l'intégrale 


y  dx 


s'exprimeront  toujours  par  des  sommes  d'aires  connues; 
et  l'une  quelconque  de  ces  aires  pourra  être  obtenue  par 
les  formules  ordinaires  de  quadrature  approchée,  parce 
que,  sachant  mener  les  tangentes  aux  deux  enveloppes 
et  aux  conjuguées,  on  pourra  toujours  comprendre 
chaque  aire  à  évaluer  entre  les  aires  de  deux  6gures  po- 
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lygonales  :  Tune  inscrite,  l'autre  circonscrite  à  l*arc  cor- 
respondant du  lieu. 

En  résumé,  les  m^  valeurs  de  la  quadratrice 


/ 


ydx 


(l'un  Heu  /"(x,  y)  =  o,  de  degré  /tz,  pourront  toujours 
recevoir  des  définitions  nettes  du  choix  de  chemins,  em- 
pruntés tant  aux  conjuguées  qu'aux  deux  enveloppes,  et 
propres  à  rejoindre  les  m  limites  inférieures  de  l'inté- 
grale à  ses  m  limites  supérieures. 

A  la  vérité,  le  chemin  à  suivre  pour  relier  Tune  des 
limites  inférieures  à  l'une  des  limites  supérieures  pour- 
rait être  modifié  de  bien  des  manières  différentes. 

Mais  toutes  les  intégrales  qui  auront  le  même  système 
de  limites  ne  pourront  différer  les  unes  des  autres  que 
par  des  constantes,  parce  qu'elles  auront  la  même  dif- 
férentielle. 

12.  Tliéorème  de  l^ indépendance  de  la  valeur  d'une 
intégrale  fydx  envers  le  chemin  suit^i  pour  en  re- 
joindre les  deux  limites,  —  La  théorie  précédente  pour- 
rait se  suffire  à  elle-même;  cependant  elle  sera  utilement 
complétée  par  un  théorème  dû  à  Cauchj,  au  moyen  du- 
quel on  fera  disparaître  ce  qu'il  y  a  en  apparence  d'ar- 
bitraire dans  le  choix  exclusif  des  chemins  définis  plus 
haut.  Ce  théorème,  d'ailleurs,  nous  permettra  d'obtenir 
l'infinie  multitude  des  formes  géométriques  des  aires 
propres  à  représenter  les  périodes  d'une  intégrale. 

Ce  théorème  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  ; 
Un  chemin  <p(a,  p,  a',  P')  =  o,  propre  à  rejoindre  les 
deux  limites  d'une  intégrale,  et  qui  ne  passe  par  aucun 
point  du  lieu  considéré  f(x,  j^)  =  o,  où  la  fonction  jy 
ou  ses  dérivées  deviennent  infinies,  à  partir  d'un  certain 
Ann,de  Mathémat,,  3*série,  t.  IX.  (Août  1890.)  25 
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ordre,  peut  être  modifié  infiniment  peu,  puis  insensi* 
blement  d'une  manière  appréciable,  sans  qu'il  en  résulte 
aucun  changement  dans  la  valeur  de  Tintégrale  fydxy 
les  limites  restant  les  mêmes,  pourvu  que,  durant  sa 
déformation  continue,  ce  chemin  ne  passe  jamais  par 
un  seul  point  du  lieu  où^  ou  ses  dérivées  deviennent  in- 
finies à  partir  d'un  certain  ordre. 

On  peut  établir  ce  théorème  de  la  manière  suivante  : 
Considérons   seulement    un    élément    de   l'intégrale 
fy  dx  :  si  Ton  représente  la  fonction  y  par 

F(:r)  =  F(a-+-p/=r-,), 
on  pourra  indifféremment  remplacer  cet  élément  par 

F(a  ~\-  ?  sf^i)  rfa  -h  F(a  -f-  rfa  -+-  p  yf^i)  d^  y/~\ 

ou  par 

F(a  H-  p  /IT,)  rfS  /~i  _H  F(a,  p  /=!  -h  d^  /^i)  da, 

c'est-à-dire,  qu'au  lieu  de  faire  croître  en  même  temps  a 
et  P,  pour  obéir  à  la  loi  <p(a,  p,  a',  p')  =  o,  on  pourra 
les  faire  croître  successivement  dans  l'un  ou  l'autre 
ordre,  de  façon  à  modifier  l'élément  du  chemin  assigné 
çp(a,  p,  a',  P')  =  o,  et  à  le  changer  indifféremment, 
comme  l'indique  la  figure,  de  AB  en  ACB  ou  en  AC'B, 


c 


;  mais  à  la  condition  que 
—      c 

F(a  H-  r/a  -4-  p  /=n)  d^  y/ZTi 
et  

puissent  se  confondre  respectivement  avec 
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cY'Sl-à-dire,  connue 

F(a  -h  e/a  H-  ?  /=^)  =  F(,a  -4-  p  y/~\)  4-  F'(a  -h  p  /-^i)  dn 

et 

F(a  -4-  3  /^  -^  <3  /^) 

=  F(a  -+.  p  ^—i)  -+-  F'(a  -1-  ^  v^^O  ^/p  /-"*' , 

à  la  condilion  que  F^faH-  jây/ — i)  ne  soit  pas  infini, 
sans  quoi  F'(a  +  ^  y/^  )  ^a,  ni  F'(a  +  fi  v^C~;  )  ^^  ^/ITi 
ne  pourraient  plus  être  négligés. 

On  pourrait,  sous  des  conditions  analogues,  modifier 
de  même  tous  les  éléments  de  l'intégrale,  les  uns  dans 
un  sens,  les  autres  dans  l'autre  ;  et  recommencer  indéfi- 
niment, tant  que  le  nouveau  chemin  ne  contiendrait 
aucun  des  points  où  la  fonction  ou  ses  dérivées  devien- 
draient infinies. 

Nous  énonçons  ainsi  les  conditions  à  remplir  par  le 
chemin  mobile  ;  d'abord  parce  que,  s\  y  devenait  infini, 
sa  dérivée  le  deviendrait  aussi;  en  second  lieu,  parce 
que  pour  pouvoir  de  nouveau  isoler,  dans  le  nouveau 
dx^  le  nouveau  doL  du  nouveau  d^^  et  les  faire  passer 
Tun  avant  l'autre,  dans  Tun  ou  l'autre  ordre,  il  fau- 
drait que 

ou 

F'(fit-hp/=n  4-  d^s/^\) 

=  F(a  -f-  p  v/=^i)  H-  VioL  -4-  fi  )/—\)  d^  y/~i 

se  réduisissent  Pun  et  l'autre  à 

F'(a-H?/=^i), 

c'est-à-dire  que  F"(a+  fi  y/' — i)  ne  fut  pas  infini,  et 
ainsi  de  suite. 
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Ainsi,  deux  chemins  terminés  aux  mêmes  cxlrémiiés 
pourront  se  substituer  l'un  à  l'autre,  si  le  premier  peut 
se  transformer  insensiblement  dans  le  second,  sans  que, 
dans  ses  formes  intermédiaires,  il  passe  jamais  par  un 
point  où  la  fonction  ou  ses  dérivées,  à  partir  d'un  cer- 
tain ordre,  deviendraient  infinies. 

Le  théorème  peut  s'énoncer  d'une  autre  manière  ;  Eu 

Fig.  7. 


i^' 


efïet,  si  les  valeurs  de  f  y  dx^  prises  le  long  des  che- 
mins AMB  {fig-  7)  et  AM'B,  sont  égales,  la  valeur  de 
cette  intégrale,  prise  le  long  du  chemin  fermé  AMBM'A, 
sera  nulle;  en  sorte  que  Ton  peut  dire  qu'une  intégrale 
fy  dx^  prise  le  long  d'un  chemin  fermé,  est  identique- 
ment nulle,  lorsque  ce  chemin  fermé  peut  se  réduire  à 
un  point  unique,  sans  que,  dans  ses  transformations  suc- 
cessives, il  passe  jamais  par  un  point  où  la  fonction  j 
ou  ses  dérivées  deviendraient  infinies  à  partir  d'un  cer- 
tain ordre. 

On  remarquera  que  l'un  ou  l'autre  théorème  n'a 
d'autre  objet  que  de  compléter  la  notion  originelle  d'une 
intégrale;  car  il  est  bien  évident  que,  si  une  intégrale 
J j  dx  pouvait,  les  limites  restant  les  mêmes,  varier 
d'une  manière  continue  avec  le  chemin  qui  relierait  ces 
deux  limites,  cette  intégrale,  dès  lors,  n'aurait  pas  de 
sens. 

Mais  on  comprend  parfaitement  que,  de  loin  en  loin, 
l'inlégrale  puisse  s'accroître  de  quantités  finies,  lorsque 
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le  chemin  se  déforme  assez  considérablement;  quant  à 
ces  quantités  finies,  elles  ne  peuvent  être  que  des  con- 
stantes, par  la  raison,  que  nous  avons  déjà  dite,  que  Tin- 
légralc 

y  dx, 


£ 


•''o»  Xo 


prise  entre  les  mêmes  limites,  conserve  toujours  la  même 
dérivée,  qui  est  la  valeur  de  la  fonction  à  la  limite  su- 
périeure de  l'intégrale. 

On  peut  présenter  le  théorème  de  Cauchy  d'uno 
façon  plus  avantageuse  :  Si  Ton  établit  entre  les  va- 
riables a,  ^,  a!  et  p',  une  relation  arbitraire 

cette  relation,  jointe  aux  deux  dans  lesquelles  se  décom- 
pose 

fera  de  chacune  des  quatre  variables  une  fonction  de 
celle  que  l'on  voudra  des  trois  autres;  d'un  autre  côté, 
l'intégrale 

se  décomposera  en  quatre  autres 

fada,     -f^'d^,     /Zr,/p'^a     et     /ZT ,/p'^a, 

dans  chacune  desquelles  on  pourra  considérer  la  variable 
finie  comme  une  fonction  de  la  variable  dont  la  difTé- 
rentielle  entre  sous  le  même  signe  d'intégration;  or  il 
est  facile  de  comprendre  comment  chacune  des  quatre 
intégrales  pourrait  n'acquérir  qu'une  valeur  finale  nulle, 
quand  même  la  variable  x  serait  revenue  à  sa  valeur 
initiale,  sans  avoir  repassé  par  la  même  série  de  va- 
leurs. 
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Supposons,  par  exemple,  que,  au  lieu  d'une  relation 
(p(a,  0,  a',  p')  =  G,  entre  les  quatre  variables,  on  en  ait 
choisi  une  cp(a,  (5)  =  o,  entre  a  et  ^  seulement,  figurée 
par  la  courbe  AB  {fig-  8). 

Fig.  8.  Fig.  9. 
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11  en  résultera,  entre  il  et  a,  par  exemple,  une  rela- 
tion correspondante,  figurée  par  une  courbe  telle  que 
A'A(/s^.  9). 

Soient  M  et  M^  deux  points  correspondants  de  ces 
deux  courbes,  c'est-à-dire  avant  la  même  abscisse  a  : 
dans  rhypotlièse  de  la  figure,  /a'rfa  sera  identiquement 
nulle,  parce  que,  tandis  que  le  point  [a,  ^J  fera  le  tour 
de  la  courbe  AMB,  c'est-à-dire  tandis  que  a  variera  de 
sa  valeur  minimum  ag  à  sa  valeur  maximum  ai  et  re- 
viendra de  ai  à  a^,  le  point  [a',  a]  ne  pourra  décrire, 
sur  A' A,  que  l'arc  NqNi,  dont  les  extrémités  auraient 
pour  abscisses  a^  et  a,,  et  ensuite  l'arc  N|  Nq,  de  façon 
que  Taire  engendrée  dans  l'aller  serait  détruite  dans  le 
retour. 

Pour  que  l'aire  fJdoL  ne  fût  pas  nulle,  il  faudrait  que 
le  point  [a',  a]  eût  pu  passer  sur  une  autre  branche  de 
A' A  que  celle  où  se  trouvait  le  point  de  départ,  comme 
dans  le  cas  de  la  fig,  10,  où  le  point  [a',  a]  aurait  par- 
couru le  chemin  NqANi  dans  l'aller  et  le  chemin  N|ANJ, 

dans  le  r      ur;  c'est-à-dire  qu'il  faudrait  que  -7-  fût 

devenu  infini  dans  l'intervalle  de  ap  à  a,. 

11  en  serait  de  même  des  trois  autres  intégrales  :  on 
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arrive  ainsi  à  une  nouvelle  expression  de  la  condition 
pour  qu^on  puisse  substituer  un  chemin  à  un  autre,  sans 
que  l'intégrale  change  :  au  lieu  de  dire  que,  dans  ses 
formes  intermédiaires,  le  chemin  ne  doit  passer  par 

aucun  point  où  -^  devienne  infini,  on  peut  dire  que  le 


Fig.  10. 
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chemin  variable  doit  rester  tel  que  -r-^  d   ^  "M  ^^  "Tt?^  ^^ 

deviennent  infinis. 

U  est  aussi  très  aisé,  dans  cette  nouvelle  conception, 
de  se  rendre  compte  des  conditions  dans  lesquelles  T in- 
tégrale fy  dx  peut  s'accroître  de  quantités  constantes 
dans  un  parcours  fermé  par  rapport  à  x,  c'est-à-dire 
lorsque  a  et  ^  reviennent  à  leurs  valeurs  initiales,  sans 
repasser  par  la  même  suite  de  valeurs. 

Reprenons  l'exemple  de  l'intégrale  /a'rfa,  et  suppo- 


Fig.   Il 


1. 


w. 
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sons  que  la  courbe,  dont  les  coordonnées  sont  a'  et  a, 
présente  un  anneau  fermé  compris  entre  les  valeurs  ex- 
trêmes aQ  et  ai  de  a,  commo  l'indique  la  fig.  \  i . 
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Si  Ton  fait  partir  a  de  la  valeur  de  l'abscisse  du  point 
Mo,  qu'on  le  fasse  croître  jusqu'à  sa  valeur  extrême  (X|, 
abscisse  de  N^ ,  qu'on  le  fasse  ensuite  décroître  de  ai  à 
Tabscisse  du  point  Mo  ou  du  point  M|,  mais  qu^on  sup- 
pose que,  durant  ces  variations  de  a,  le  point  [a',  a]  ait 
parcouru  le  chemin  M©  AN<  AM| ,  l'intégrale  /a'rfa  aura 
pris  la  valeur  de  l'aire  Mo  AM| . 

Cette  aire  dépendra  de  la  valeur  initiale  de  l'abscisse 
du  point  de  départ,  Mo  ;  mais  aussi  a!  ne  sera  pas  revenu 
à  sa  valeur  initiale,  l'ordonnée  de  M©. 

Au  contraire,  si  l'on  faisait  revenir  a  à  sa  valeur  ini- 
tiale, l'abscisse  de  Mo,  en  supposant  que,  après  être 
arrivé  à  sa  valeur  extrême  supérieure  »<,  il  fût  revenu 
à  sa  valeur  extrême  inférieure  a©,  pour  reprendre  en- 
suite sa  valeur  initiale,  l'abscisse  de  Mo,  et  que,  durant 
ce  parcours,  le  point  [a',  a]  eût  décrit  les  arcs  M©  A, 
AN|,  Ni  A,  AM|A',  A'No,  No  A',  A'Mo,  l'intégrale 
faldoL  aurait  crû  de  l'aire  comprise  dans  le  contour 
A'MoAM|A',  indépendante  de  la  position  du  point  de 
départ  M©. 

D'où  Ton  voit  que  l'intégral eyj'rfx  ne  peut  s'accroître 
d'une  constante,  dans  un  parcours  fermé  par  rapport  à 
la  variable  a:,  qu'autant  que  la  fonction  y  revient  elle- 
même  h  sa  valeur  initiale,  en  même  temps  que  la  va- 
riable x.  {A  siiwre.) 


NOTE  SUR  \m  PROPRIÉTÉ  DU  CYLINDRE  DROIT 
AYANT  POUR  DIRECTRICE  UNE  SPIRALE  LOGARITHMIQUE; 

Par  m.  Ch.  ROBERT. 


Proposition.  —  Etant  donnée  la  courbe  C,  intersec- 
tion d'une  surface  quelconque  de  révolution  S  autour 


(3,j3 
'an  axe  Oz  avec  un  cjlindi 
eclrice  une  spirale  logartlhi 


formée  de  ta  courbe.  C,  tfuam 
eil  une  courbe  appartenant  à 
méridienne  C  de  la  surface  d< 

En  effet,  soit 
/équation  de  la  méridienne, 

sera  l'équation  de  la  surface  c 
'e  rajon  du  parallèle. 
Soit  maintenant 

,  r  =ae 

fquation  delà  spirale  logarïl 
Les  équations  de  la  courbe 
*faces,  sont 


'ans  le  déroulement  du  cyl 


(  394  ) 
courbe  obtenue  aura  même  z  que  la  courbe  G,  soit 

zi  =  ^; 

son  X  sera  donnée  par  réquatîon 

s  représentant  la  longueur  de  Tare  correspondant  de  la 
spirale  logarithmique,  longueur  que  nous  pourrons 
compter,  par  exemple,  à  partir  du  point  O.  La  valeur  en 
est  donnée  par  Téquation 


=.cw 


^6* 
dri 


Or 

dr  =  mae"*^  c?0  =  mr  d^ 
il 


d'où 


s 

0 

et,  en  intégrant, 


»  ff?!  -  JL. 

^    dr^  ~  m«' 


=XV'-i 


•    .  » 


-V-^-' 


en  posant,  pour  abréger, 

La  courbe  déroulée  aura  donc  pour  équation 

X\  =  kr  ; 
d'où 


■■'-m 


Cette  courbe  n'est  donc  autre  que  la  méridienne  dans 


(  395) 
laquelle  on  a  altéré  les  abscisses  dans  un  rapport  con- 
stant k.  C'est  une  courbe  de  la  même  famille. 

C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  La  courbe  de  longueur  minimum 
iracée  sur  le  cylindre  à  base  de  spirale  logarillimique 
devenant  une  droite  après  le  déroulement  de  la  surface, 
les  lignes  géodésiques  du  cylindre  ne  sont  autres  que  ses 
intersections  par  des  cônes  de  révolution  d'axe  O^,  la 
méridienne  étant  alors  une  droite. 


RELATIONS  ENTRE  LA  DISTANCE  VM  POINT  P  DU  PLAN  DTNE 
CONIQUE  AU  FOYER  ET  LES  RAYONS  VECTEURS  DES  PIEDS 
DES  NORMALES  ABAISSÉES  DU  POINT  P  SUR  LA  COURBE; 

Par  m.  C.-R.-J.  KALLENBERG  VAN  DEN  BOSCH. 


PARABOLE. 


Les  pieds  des  normales,  abaissées  du  point  P($,  vj), 
sont  donnés  par  l'équation  de  la  courbe 

y*=  ipx 
et  Téquation 

r 

qui  exprime  que  la  normale  au  point  (x,  y)  passe  par 
le  point  P. 

L'élimination  de^  donne,  pour  les  abscisses  des  pieds 
des  normales,  l'équation 


(  396  ) 
d'où  l'on  lire,  pour  les  trois  racines  j:i,  x^  et  X3, 

a?i -4- a7j -H  ar,  =  2(J  — y?), 

XiXt-\-  XiX3-h  XtXz  =  (^  — />)*, 
XiXtXi=  {pti^. 

Le  rayon  vecteur  d'un  point  de  la  courbe  étant  donné 

par 

P 

2 

on  a,  pour  le  produit  des  rayons  vecteurs  des  pieds  des 
normales, 

=:XiXfX^-\ {XiX^-h  XiX^-hXfXj) 

ou,  en  substituant  les  valeurs  trouvées  ci-dessus. 


ç, s  _„.|.^  [(,_!)•.  4 


L'expression  entre  parenthèses  représente  le  carré  de 
la  distance  u  du  point  P  au  foyer  ;  donc 

ou 

(1)  ^g  =  2     '    '   *  . 

P 

Le  rayon  vecteur  v»  d'un  point  de  la  courbe  est  lié  au 
rayon  de  courbure  p  en  ce  point  par  l'équation 

pî=  — , 
p 
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tandis  qu'on  a  encore 

n  représentant  la  partie  de  la  normale  comprise  entre 
]a  courbe  et  Taxe  de  la  parabole. 

Si,  à  l'aide  de  ces  formules,  on  introduit  dans  la  rela- 
tion (i),  d'une  part,  les  rayons  de  courbure  et,  d'autre 
part,  les  longueurs  n  relatives  aux  pieds  des  normales 
abaissées  du  point  P,  on  trouve 

(a)  „.=  £ieîL^ 

'  17.'}. 

et 

/  o  V  «1  /it  /I3 

(3)  U=       r— . 

ELLIPSE    ET    HYPERBOLE. 

L'élimination  àe  y  entre  l'équation  de  la  courbe 

—  ifc  î^  =  I 

et  celle  de  l'hyperbole  équilatcre 

c^xyzh  6*Tj  J7  —  ût'î  J^  =  o, 

où  c^  =  a-  zp  6-,  donnent  pour  les  abscisses  des  pieds  des 
normales,  abaissées  du  point  P(i,  1^),  l'équation 

^* --?  a7'-h  -r  (a»fc*±6*T«— c*)a:*H ^  x ^  =  o. 

Donc  on  a,  pour  les  quatre  racines  oti,  x^,  ^3  ^t  x^, 


a^i  -h  arj  -h  J'8  H-  iTi  = 


c» 


iri3^,-Hir|a7sH-a:tar4-i-...=  —  (a«Ç»=h  6îr,»—  c^), 

2a*{ 
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Par  rapport  au  foyer  F  situé  à  droite  de  l'axe  desj-, 
le  rayon  vecteur  d^iii  point  de  Tellipse  est  donné  par 


c 

v  =  a X. 

a 


et  celui  d'un  point  de  l'hyperbole  par 

Pour  avoir  une  valeur  positive,  il  faut  prendre  dans 
la  dernière  formule  le  signe  —  pour  les  abscisses  posi- 
tives et  le  signe  H-  pour  les  abscisses  négatives. 

Or  de  Tégalilé 


Xx  iTj  X^  J74  = 


C* 


il  résulte  que,  des  quatre  abscisses  des  pieds  des  nor- 
males, il  y  en  a  toujours  un  nombre  impair  qui  sont  de 
même  signe. 

Donc,  pour  l'hyperbole,  il  faut  que,  dans  le  produit 

1^4  i'2t^3i'4 5  le  facteur  a x  soit  précédé  un  nombre 

CL 

impair  de  fois  du  signe  — ,  ou  que  le  produit  lui-même 
soit  affecté  de  ce  même  signe. 
Ainsi  l'on  a 

=  ±  I  a*  —  a«.c(  J7i  -h  iTs  -h  a^î  -h  3^4  ) 

H-  c'^i^XxXi'^-XiXz-^XxX^-^-.  . .) 

—  ^(^l^î^3-+-  XxXlXl,'^r.  .  .)-\ XxX^XzX,,  j 

en  nommant  u  la  distance  du  point  P  au  foyer  F. 


a*6« 
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On  trouve  doQC,  pour  les  deux  courbes,  la  même  rela- 
tion 

et,  évidemment,  pour  l'autre  foyer  F', 

De  (i)  et  (i')  on  tire 

Dans  Tellipse  comme  dans  l'hyperbole,  le  rayon  de 
courbure  en  un  point  de  la  courbe  est  lié  aux  rayons 
vecteurs  de  ce  point  par  l'équation 

et  à  la  partie  /i  de  la  normale,  comprise  entre  la  courbe 
et  Taxe  des  x,  par  l'équation 

En  introduisant  les  rayons  de  courbure  des  pieds  des 
normales  et  les  longueurs  n  relatives  à  ces  points  dans 
l'équation  de  {uuiy^  on  arrive  aux  relations 

et 

(3)  UU' —    -Tç-   /Il /Ij /I3  71^. 

On  peut  encore  remarquer  que,  les  relations  (1),  (2) 
et  (3)  étant  déduites  pour  les  trois  coniques  de  l'équa- 
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tioii  générale  des  abscisses,  elles  renferment  le  cas  où 
deux  abscisses  ont  des  valeurs  imaginaires. 

En  eti'et,  les  pieds  des  normales  imaginaires  sont  des 
points  imaginaires  conjugués,  dont  les  abscisses  sont 
de  la  forme  Xi  =  a-\-  bi  et  X2  =  a  —  bi. 

La  somme  et  le  produit  des  abscisses  ont  donc  une 
valeur  réelle,  et  il  en  est  de  même  des  produits  ^i  (^29 
pip2  et  7i|/i2  correspondants. 
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SOLUTION  BB  LA  OIBSTION  PROPOSEE  POUR  L'ABNISSION 
A  L'ÉCOLE  CENTRALE  «H  1888. 

PHEHiâRE  SESSION. 


Etant  donnés   deux    axes  rectangtilaives  Ox,  Oy 
{Jig.  i)  et  un  point  A  sur  t'axe  des  x,  on  considère  le 
rg  . 


faisceau  des  coniques  pour  lesquelles  l'axe  des  y  est 
une  directrice  et  le  point  A  un  sommet  de  l'axe  Jocal. 


(  4o4  ) 

Par  un  point  (juelconque  M  du  plan  des  axes  passent 
deux  coniques  de  ce  faisceau ^  réelles  ou  imaginaires  : 

1**  Déterminer  les  parties  du  plan  dans  lesquelles 
doit  être  le  point  M  pour  que  les  deux  coniques  du 
faisceau  qui  passent  par  ce  point  soient  réelles,  et  celles 
ou  il  doit  être  pour  que  les  deux  coniques  soient  imagi" 
naires,  {La  ligne  de  séparation  est  de  degré  supérieur 
au  second.) 

a"  Reconnaître,  diaprés  la  position  d\in  point  par 
lequel  passent  deux  coniques  réelles,  le  genre  de  ces 
coniques, 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  l^ origine  des  coordonnées  à  toutes  les 
coniques  du  faisceau  considéré. 

SOLUTION. 

Soient  a  l'abscisse  du  foyer  F  correspondant  à  Taxe 
desj)^,  e  Texcentricité  d'une  des  coniques  du  faisceau; 
cette  conique  a  pour  équation 

En  écrivant  qu'elle  passe  par  le  point  A  (a,  o),  on  a, 
pour  déterminer  a,  Téquation 

(a  —  a)*  =  e*a*; 

d'où,  en  admettant  que  e  est  un  nombre  positif  ou  né- 
gatif, 

a  =  a  (  I  -+-  tf  ). 

Remplaçant  a  par  sa  valeur,   Téquation  des  coniques 
du  faisceau  s'écrit 

(i)  (ar  —  a  —  atf)'-+-^'  =  tf*a?«. 

1°  Soient  X,  Y  les  coordonnées  du  point  M.  Substi- 
tuons-les  dans  l'équation  (i);  nous  aurons,  pour  déter- 


J 
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miner  les  excentricités  des  coniques  qui  passent  par  ce 
point,  Téquation 

(X  —  a  —  ae )«-^-  Y»  =  e^X* 
ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  e, 

(2)  (X*— a2)cs-f-  aa(X  —  a)  e  —[(X  —  a)«-+-  Y»]  =  o. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  celte  équation  est 

a«(X-a)«-h(X«— a»)  [(X— «)«-+- Y«]2o 
ou 

(3)  (X— a)[X(X«-HY«)— a:(X»-Y«)]^o. 

Le  premier  facteur  change  de  signe  quand  le  point  M 
franchit  la  droite  X  —  a  =  o  menée  par  le  point  A  pa- 
rallèlement à  Vaxe  des  j-,  et  le  second  facteur  quand  le 
point  M  franchit  la  strophoïde 

X(X»-f-  Y«)—  a(X«—  Y«)  =  o, 

symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  x,  ayant  Torigine 
pour  point  double  et  pour  tangentes  en  ce  point  les  bis- 
sectrices des  angles  des  axes,  pour  asymptote  la  droite 
X-f-a  =  o,  et  passant  par  le  point  A.  Or,  dans  l'inté- 
rieur de  la  boucle,  Tinégalité  est  satisfaite;  les  régions 
hachurées  sont  donc  celles  où  ne  doit  pas  se  trouver  le 
point  M,  si  Ton  veut  que  les  coniques  soient  réelles. 

2**  Si  le  point  M  est  pris  sur  la  droite  X  —  a=  o, 
ailleurs  qu'en  A,  Téquation  (a)  a  une  racine  double 
infinie,  F  est  à  Tinfini,  et  l'équation  (i)  se  réduit  à 

ar*  —  a*  =  o, 

c'est-à-dire  aux  deux  droites  BB'  et  DIX.  Si  le  .point  M 
est  en  A,  e  est  indéterminé,  F  aussi,  ce  qui  devait  être, 
puisque  la  conique  (i)  est  déjà  assujettie  à  passer  par  le 
point  A,  et  qu'il  n'y  a  plus  que  quatre  conditions. 

Si  le  point  M  est  pris  sur  la  strophoïde  ailleurs  qu'en 
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A,  réquatioii  (2)3  pour  racine  double  —  ^ •  L'ab- 
scisse du  point  M  étant  comprise  entre  o  et  a,  Texcen- 
tricité  est  comprise  entre  ^  et  i ,  et  Ton  a  deux  ellipses 
confondues  ;  le  foyer  F  est  compris  entre  O  et  le  milieu 
I  de  AO.  Le  point  M  étant  en  O,  e  =  —  i ,  a  =  o,  et  la 
double  conique  se  réduit  à  j^^  :=  o.  L'abscisse  du  point  M 
étant  comprise  entre  o  et  —  a,  Texcentricité  est  supé- 
rieure à  I ,  et  Ton  a  deux  hyperboles  confondues.  Enfin, 
le  point  M  étant  à  rinfîni  sur  la  strophoïde,  e  =  —  oo, 
a=  —  00,  et  la  double  conique  se  réduit  aux  deux 
droites  j:^-*-a*  =  o,  c'est-à-dire  à  BB'  et  à  Diy. 

Si  le  point  M  est  pris  sur  Taxe  des  x,  ailleurs  qu'en  A 

et  en  O,  l'équation  (2)  a  pour  racines  —  i  et  ^ ;  l'une 

des  coniques  est  toujours  le  double  axe  des  x^  et  l'autre 
est  une  ellipse  si  X  est  positif,  une  hyperbole  si  X  est 
négatif  et  diflérent  de  —  «,  le  système  des  deux  droites 
BB'  et  DD'  si  X  =  — a,    La  position  du   foyer,    dont 

l'abscisse  ol  =  a  -^ ?  s'obtient  sans  difficulté. 

Si  le  point  M  est  pris  à  droite  de  BB',  en  dehors  de 
l'axe  des  x,  on  substitue  à  e,  dans  l'équation  (2),  pour 
séparer  les  racines, 

—  00,     —I,     o,      -HI,      -+-00, 

et  l'on  obtient 

-+-,     —,     -^,    4aX--4a«-Y«,     +. 

L'équation  (2)  a  donc  une  racine  comprise  entre  — 00 
et  —  1  ;  la  conique  correspondante  est  une  hyperbole  et 
l'abscisse  a  de  son  foyer  F  est  négative. 

Pour  discuter  l'autre  racine,  construisons  la  parabole 

4aX-4aî— Y«=o        ou         (X  —  2a)»-h  Y»  =  X», 
qui  a  pour  directrice  l'axe  des  y,  pour  foyer  le  symé- 


(4o:  ) 

trique  O'  de  O  par  rapport  à  A  et  pour  tangentes  aux 
points  situés  sur  la  verticale  de  O'  les  tangentes  en  O  à  la 
strophoïde.  Si  le  point  M  est  à  Tintérieur  de  cette  para- 
bole, 4^X.  —  4«* — Y*  est  positif,  et  Téquation  (a)  a 
une  racine  comprise  entre  o  et  i  -,  la  conique  correspon- 
dante est  une  ellipse,  et  son  foyer  F  est  compris  entre 
A  et  (y.  Si  le  point  M  est  à  Textérieur  de  cette  parabole, 
4ûX  —  4^* — Y"  est  négatif,  et  l'équation  (a)  aune 
racine  comprise  entre  i  et  -f-oo;  la  conique  correspon- 
dante est  une  hyperbole,  et  son  foyer  F  est  au  delà  de  O'. 
Enfin,  si  le  point  M  est  sur  la  parabole,  ailleurs  qu'en  A, 
l'équation  (s)  a  une  racine  égale  à  i-,  et  la  conique  cor- 
respondante^ comme  cela  était  évident,  est  la  parabole 
elle-même. 

Si  le  point  M  est  pris  dans  la  boucle  de  la  stro- 
phoïde, en  dehors  de  l'axe  des  x,  les  substitutions  pré- 
cédentes donnant  toutes  des  résultats  négatifs,  on  sub- 
stitue la  demi-somme  des  racines  —  ri ,  ciui  est  corn- 

X  -f-  rt     ^ 

prise  entre  —  i  et  o',  ou  obtient 

X  -h  a 

L'inégalité  (3)  montre  que,  à  l'intérieur  de  la  boucle, 
le  numérateur  est  négatif,  et,  comme  le  dénominateur 
est  positif,  ce  résultat  est  positif,  et  l'équation  (a)  a  une 

racine  comprise   entre  — i   et  — :^ >  et  une  entre 

—  « et  o;  les  coniques  correspondantes  sont  deux 

ellipses  et  leurs  foyers  sont  compris  entre  O  et  A. 

Si  le  point  M  est  pris  à  gauche  de  la  strophoïde  et  à 
droite  de  DD',  en  dehors  de  Taxe  des  x,  les  premières 
substitutions  donnant  toutes  des  résultats  négatifs,  on 

substitue  encore  la  demi-somme  des  racines  —  -rr^ — , 


(  4o8  ) 

qui  est  comprise  ici  entre  — oo  et  —  i  ;  on  obtient,  comme 
tout  à  rheure, 

_  X(X«M-Y«)~a(X«— Y«) 

X-ha 

L'inégalité  (3)  montre  que  le  numérateur  est  négatif, 
et,  comme  le  dénominateur  est  positif,  ce  résultat  est 
positif,  et  Téquation  (s)  a  une  racine  comprise  entre 

—  00  et  —  TT )  et  une  entre  —  r? et  —  i  :  les  coni- 

ques  correspondantes  sont  deux  hyperboles  et  leurs 
foyers  sont  à  gauche  de  O. 

Si  le  point  M  est  pris  sur  DIX,  ailleurs  qu'en  C, 
Téquatiou  (a)  a  une  racine  infinie  et  une  racine  égale  a 

—  /    1 — i  1^5  coniques  correspondantes  sont  le  système 

des  deux  droites  BB'  et  DD'  et  une  hyperbole  dont  le 

Y' 
foyer  F  a  pour  abscisse  —  —  • 

Si  le  point  M  est  pris  à  gauche  de  DD',  en  dehors  de 
Taxe  des  x^  il  n'y  a  plus  qu^à  faire  les  premières  substi- 
tutions, et  Ton  obtient 


L'équation  (2)  a  donc  une  racine  comprise  entre  — 00 
et  —  i  et  une  entre  i  et  4-  oc  ;  les  coniques  correspon- 
dantes sont  deux  hyperboles.  L^abscisse  du  foyer  F  de 
Tune  est  négative,  celle  du  foyer  F  de  Taulre  est  supé- 
rieure à  a  a. 

Nous  avons  vu  que  la  conique  (1)  se  réduisait  à  un 
système  de  deux  droites  pour  e  =  oo  et  pour  e  =  —  i, 
c'est-à-dire  lorsque  le  point  M  était  pris  sur  BB',  ou  sur 
Diy,  ou  sur  l'axe  des  x.  Pour  voir  s'il  n'y  aurait  pas 
d'autres  cas^  formons  A;  on  a 


(4o9) 
qui  donne  encore  la  solution  e  =  o.  La  conique  (i)  cor- 
respondante est  le  système  des  deux  droites  imaginaires 
{x  —  a)* 4-^^=0,  qui  se  coupent  en  A,    et  le  point 
correspondant  M  est  un  point  quelconque  de  ces  droites. 

Pour  que  la  conique  (i)  soit  un  cercle^  il  faut  que 
e  =  o  ;  c'est  la  solution  précédente. 

Pour  que  ce  soit  une  hyperbole  équilatère,  il  faut  que 

e  =  ±^2,  c'est-à-dire,  en  substituant  dans  Téquation  (a), 
que  le  point  M  soit  sur  l'une  des  deux  hyperboles  équi- 
latères 

(E)  X2-Y«-4-2a(i±/â)X-a«(i±/i)'=o, 

qui  est  alors  Tune  des  coniques  passant  par  le  point  M. 
Ces  deux  hyperboles  ont  Taxe  des  x  pour  axe,  le  point  Â 
pour  sommet,  et  leurs  asymptotes  parallèles  aux  bissec- 
trices des  angles  des  axes  ;  les  abscisses  des  centres  sont 

—  a[i±  ^),  et  celles  des  foyers  F,  a(i  diy/2).  Elles 
sont  bitangentes  à  la  strophoïde  :  la  première  en  deux 

points  dont  les  abscisses  sont  — a —  et  dont  les 

ordonnées,     zhai/ >   sont    imaginaires  ;   la 

seconde  en  deux  points  dont  les  abscisses  sont  —  a ^ 

et  dont  les  ordonnées,  dzai/-^— ; >  sont  réelles  et 

égales  à  zi=  ^  environ. 

3°  Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de 
l'origine  à  toutes  les  coniques  du  faisceau  sont,  à  l'inter- 
section de  ces  coniques  et  de  la  polaire  de  Torigine  par 
rapport  à  elles  : 

(4)  {i-\-e)(x  —  a  —  ac)=o. 

En  éliminant  e  entre  les   équations  (1)   et  (4)?  on  a 


(  4io  ) 

Téquation  du  lieu.  La  solution  e  =  —  i  donne  y^  =  o, 
ce  qui  doit  être*,  et  l'autre  solution,  e  = j  donne 


a^yt^  x^{x  —  a)*        ou        a7(ar  —  a)=  ±  aj^, 
ce  qui  peut  s'écrire 


(^-îy-^/'=(r±ï) 


Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  paraboles  qui  se 
coupent  a  angle  droit  au  point  A  et  à  Torigine,  où  les  tan- 
gentes sont  les  bissectrices  des  angles  des  axes  ;  elles  ont 
pour  foyer  commun  le  point  I  et  pour  directrices  les 

droites  y  rt  -  =  o.  Elles  sont  osculatrices  à  l'origine  à 

la  strophoïde  quelles  traversent;  car,  en  chcrchani 
l'équation  aux  abscisses  des  points  de  rencontre  des 
deux  courbes,  on  trouve 

ar*(a?  —  a)=  o. 

Enfin,  elles  rencontrent  la  parabole  j^=:-^ax  —  4*^  ^' 
les  deux  hyperboles  équilatères  (E)  aux  points  decoD- 
tact  avec  ces  courbes  des  tangentes  issues  de  O,  comme 
cela  résulte  de  la  définition  même  du  lieu.  C.  B. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  POUR  L'ADIISSieSI 

A  L  ÉCOLE  CENTRALE  EN  1888. 

SECONDE  SESSION. 


\ .   On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 
(i)  ««/«-+- **x»  =  a«6«, 

ety  dans  son  plan,  un  point  P(p,  q)  par  lequel  on  mené 


(4.1  ) 

deux  droites  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des 
axes.  On  considère  toutes  les  coniques  passant  par  les 
points  d^ intersection  de  ces  droites  auec  l'ellipse  donnée. 
Écrire  V équation  générale  de  ces  coniques  ;  trousser  le 
lieu  de  leurs  centres  et  distinguer  les  portions  de  cette 
courbe  qui  correspondent  à  des  centres  d' ellipses  ou  à 
des  centres  d'hyperboles. 

2.  On  prend  la  polaire  de  l'origine  des  coordonnées 
par  rapport  à  chacune  des  coniques  et  ton  abaisse,  du 
point  P,  une  perpendiculaire  sur  cette  polaire.  Trouver 
le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

3.  Parmi  les  coniques  considérées  se  trouvent  deux 
paraboles,  trouver  leurs  foyers  pour  une  position  don- 
née du  point  P  et  les  lieux  de  ces  foyers  lorsque  le 
point  P  parcourt  :  i^  une  des  bissectrices  des  axes  de 
V ellipse  donnée;  2**  la  circonférence  circonscrite  au 
rectangle  des  axes  de  cette  ellipse. 

SOLUTION. 

1.  L'équation  du  faisceau  des  droites  AB,  CD  paral- 
lèles aux  bissectrices  des  angles  des  axes,  menées  par  le 
point  P,  est 

et  Téquation  générale  des  coniques  cherchées 

(2)     (a?— /?)«  — (^  — ^)«-+-X(a*7«-l-6«a?«  — a«6«)  =  o. 
En  éliminant  X  entre  les  équations  du  centre 

I  — (^  — ^)-HXa2^  =  o, 
on  a  l'équation  du  lieu 

(4)  à^yi^x-- p) -^  b^x(y  ^q)T=zo. 


(4'0 

Il  existe,  comme  on  sait,  trois  valeurs  de  X  pour  les- 
quelles la  conique  (a)  se  réduit  à  un  faisceau  de  deux 
droites  :  Tune  de  ces  valeurs  est  o  et  correspond  aux 
droites  AB  et  CD  ;  les  deux  autres,  qu'il  est  inutile  de 
chercher,  correspondent  aux  droites  AC  et  BD,  AD  et 


BC;  ces  trois  faisceaux  de  droites  font  connaître  trois 
points  du  lieu  P,  Q,  R.  La  conique  (i)  correspondant 
à  X  =  oo  fait  connaître  le  point  O.  On  sait  aussi  que, 
par  les  points  de  rencontre  d'une  conique  et  de  deux 
droites  également  inclinées  sur  ses  axes,  on  peut  faire 
passer  un  cercle,  qui  correspond  ici  à  la  valeur  de  X  don- 
née par  l'équation 


iH-  > 6*  =  —  n-  X a« 


ou 


X  = 


a«— 6* 


Cette  valeur,  substituée  dans  les  équations  (3),  donne, 
pour  les  coordonnées  du  centre  I  du  cercle,  qui  est  uu 
poii^t  du  lieu, 


X  = 


a»— 6« 


a' 


T^P' 


r  =  - 


a*  — ^ 
6« 


a' 


On  voit  que  la  droite  OI  est  symétrique  de  la  droite  DP 
par  rapport  aux  axes. 

On  sait  encore  que,  par  quatre  points,  on  peut  faire 


(-1,3) 

passer  deux  paraboles,  qui  correspondent  ici  aux  valeurs 
de  X  données  par  Téquation 

(— i-+-Xa»)(i4-X*»)  =  o. 

Ces  valeurs,  successivement  substituées  dans  les  équa- 
tions (3),  donnent,  pour  les  coordonnées  des  centres  des 
deux  paraboles, 

Les  équations 

-      ^*  _      à* 

sont  donc  celles  des  diamètres  des  cordes  parallèles  aux 
axes  des  coordonnées,  et,  comme  ces  diamètres  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  cordes  correspon- 
dantes, ce  sont  celles  des  axes  des  deux  paraboles  ; 
d'ailleurs  elles  coïncident  avec  les  équations  des  asym- 
ptotes de  la  conique  (4)9 

elles  fournissent  donc  les  coordonnées  de  son  centre.  Or, 
si  l'on  prend  le  milieu  a>  de  la  distance  OI,  on  a,  pour 
les  coordonnées  de  ce  point, 

_  p       a* —  ^^  P  ^      ^* 

g        a* — b*  g  6* 

"^       2        a'  -H  ^*  2        a*  -H  6«  ^  * 

Le  point  co  est  donc  le  centre  cherché,  et  l'hyperbole 
est  amplement  déterminée. 

Le  genre  de  la  conique  (4)  dépend  du  signe  du  pro- 
duit 

(i-+-X6*)(— i-+-Xa*); 


(4i4) 

ces  deux  facteurs  s'expriment,  en  fonction  des  coordon- 
nées d'un  point  du  lieu,  à  l'aide  des  équations  (3),  qui 
donnent 

de  sorte  que  le  genre  dépend  du  signe  du  produit  xjr.  Si 
Ton  suppose  qu'on  a  pris  pour  angle  des  coordonnées 
positives  celui  qui  contient  le  point  P,  un  point  du  lieu 
dont  les  coordonnées  sont  de  uièmes  signes  est  un  centre 
d'hyperbole,  un  point  du  lieu  dont  les  coordonnées  sont 
de  signes  contraires  est  un  centre  d'ellipse.  La  branche 
située  dans  l'anglej^  Ox  et  qui  contient  les  points  P,Qï  R 
correspond  donc  aux  hyperboles,  et  l'autre  située  dans 
les  deux  angles  adjacents  et  qui  contient  les  points  O 
et  I  correspond  aux  ellipses. 

2.  La  polaire  de  l'origine,  par  rapport  à  la  conique(2), 
et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  cette  po- 
laire ont  pour  équations  : 

(5)  —p(x  —  p)-^q{y  —  q)--'ka^b^  =  o, 

(6)  q(x  — />)  -H/?  (j^  —  çr)  =  o. 

Les  coordonnées  d^un  point  du  liea  vérifient  les  équa- 
tions (5)  et  (6*),  et,  comme  l'équation  (6)  est  mdépen- 
dantedeX,  elle  est  l'équation  du  lieu.  La  droite  (5)aymt 
une  direction  constante,  il  suffit,  pour  construire  la 
droite  (6),  de  prendre  la  polaire  du  point  O  par  rap- 
port à  l'une  des  coniques  (s),  par  exemple  par  rapport 
au  cercle  ÂBCD,  et  de  lui  mener  du  point  P  une  per- 
pendiculaire. Or  cette  polaire  est  perpendiculaire  à  01; 
donc  la  droite  (6)  est  la  parallèle  à  01  menée  par  le 
point  P. 

3.  Considérons  la  parabole  correspondant  à  X=~) 


(4.5  ) 

qui  a  pour  axe  la  parallèle  à  Oj  menée  par  eu.  La  polaire 
du  point  P  par  rapport  h  cette  parabole,  comme  par  rap- 
port à  toutes  les  coniques  (4)i  est  la  droite  QR.  Si  donc 
on  prend  le  point  de  rencontre  P'  avec  QR  de  la  paral- 
lèle à  Oy  menée  par  P,  et  le  milieu  M  de  PP',  M  est  le 
point  de  rencontre  avec  la  parabole  du  diamètre  PP',  la 
tangente  en  M  est  parallèle  à  QR  et  la  normale  lui  est 
perpendiculaire.  D'après  un  théorème  connu,  le  milieu 
de  la  distance  des  points  de  rencontre  de  l'axe  de  la 
parabole  avec  ces  deux  droites  est  le  foyer  cherché,  i.a 
polaire  du  point  P  a  pour  équation 

b^px-^-à^qy  —  a' 6*  =  o. 

Remplaçons-y  x  par  p  :  nous  aurons,  pour  l'ordonnée  du 
point  P', 


y  = 

a^q 

-> 

et, 

par 

suite, 

pour 

celle 

du  point 

M, 

y- 

a^q 

'xà^q 

a»  6» 

La  tangente  en  ce  point,  parallèle  à  la  polaire,  a  pour 
équation 

b^p{x-p)-\-a^q[y 2 -^ j=o, 

et  la  normale 

a^q{x-p)^brp{y^  ^J^ j  =  o. 

Remplaçons,  dans  ces  deux  équations^  x  par  -^ — rj  Pt 

et  prenons  la  demi-somme  des  valeurs  correspondantes 
de  j,  nous  aurons  l'ordonnée  du  foyer 

(7)  V  =  6' r ^  ; 


(  ^y(i  ) 

son  abscisse  est 

(8)  X=   -z Trp. 

^    ^  a*  -h  6*  '^ 

Si  le  point  P  décrit  la  bissectrice  de  l'angle  yOx^ 
on  a 

(9)  p  —  ç^o; 

s*il  décrit  celle  de  Tangle  adjacent,  on  a 

(9')  p-\-q  =  o. 

Des  équations  (8)  et  (g),,  ou  (8)  et  (9'),  ou  tire  p  et 
(f  et  on  les  porte  dans  l*équation  (7);  on  a,  pour  les  équa- 
tions des  deux  premiers  lieux, 

hyperboles  rapportées  à  leurs  asymptotes  et  dont  on  con- 
struit aisément  les  points  de  rencontre  avec  les  bissec- 
trices des  angles  des  axes. 

Si  le  point  P  décrit  la  circonférence  indiquée,  on  a 

(9')       />*-i-y*  =  a*-t- **        ou        a«-^-62  — /?«  =  ^«, 

ce  qui  réduit  Téquation  (7)  à 

{7')  y  =  6* ^-î 

Si  q  n^est  pas  nul,  cette  équation  s'écrit 

Des  équations  (8)  et  (7''),  on  tire  ^  et  y  et  on  les  porte 
dans  l'équation  (9'');  on  a,  pour  l'équation  du  troisième 
lieu, 

ô*  "^  Â*"  ""  a*-h6*' 


(4i7) 
ellipse  rapportée  à  ses  axes,  dont  les  longueurs  se  con- 
struisent sans  difficulté.  Si  q  est  nul,  p  ^ztiy/a^-f-i^, 

y  est  indéterminé  et  a:=  :  le  lieu  se  compose 

donc  des  tangentes  à  Tellipse  précédente  aux  points  où 
elle  rencontre  Taxe  des  x. 

Les  résultats  relatifs  à  la  seconde  parabole  se  dédui- 
sent de  ceux  qui  précèdent  en  échangeante  etj^,  a  et  &, 
p  et  ^  ;  on  retrouve  donc  les  deux  hyperboles  et  l'ellipse 
précédentes;  seulement,  au  lieu  des  tangentes  aux  points 
où  cette  ellipse  rencontre  Taxe  des  x^  on  a  les  tangentes 
aux  points  où  elle  rencontre  Taxe  des^.  C.  B. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  LÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1890. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne,  dans  un  plan,  une  hyperbole  équilatère  H,  dont 
Téquation  par  rapport  à  ses  axes  pris  pour  axes  de  coordon- 
nées est 

d'un  point  M  du  plan,  ayant  pour  coordonnées  x  —  p^  y  =  q^ 
on  mène  des  normales  à  cette  courbe. 

On  demande  : 

1°  De  faire  passer  par  les  pieds  de  ces  normales  une  nou- 
velle hyperbole  équilatère,  dont  les  normales  en  ces  points 
soient  concourantes,  et  de  déterminer  leur  point  de  concours. 

7^  En  désignant  par  K  une  hyperbole  équilatère  satisfaisant 
à  cette  condition,  dans  quelle  région  du  plan  doit  être  placé 
le  point  M  pour  qu'il  y  ait  une  hyperbole  K  correspondant  à 
ce  point. 

3"  Quelle  ligne  doit  décrire  le  point  M  pour  que  l'hyperbole 
K  soit  égale  à  l'hyperbole  H. 

N.  B,  —  Oo  conservera  les  notations  indiquées. 

Ann.  de  Afathémat.,  3*  série,  l.  IX.  (Août  1890.)  27 
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Composition  française. 

«  En  calculant  la  durée  de  la  vie  de  Faraday,  dit  M.  Tyndall, 
on  voit  que  ce  fils  de  forgeron,  cet  apprenti  relieur,  eut  à 
choisir  entre  la  Science  désintéressée  et  une  fortune  considé- 
rable qu'il  aurait  aisément  gagnée  dans  la  Chimie  analytique. 

»  Il  choisit  la  première  et  mourut  pauvre;  mais  il  eut  la 
gloire  de  maintenir  très  haut  pendant  quarante  ans  le  renom 
scientifique  de  l'Angleterre  parmi  les  autres  nations.  » 

Montrer  la  portée  d'un  pareil  exemple. 

Composition  de  Physique  et  de  Chimie. 

I.  Achromatisme  des  lentilles. 

II.  Dilatation  de  Teau. 

III.  Oxyde  de  carbone. 

N.  B,  —  On  tiendra  compte  de  la  concision  avec  laqueUe 
sera  rédigée  la  composition. 

Composition  de  Trigonométrie. 
Dans  un  triangle  ABC,  on  donne 

6  =  5828"",  755, 

c  =  475r,824, 

A  =  75°35'45'. 

Calculer  le  côté  a,  les  angles  B  et  C,  et  la  surface  du 
triangle. 

Composition  en  langues  vivantes  autres  que  V allemand. 

Ampère  a  laissé  une  trace  ineffaçable  partout  où  il  a  appli- 
qué les  efforts  de  son  puissant  esprit. 

Ce  profond  penseur,  ce  génie  universel,  le  plus  souvent 
absorbé  dans  ses  méditations  et  planant  si  haut  au-dessus  des 
misères  terrestres,  aurait  eu  le  droit  de  porter  avec  orgueil 
l'éclat  de  son  immense  savoir  et  Fa  gloire  de  ses  découvertes 
incomparables  :  il  fut,  au  contraire,  modeste,  timide  jusqu'à 
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la  gaucherie,  bon  et  affectueux  comme  les  âmes  simples,  et, 
comme  elles,  subit  toutes  les  vicissitudes  humaines. 

Après  la  mort  affreuse  de  son  père,  qui  plongea  sa  jeunesse 
dans  un  désespoir  où  sa  belle  intelligence  parut  sombrer  un 
instant,  il  revint  peu  à  peu  à  la  vie  pour  s'épanouir  bientôt 
dans  des  rêves  de  poésie  et  de  tendresse.  Lui-même  a  tracé, 
jour  par  jour,  sur  des  pages  à  demi  couvertes  d'Algèbre,  le  ré- 
cit naïf  des  émotions  de  son  cœur  de  vingt  ans. 

Le  même  charme  de  tendresse  et  de  dévouement  se  retrouve 
dans  les  lettres  qu'il  écrivait  à  sa  femme  presque  mourante 
restée  à  Lyon  avec  son  fils  Jean-Jacques. 

Le  cœur  se  serre  à  la  lecture  de  ces  pages  touchantes,  en 
vojant  celui  qui  devait  être  le  grand  Ampère  obligé  de  s'exi- 
ler à  Bourg,  et  de  consumer  misérablement  les  plus  belles  an- 
nées de  sa  jeunesse  pour  gagner  le  pain  quotidien  de  deux 
êtres  chéris. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Un  cube  de  i5*"  de  côté  a  l'une  de  ses  trois  directions  d'a- 
rêtes verticale,  et  une  autre  perpendiculaire  au  plan  vertical. 
Dans  la  face  postérieure,  considérons  l'arête  de  gauche,  l'a- 
rête inférieure  et  le  sommet  situé  à   l'intersection  dès  deux 
autres  arêtes. 

La  droite  passant  par  ce  sommet  et  par  le  sommet  opposé 
du  cube,  engendrerait,  si  elle  tournait  successivement  autour 
des  deux  arêtes  considérées,  deux  hyperboloïdes  qu'on  sup- 
pose remplis. 

Représenter,  par  ses  projections,  le  corps  formé  par  la  par- 
tie commune  aux  deux  solides  ainsi  obtenus,  en  le  limitant  en 
haut  et  en  bas  par  les  plans  des  deux  faces  horizontales  du 
cube,  et  en  arrière  par  celui  de  la  face  postérieure. 

On  placera  au  centre  du  cadre  de  l'épure  la  projection  ho- 
rizontale du  point  de  rencontre  des  axes  des  deux  hyperbo- 
loïdes, et  à  1^  au-dessus,  sur  une  parallèle  aux  petits  côtés,  la 
projection  verticale  du  même  point. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister,  dans 
le  tracé  à  l'encre,  que  la  détermination  d'un  point  de  chaque 
courbe  et  celle  de  la  tangente  en  ce  point. 
On  n'indiquera  aucune  asymptote. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES  POUR  LA  LICENCE 
EN  JUILLET  1889,  A  RENNES; 

Par  m.  Georges  MAUPIN, 
Matlre  auxiliaire  au  lycée  de  Rennes. 


1®  Trouver  t équation  différentielle  des  courbes  tra- 
cées sur  une  surface  donnée,  telles  que  t  angle  formé  par 
la  tangente  en  un  point  quelconque  avec  la  tangente 
conjuguée  se  projette  sur  le  plan  xoj  suivant  un  angle 
droit.  Montrer  qu'il  passe  en  chaque  point  de  la  sur^ 
face  deux  courbes  jouissant  de  cette  propriété  et  qu  elles 
sont  conjuguées  tune  de  l'autre.  Effectuer  P intégra- 
tion dans  le  cas  ou  la  surface  donnée  a  pour  équation 

Soit  (X)  JK)  ^)  un  point  appartenant  à  l'une  des  courbes 
cherchées.  La  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la  tan- 
gente en  ce  point  à  la  courbe  est  représentée  par 

D'autre  part,  la  tangente  conjuguée  est  représentée 
par  l'équation  du  plan  normal 

Z-^z=p(X-^x)-^qiY-^y\ 

et  l'équation  qu'on  tire  de  celle-ci  en  la  différeutiant 
par  rapport  au  paramètre  dont  dépendent  x^y^z^pelq. 
Cette  équation 

(a)       —  dz  =  dpiX  —37)  H-  dq(Y  —y) — pdx  —  ^dy^ 
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OU  simplement 

(3)  (\-'X)dp-^(Y-y)dp^o, 

est  justement  la  projection  de  la  tangente  conjuguée  sur 
le  plan  des  xj  ^  comme  les  droites  (i)  et  (2)  sont  rectan- 
gulaires, on  a 

(4)  dpdy — dqdx^o, 

Cest  r équation  des  lignes  demandées,  qu'on  peut  encore 
écrire,  en  développant  dp  et  dq^ 

(5)  S  (^7»  —  dir»)  -^  (r  —  t)dx dy  =  o. 

Cela  posé  : 
L'équation  (5)  étant  du  second  degré  en  ^9  par  chaque 

point  de  la  surface  il  passe  deux  des  lignes  considérées. 

La  tangente  T4  à  l'une  de  ces  lignes  est  conjuguée 
deT2,  tangente  «à  l'autre.  Soit,  enelTct,  C^  la  conjuguée 
de  T,  ;  par  hypothèse  C<  et  T^  sont  rectangulaires  en 
projection  -,  mais  la  relation  (  5),  où  le  produit  des  racines 
est  égal  à  —  1 ,  montre  qu'il  en  est  de  même  de  Ti  et  T2  ; 
doncT2  et  Ci  coïncident  en  projection,  et  par  suite  dans 
l'espace  (elles  sont  toutes  deux  dans  le  plan  tangent  à  la 
surface  au  point  a:,  j^,  z). 

Appliquons  à  la  surface 

une  première  differentiation  donne 

2^  =  x{^x^  -^y^)  —  c^x, 
nq  =j^(^*-f->'«)-f-c«^; 

par  une  deuxième  difTérentiation^  on  a 


\  %t  =  3y« 


(7)  j  2«  =  3^«-f-jr«H-c«, 

\  is  =  TLxy, 
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d'où 

r  —  l  =  x^  —  y^  —  c', 

s         ~xy\ 

réqualîoii  (5)  devient  donc 

rr^(  dy^  —  dx^  )  -H  (a?*  —  y^  —  c^)dx  dy  =  o, 

équation  générale  des  coniques  liomofocales,  qu'on  inté- 
grera en  se  reportant  au  numéro  d'avril  1888  des 
Nouvelles  Annales  (solution  de  M.  Etienne  Pomey). 

Ainsi,  dans  ce  cas^  les  lignes  demandées  se  projettent 
sur  le  plan  des  xjr  suivant  les  deux  systèmes  d'ellipses 
et  d'hyperboles  ayant  leurs  foyers  sur  ox^  à  la  distance 
C  de  l'origine. 

Si,  en  particulier,  C  =  o,  on  voit  facilement  que  la 
relation  (8  )  donne,  d'une  part,  des  cercles  concentriques 
k  l'origine,  d'autre  part,  des  droites  issues  de  l'origine. 
Les  lignes  demandées  sont  ici  les  parallèles  et  les  méri- 
diens de  la  surface 

qui  est  de  révolution  autour  de  oz, 

2**  Trouver  V équation  générale  des  surfaces  qui 
satisfont  aux  deux  équations  simultanées  aux  dérivées 

partielles 

l  s  —  xy. 

(8)  '^' 

(  r — t  =  X* — y*  —  c*. 

Les  équations  (7)  montrent  que  la  surface 

(9)  8^1  =  {x^  4-7«)»  -4-  cHy^  -  X*) 

est  une  intégrale  des  équations  proposées.  Posons  alors 

et  désignons  par  /< ,  J| ,  /|  ;  p,  o",  t,  les  quantités  qui  pour 
Z|  et  s  correspondent  à  r,  5,  t  pour  z.  En  substituant 
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celle  valeur  z^-h^  dans  les  équalions  (8),  on  a  simple- 
ment 

p  — z  =  o. 

Prenons  d'abord  l'équation  0-=  o^  intégrant  une  pre- 
mière fois  par  rapport  à  or^  on  a 

une  deuxième  intégration  par  rapport  à  x  donne  ensuite 

(11)  î  =  c,  -H  c,  4-  o(^)  -4-  4/(a?). 

Cette  valeur  Ç  satisfaisant  à  la  deuxième  équation  (lo), 
on  a 

(12)  ?'(jK)-+'(a?)  =  o; 

mais  f  dépend  uniquement  de^,  donc  aussi  «p''  dépend 
uniquement  de  j*;  <{;  dépend  uniquement  de  x,  donc 
aussi  ^j;''.  Il  en  résulte  que  cp''(j'')  et  Yi^)  *^**^  tous' deux 
égaux  a  une  même  constante  K  et^  par  suite,  on  a 

0/=  îî^  H-Nar-f-N', 

où  M,  M',  N,  jN'  sont  des  constantes  arbitraires. 

Remplaçant  dans  2^,  f  et  ^  par  ces  valeurs,  puis  por- 
tant dans  (lo),  on  obtient 


JS  =  Zfh 


K  y*        K  :r* 

— ^  -{-  ' h  My  -+-  Na?  -h  M  -f-  M'  -h  G|  4-  Cj 


ou,  en  tirant  z^  de  (9), 


K  K 

-H  -  v'H a?»-f-My-f-Na7-*-  M -h  M'4-Gi-+-G„ 

22 
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c'est-à-dire 

z  ==  i(x-«-+-j^«)*-}-Aar*-+-C^«-l-Da:-+-E>'-4-F, 
8 

oà  A,  C,  D,  E,  F  sont  cinq  constantes  arbitraires.  Telle 
est  Téquation  générale  demandée. 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  CONIQUES 
DAPRÉS  LEUR  DÉFINITION  C); 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Définitions . 

II..  Si  Ton  considère  une  suite  de  couples  de  deux 
points  situés  sur  une  ligne  droite,  et  tels  que  le  produit 
des  distances  des  deux  points  formant  un  couple  à  un 
point  fixe  de  la  droite  soit  constant,  ces  couples  de  points 
sont  dits  placés  en  im^olution. 

Le  point  fixe  de  la  droite  est  le  centre  de  l'involution, 
et  le  produit  fixe  en  est  la  puissance. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  si  Ton  considère  une 
suite  de  cercles  ayant  un  même  axe  radical,  leurs  points 
d'intersection  avec  une  droite  quelconque  de  leur  plan 
sont  situés  en  involution,  le  centré  de  cette  involution 
étant  placé  au  point  commun  de  la  droite  considérée  et 
de  Taxe  radical  commun  aux  cercles,  et  la  puissance  de 
Tinvolution  étant  celle  de  ce  point  par  rapport  aux 
cercles. 


(')   Voir  même  Tome,  p.  240. 
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II  en  résulte  encore  que,  si  Ton  considère  sur  une  droite 
quatre  points  se  correspondant  deux  à  deux,  que  par 
deux  de  ces  points  correspondants  on  fasse  passer  un 
cercle,  et  par  les  deux  autres  un  deuxième  cercle,  tous 
les  autres  cercles  ayant  même  axe  radical  avec  les  deux 
précédents  formeront,  par  leur  intersection  avec  la 
droite,  une  involution  complètement  déterminée  par  les 
quatre  points  considérés. 

Ainsi^  un  système  de  points  en  involution  est  déter- 
miné par  deux  cercles  et  une  droite  situés  dans  le  même 
plan  :  cette  définition  ne  suppose  même  pas  les  deux 
couples  de  points  donnés  réels;  en  eifet^les  deux  cercles 
donnés  et  la  droite  associée  de  leur  plan  commun  peu- 
vent ne  pas  tous  se  couper  réellement  deux  à  deux. 

Si  les  deux  cercles,  qui,  pris  avec  une  droite  de  leur 
plan  commun,  déterminent  une  involution,  ne  coupent 
pas  réellement  leur  axe  radical,  ou  le  coupent  réelle- 
ment en  deux  points  situés  d*un  même  côté  de  la  droite, 
il  existe,  parmi  les  cercles  ayant  même  axe  radical  avec 
les  deux  cercles  donnés,  deux  cercles  réel  s.  tangents  à  la 
droite  en  deux  points  qui  se  correspondent  chacun  à 
lui-même,  et  qui  sont  dits  points  doubles  de  Vinvolu^ 
lion;  ces  points  doubles  sont  placés  à  égale  distance 
du  centre  de  l'involution  et  de  part  et  d'autre  de  ce 
centre.  Dans  ce  cas,  deux  points  formant  un  couple  sont 
essentiellement  placés  d'un  même  côté  du  centre,  et  de 
telle  sorte  que  deux  points  d'un  même  couple  compren- 
nent deux  points  d'un  autre  couple,  ou  soient  compris 
entre  ces  deux  points,  si  ces  quatre  points  sont  situés 
d'un  même  côté  du  centre;  la  puissance  de  l'involution 
est  alors  positive. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'axe  radical  commun  aux 
cercles  deviendrait  parallèle  à  la  droite,  le  centre  de  l'in- 
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volution  ainsi  que  Tun  des  points  doubles  passeraient  à 
riniini;  le  second  point  double  resterait  à  distance  finie, 
au  point  de  rencontre  de  la  droite  et  de  la  ligne  des  cen- 
tres des  cercles  ;  deux  points  correspondants  quelconques 
seraient  placés  à  égale  distance  du  point  double  restant 
à  distance  finie;  la  puissance  de  cette  involutiou  serait 
infinie. 

Si,  au  contraire,  les  deux  crrcles,  qui,  pris  avec  une 
droite  de  leur  plan  commun,  déterminent  une  involution, 
coupent  réellement  leur  axe  radical  en  deux  points  situés 
de  part  et  d'autre  de  la  droite,  deux  points  d'un  couple 
se  trouvent  placés  de  part  et  d'autre  du  centre  derinvo- 
lution,  un  seul  des  points  d'un  couple  se  trouve  compris 
entre  deux  points  d'un  autre  couple;  il  n'existe  pas 
dans  ce  cas  de  point  double  réel  ;  la  puissance  de  l'invo- 
lution  est  alors  négative. 

Dans  tous  les  cas,  si  deux  points  d'une  involution  for- 
ment un  couple,  les  deux  points  symétriques  de  ceux-là 
par  rapport  au  centre  forment  aussi  un  couple  *,  le  point 
correspondant  au  centre  passe  à  l'infini. 

Nous  avons  vu  au  commencement  du  présent  numéro 
que  deux  couples  de  points  a  et  a\  b  et  b\  situés  sur 
une  droite  déterminaient  une  involution;  si  c  et  c'  sont 
deux  points  d'un  autre  couple  de  la  même  involution, 
nous  donnerons,  pour  abréger,  la  dénomination  de  rap- 
port in^olutif  du  point  c  par  rapport  aux  deux  systèmes 
de  points  a  et  a',  b  et  &',  au  rapport  des  puissances  du 
point  c  par  rapport  aux  deux  systèmes  de  points  a  et  a', 

a  et  b  i  soit  :  -r ^* 

D'après  le  théorème  I,  établi  au  numéro  précédent,  il 
est  évident  que  le  rapport  involutif  du  point  c  est  %al 
à  celui  du  point  </  qui  forme  couple  avec  lui;  et  aussi 
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que,  si  les  rapports  involutifs  de  deux  points  de  la 
droite  par  rapport  à  a  et  a\  b  et  V  sont  égaux,  ces  deux 
points  forment  une  involution  avec  a  et  a\  b  et  V . 

Si  l'on  considère  un  système  de  points  en  involulion  et 
(\vCon  les  unisse  par  des  lignes  droites  à  un  point  fixe  S, 
pris  hors  de  la  droite  qui  les  contient,  le  système  de  ces 
droites  de  jonction  forme  un  faisceau  qui  porte  le  nom 
àe  faisceau  en  involution^  le  point  S  en  est  le  sommet^ 
dans  le  cas  où  Tinvolution  renferme  des  points  doubles, 
les  rayons  qui  passent  par  ces  points  sont  dits  rayons 
doubles, 

III.  Théorème.  —  Toute  sécante  rectiligne  à  un 
faisceau  en  involution,  ne  passant  pas  par  le  sommet, 
détermine  par  ses  intersections  avec  les  rayons  du  Jais- 
ceau  un  système  de  points  en  involution. 

Soit  Saa'bb'cc*  un  faisceau  en  involution  (yZg^.  i^), 
coupons-le  par  la  sécante  rectiligne  ^'a  rencontrant  les 
rayons  Sa,  Sa',  Si,  SA',  Se,  Se',  respectivement  en  a, 
ofj  P,  P',  Tiï'î  P^"^  '^s  points  Y>  T^ï  menons  y\^'V^ 
parallèles  à  Va. 

Fig.  17. 
8 


De  la  considération  des  couples  de  triangles  sembla- 
bles :  '^oîk  et  y'aV,  Sca  et  Syk^  S  c'a  et  S^V,  on  déduit 
les  égalités  de  rapports 

yX""y'^''         ca  ""   Se'  Se' ""c'a 
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Multipliant  ces  trois  égalités  membre  à  membre  et  ré- 
duisant, on  a 

ca       bc       ca      oc 
Par  des  considérations  analogues,  on  trouve 

ca       oc       c  a       oc 
co       Se        c  o        Se 

^^^  cô'^Sc'      c'6'^Sc 

Multipliant  membre  à  membre  les  égalités  (i)  et  (2), 
et  séparément  les  égalités  (3)  et  (  4))  puis  divisant  la  pre- 
mière ainsi  obtenue  par  la  deuxième,  on  a 

Ya.ya'       cb,cb'  _^Y°^'Y^'       c'b.c'b' 
ïP^  ^  ^^7^  ""  y'P-t'P'  ^  c'a. c'a'* 


ca.ca'    c'a.c  a' 


Ur,  les  deux  rapports  -^ — ^>  -tt — rrî  sont  égaux,  car 

ce  sont  les  rapports  involutifs  des  deux  points  corres- 
pondants cetcf  par  rapport  aux  couples  de  points  a  et  (^. 
b  et  &',  qui  sont  en  involutioh  avec  eux;  il  en  résulte 

1*  '     T.  '  j  .    Ya.Ya'        y'». y' a' 

1  égalité  des  rapports  •'     '  ,  et  -^-5— Vs»  et  comme  ces  rap- 

ports  sont  les  rapports  involutifs  des  points  y  ety'p^'' 
rapport  aux  couples  de  points  ot  et  a',  ^  et  ^',  il  s'ensuit 
que  ces  six  points  font  partie  de  Tinvolution  déterminée 
par  les  couples  de  points  a  et  a',  ^  et  P'  {fin  du  numéro 
précédent). 

Remarque  I, —  Si  Tinvolution  définie  par  les  couples 
de  points  a  et  a',  &  et  &'  a  des  points  doubles  réels,  il 
en  est  de  même  de  celle  qui  est  définie  par  les  couples 
de  points  a  et  a',  p  et  Jî',  et  les  points  doubles  des  deux 


i 
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involutions  sont  deux  à  deux  sur  les  mêmes  rayons  :  mais 
il  n'en  est  pas  de  même  des  centres  de  ces  deux  involu- 
tions, car  le  centre  de  chacune  d'elles  est  situé  sur  le 
rayon  conjugué  de  celui  qui  est  parallèle  à  la  direction 
de  la  sécante  ;  dès  lors,  ils  ne  peuvent  être  situés  sur  le 
même  rayon  que  si  les  deux  sécantes  sont  parallèles. 

Remarque  11.  —  Dans  un  faisceau  en  involution  il 
existe  toujours,  et  il  n'existe  en  général  qu'un  système 
de  rayons  rectangulaires;  en  eOet,  si  nous  coupons  le 
faisceau  par  une  sécante  quelconque,  les  points  de  ren- 
contre de  cette  droite  et  des  rayons  du  faisceau  forment 
un  système  de  points  en  involution.  Le  cercle  variable 
passant  par  deux  de  ces  points  associés,  et  par  le  sommet 
du  faisceau,  coupe  le  rayon  qui  passe  par  le  centre  en  un 
second  point  fixe;  d'après  la  propriété  des  sécantes 
menées  d'un  point  à  un  cercle.  Dès  lors  il  suffira,  pour 
avoir  des  rayons  rectangulaires,  de  faire  passer  par  ce 
point  et  le  sommet  du  faisceau  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  la  droite,  les  rayons  passant  par  les  points 
communs  de  ce  cercle  et  de  la  droite  seront  associés  et 
rectangulaires.  11  n'y  a,  en  général,  qu'un  cercle  passant 
par  deux  points  et  ayant  son  centre  sur  une  droite  don- 
née, d'où  résulte  qu'il  n'y  a,  en  général,  qu'un  système  de 
rayons  rectangulaires.  Il  ne  peut  y  avoir  indétermina- 
tion que  si  la  droite  était  perpendiculaire  au  milieu  de 
celle  qui  suit  les  deux  points;  dans  ce  cas,  tous  les 
rayons  associés  seraient  rectangulaires. 


Involution  des  diamètres  conjugués  des  coniques 

à  centre  y  et  applications. 

IV.  Nous  avons  vu  au  Chapitre  I,  n"*  IV  et  XIV,  que 
les  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  d'une  section 
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elliptique,  ou  hyperbolique,  menées  par  le  sommet  du 
cône,  déterminaient,  sur  l'intersection  de  leur  plan  avec 
celui  de  la  base  circulaire,  deux  points  dont  le  produit 
des  distances  à  un  point  fixe  de  cette  droite  était  con- 
stant ;  il  résulte  du  numéro  précédent  que  ces  parallèles 
forment  un  faisceau  en  involution;  qu'il  en  est  de  même 
des  diamètres  conjugués  de  ces  deux  courbes  qui 
forment  un  faisceau  superposable  sur  le  précédent. 

Le  faisceau  des  diamètres  conjugués  d'une  section 
elliptique  n'a  point  de  rayons  doubles,  puisque  le 
centre  de  Tinvolution  qu'ils  déterminent  sur  l'intersec- 
tion du  plan  de  l'ellipse  et  de  celui  de  la  directrice  cir- 
culaire est  situé  entre  deux  points  conjugués  quelcon- 
ques (n«  IV,  Cb.  I). 

Au  contraire,  le  faisceau  des  diamètres  conjugués 
de  l'hyperbole  admet  toujours  deux  rayons  doubles  qui 
coïncident  avec  les  asymptotes,  comme  cela  résulte  des 
propriétés  des  diamètres  conjugués  de  cette  courbe, 
établies  au  n°  XIV  (Ch.  I).  Du  numéro  précédent  résulte 
alors  :  i®  que  le  système  des  diamètres  conjugués  d' une 
ellipse  ou  d'une  hyperbole  détermine  un  système  de 
points  en  inuolution  sur  une  droite  quelconque  du  plan 
de  la  courbe;  2°  que  le  centre  de  cette  ins^olution  est  le 
point  ou  la  droite  est  rencontrée  par  le  diamètre  con- 
jugué de  sa  direction. 

Nous  nous  proposons  actuellement  de  généraliser  le 
lemme  établi  au  n°  VU  (Ch.  I). 

Si  par  deux  des  extrémités  de  deux  diamètres  conju" 
gués  d'une  ellipse  on  mène  deux  sécantes  parallèles, 
les  secondes  extrémités  de  ces  sécantes  sont  celles  de 
deux  autres  diamètres  conjugués. 

Soient  0)  une  ellipse  (Jtg- 1 8),  <o  A,  coB,  deux  diamètres 
conjugués  de  la  courbe;  par  les  points  A  et  B  menons 
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les  cordes  parallèles  A  M,  BN,  je  dis  que  coM  et  (oiN 
forment  un  système  de  deux  diamètres  conjugués.  En 
effet,  construisons  le  diamètre  coC  parallèle  aux  cordes 

Fig.  i8.  • 


AM,  BN,  et  son  conjugué  coD  qui  les  divise  en  parties 
égales;  menons  la  droite  am  parallèle  arbitraire  à  coC, 
le  faisceau  des  quatre  droites  o),  ABCD  détermine  Tin- 
volution  des  diamètres  conjugués,  et  D  est  le  centre  de 
Tinvolution  des  points  de  rencontre  des  rayons  de  ce 
faisceau  avec  am.  Or  on  a  évidemment  D/i  =  Hb  et 
Dm  =:  Da,  puisque  deux  parallèles  sont  coupées  en  par- 
ties proportionnelles  par  plusieurs  droites  issues  d'un 
point-,  dès  lors  on  a  :  Dm  x  D/z  =  Dri  x  Di,  ce  qui 
montre  que  a>M,  coN  sont  conjugués  dans  le  faisceau, 
et,  en  conséquence,  forment  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

Remarque  /.  —  Cette  propriété  a  également  lieu 
pour  rhyperbole  en  définissant,  comme  nous  l'avons 
fait,  Textrëmité  d'un  diamètre  qui  ne  rencontre  pas  la 
courbe. 

Le  produit  des  segments  interceptés  sur  une  tan- 
gente à  une  ellipse,  entre  le  point  de  contact  et  ses 
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points  de  rencontre  as^ec  deux  diamètres  conjugués, 
est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la 
direction  de  la  tangente, 

•  Soient  (1)  une  ellipse  (fig-  19),  AA'  un  diamètre  quel- 
conque, PQ  une  parallèle  tangente  en  B  ;  wB  sera  le  dia- 


mètre conjugué  de  AA',  et  B  le  centre  de  Tinvolutiun 
que  détermine  sur  PQ  le  faisceau  des  diamètres  conju- 
gués de  Tellipse.  Menons  les  tangentes  AP,  A'Q  aux 
extrémités  du  diamètre  AA'^  elles  sont  parallèles  à  coB 
et  déterminent  les  deux  parallélogrammes  coAPB, 
coA'QB. 

Joignons  par  des  lignes  droites  coP,  wQ,  AB,  A'B; 
a)P,  a)Q,  sont  deux  diamètres  conjugués,  car  ils  sont 
respectivement  parallèles  à  A'B,  AB,  qu'ils  divisent  en 
parties  égales;  dès  lors,  le  produit  des  segments  BP,BQ, 
qu^ils  interceptent  sur  la  tangente  est  égal  à  la  puis- 
sance de  l'involution  déterminée  sur  cette  droite  par  le 
faisceau  des  diamètres  conjugués^  or  ce  produit  est  visi- 
blement égal  à  wA  X  wA'=  toA  ,  puisque  <oA  =  PB, 
eta>A'=BQ.  c.   Q.   F.    D. 

Une  tangente  en  un  point  variable  d'une  ellipse  in- 
tercepte sur  deux  tangentes  parallèles  /îxeSy  à  partir 
de  leurs  points  de  contact,  deux  segments  dont  le  pro- 
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duit  est  constant  et  égal  au  carré  du  demi^dianwtre 
parallèle  à  la  direction  des  tangentes  fixes. 

Soient  0)  une  ellipse  (/ig'.ao),  AP,  A'Q  deux  tangentes 
fixes  parallèles,  dont  les  points  de  contact  A,  A^  sont 

Fig.  ao. 


diamétralement  opposés,  PQ  une  tangente  mobile  dont 
le  point  de  contact  est  B;  traçons  les  droites  AB,  A'B, 
et  les  diamètres  o>P,  wQ. 

Le  point  P  d'intersection  des  polaires  de  A  et  B  est  le 
pôle  de  AB  par  rapport  à  Tellipse;  donc  la  polaire  de 
tout  point  de  AB  et  en  particulier  de  celui  qui  est  situé 
à  l'infini,  passe  par  le  point  P,  n**  XIX.  Chap.  I;  or  la 
polaire  du  point  silué  à  Tinfini  sur  AB  est  le  diamètre 
conjugué  de  la  direction  de  cette  droite  ;  donc  coP  divise 
AB  en  deux  parties  égales.  On  verrait  de  même  que 
(i>Q  divise  A'B  en  deux  parties  égales,  et  il  en  résulte 
que  chacun  des  diamètres  <oP,  coQ  divisant  en  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre,  ces  deux  diamètres 
sont  conjugués. 

D'après  le  théorème  précédent,  le  produit  des  seg- 
ments AP,  AR,  interceptés  sur  la  tangente  AP  par  les 
deux  diamètres  conjugués  (oP,  toQ,  est  égal  au  carré  du 
demi-diamètre  parallèle  à  AP;  mais  les  deux  triangles 

Ann.  de  Mathéniat..  '^*  série,  t.  IX.  (Sopicmbre  1890.)        28 
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(oARy  (oA'Q  sont  égaux  coinine  ayant  un  côté  égal  ad- 
jacent à  deux  angles  égaux,  d'où  résulte  l'égalité  des 
côtés  AR,  A'Q,  et,  en  conséquence,  le  produit  AP  x  A'Q 
est  aussi  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  aux 
tangentes  AP  jA'Q. 

Remarque  II.  —  Ces  deux  propositions  s'appliquent 
également  à  l'hyperbole  :  établissons  la  première,  la  se- 
conde s'en  déduit  d'après  les  mêmes  considérations  que 
pour  l'ellipse. 

Le  produit  des  segments  interceptés  sur  une  tangente 
à  une  hjperbole  entre  le  point  de  contact  et  ses  points 
de  rencontre  a\^ec  deux  diamètres  conjugués  est  égal  au 
carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  direction  de  la 
tangente. 

Soient  AB,  CD,  les  asymptotes  d'une  hyperbole  dont 
le  centre  est  O  {Jig-  21),  RS  une  tangente  à  cette 
courbe.  D'après  ce  que   nous   avons  vu  au  n"  XVU, 

Vî[\.  21. 


Chap.  I,  son  point  de  contact  est  placé  au  milieu  M  du 
segment  RS  intercepté  entre  les  asymptotes,  et  MR  re- 
présente le  demi-diamètre  parallèle  à  la  direction  de  la 
tangente  MR. 

Dans  Tinvolution  déterminée  sur  la  tangente  par  le 
faisceau  des  diamètres  conjugués,  M  est  le  centre,  et  R 
et  S  sont  les  points  doubles*,  on  en  conclut 


MR  =  MP  X  MQ, 
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si  P  et  Q  sont  les  poiutsde  rencontre  de  deux  diamètres 
conjugués  avec  la  tangente,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème énoncé. 

Enfin,  et  c'est  là  une  conséquence  importante  du 
numéro  précédent ,  la  peî\spective  d'un  faisceau  en 
involution  sur  un  plan  est  encore  un  faisceau  en  invo- 
lution^  puisqu'un  rayon  du  faisceau  donné  et  sa  per- 
spective rencontrent  au  même  point  Tintersection  de 
leurs  plans.  {A  suis^re,) 


RÉALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 

U  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximilien  MARIE 

au  Collège  Stanislas,  à   Sainle-Barbc ,   à    l'Kcole  Sainlr-Gencvièvc 

et  à  rÉcoIc  Monîje  (•). 


DES    PÉniODES    DES    INTÉGRALES. 

13.  Tous  les  parcours  se  ramenant  les  uns  aux  autres, 
nous  pouvions  donc  réduire  les  chemins  à  considérer 
à  des  chemins  composés  d'arcs  des  deux  enveloppes  et 
d'arcs  de  conjuguées;  d'un  autre  côté,  comme  l'intégrale 
fjdjc  ne  peut  s'accroître  de  constantes  que  dans  des 
chemins  fermés,  à  la  fois  par  rapport  à  la  variable  et  à 
la  fonction,  nous  rechercherons  les  périodes  d'une  inté- 
grale dans  les  parcours  d'anneaux  fermés  de  la  courbe 
réelle,  de  l'enveloppe  imaginaire  et  des  conjuguées. 

Des  périodes  engendrées  dans  le  parcours  d' an- 
neaux fermés  de  la  courbe  réelle.   —  Si  la  courbe 


(*)    Voir  in<>me  tome,  p.  383. 


(436) 

réelle  représentée  par  Téquatioii  f(x,j  )  =  o  du  lieu 
considéré  comprend  quelques  anneaux  fermés,  tels  que 
A  MB  M'A  (Jlg»  12),  rintégrale  quadratrîcc  de  ce  lieu, 
fydxj  admettra  évidemment  pour  périodes  les  aires 
enfermées  respectivement  dans  ces  différents  anneaux 
fermés. 

En  effet,  si  le  point  [x,  j']  parcourt  un  nombre  quel- 
conque de  fois  le  chemin  AMBM'A,  l'intégrale  fydx, 
durant  le  trajet  AMB,  s'augmentera  de  Taire  du  dia- 
mètre AINB,  conjugué  des  cordes  de  Tanneau  parallèles 
à  l'axe  desj"  et  de  Taire  AMBiN  A  du  demi-anneau  supé- 
rieur au-dessus  de  son  diamètre,  tandis  que,  dans  le 

Fig.  la. 


chemin  BM'A,  elle  s'augmentera  de  Taire,  prise  avec  le 
signe  — ,  du  même  diamètre  et  de  Taire  BM'ANB,  prise 
positivement,  comprise  entre  la  branche  inférieure  de 
Tanneau  et  le  diamètre,  aire  d'ailleurs  égale  à  la  pre- 
mière, de  sorte  que,  à  la  fin  du  parcours.  Taire  engen- 
drée sera  celle  comprise  dans  Tanneau  AMBM'A. 

Mais  le  parcours  de  la  courbe  réelle  pourra  donner 
lieu  à  la  formation  d'autres  périodes  qu'on  n'apercevait 
pas  tout  d'abord  et  sur  lesquelles  nous  reviendrons  après 
avoir  traité  des  périodes  imaginaires  engendrées  dans  le 
parcours  des  anneaux  fermés  de  conjuguées. 

Des  périodes  engendrées  dans  les  parcours  des  an-- 

neaux  fermés  de  conjuguées.  —  Le  produit  par  \J —  1 
de  Taire  enfermée  dans  Tintérienr  d'un  anneau  fermé 
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d'une  conjuguée  quelconque  d'un  lieuy(X,  Y)  =  o  est 
l'une  des  périodes  de  la  quadratrîce  fYdX.  de  ce  lieu. 
En  effet,  soient  AB,  A'B'  (^g".  i3)  deux  branches  de  la 
courbe  réelle  comprenant  entre  elles  une  série  de  con- 
juguées fermées,  telles  que  EMFM'Ej  soit  ENF  le  lieu 
des  milieux  des  cordes  réelles  de  cette  conjuguée  paral- 
lèles aux  deux  tangentes  EG,  FG'  à  la  courbe  réelle  : 
l'intégrale  fjdx  prise  le  long  du  chemin  EMP  se  com- 
posera, d'après  une  des  propositions  qui  précèdent  : 
De  l'aire  GENFG'G  du  diamètre  ENF  rapporté  à 

Fig.  i3. 


l'ancien  axe  des  X  et  à  une  parallèle  aux  cordes  réelles 
de  la  conjuguée  ; 

De  l'aire  réelle  du  triangle  G'FQ,  diminuée  de  l'aire 
aussi  réelle  du  triangle  GEP; 

Enfin,  de  l'aire  EMFjNE,  comprise  entre  la  demi- 
conjuguée  et  son  diamètre,  cette  aire  étant  affectée  du 

signe  -H  ^ —  i  . 

Mais  si,  arrivé  en  F,  le  point  décrivant  [x,  j  ]  par- 
court ensuite  la  branche  inférieure  FM'E  de  la  conju- 
guée, dans  ce  nouveau  parcours,  l'intégrale  yyrfx  s'ac- 
croîtra : 

De  l'aire  FNEGG'F  égale  et  de  signe  contraire  à 
GENFG'G; 
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De  i'aîre  réelle  du  triangle  GEP  diminuée  de  l'aire 
aussi  réelle  du  triangle  G^FQ,  lesquelles  détruirout  les 
aires  des  mêmes  triangles,  engendrées  d'abord  avec  des 
signes  contraires^ 

Enfin,  de  l'aire  FxWE.N  F  égale  à  EMFNE  et  engen- 
drée avec  le  même  signe  H-  y/ —  i  . 

Eu  sorte  que,  dans  le  parcours  entier  du  con- 
tour EMFM'E,  Tintégrale  fydx  s'accroîtra  seule- 
ment du  produit  par  =i=  \/ — i  de  l'aire  enfermée  dans 

Tanneau  de  la  conjuguée,  \l — i  devant  être  affecté  du 
signe  -h  ou  du  signe  — ,  suivant  que  le  sens  du  mouve- 
ment aura  éié  EMFIVrE  ou  EMTME. 

Extension  du  second  théorème  d'Apollonius 

Tca'ô'sinO  =  izab^ 

relatif  aux  coniques,  aux  courbes  algébriques  de  tous 
les  degrés,  —  Ce  second  théorème  d'Apollonius,  en  ce 
qui  concerne  Tellipse,  ne  constitue  qu'un  fait  évident, 
puisqu'il  signiQe  simplement  que  l'aire  d'une  ellipse 
reste  la  même,  soit  qu'on  la  rapporte  a  ses  axes  ou  à 
deux  de  ses  diamètres  conjugués. 

Mais,  appliqué  à  l'hyperbole,  ce  même  théorème  si- 
gnifie que  toutes  les  ellipses  conjuguées  d'une  même 
hyperbole  ont  même  aire. 

C'est  ce  théorème  que  nous  allons  étendre  aux  courbes 
algébriques  de  tous  les  degrés;  il  consiste  en  ce  que  les 
conjuguées  fermées  d'un  même  lieu,  comprises  entre  les 
mêmes  branches  de  la  courbe  réelle,  ont  toutes  même 
aire. 

Ce  théorème  est  pour  ainsi  dire  évident;  car,  dans 
riiypothèse  contraire,  l'intégrale  ^j^r/j:  aurait  une  in- 
finité d<;  périodes  imaginaires,  c'est-à-dire  serait  complè- 
tement indéterminée. 
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Mais  le  théorème  de  Cauchy  en  fournira  une  déinon- 
slration  directe  : 

Soient  AMBNA  et  A'iM'B'JV'A'  {fig,  i4)  deux  deini- 
conjuguées  voisines,  comprises  entre  les  mômes  bran- 
ches AA',  BB'  de  la  courbe  réelle  :  les  valeurs  de  l'inté- 
grale fydx  prises  d'abord  le  long  du  cliemin  AMB, 
ensuite  le  loug  du  chemin  AA'M'B'B  seront  égales, 
d'après  le  théorème  de  Cauchy;  les  parties  imaginaires 
de  ces  deux  valeurs  seront  donc  les  mêmes.   Mais   la 


Fig.  14. 


seule  partie  imaginaire  de  la  première  somme  sera 
l'aire  A  MBNA  comprise  entre  la  première  demi-conju- 
guée  et  le  diamètre  ANB,  lieu  des  milieux  de  ses  cordes 
réelles^  de  même  dans  la  seconde  somme,  la  seule  partie 
imaginaire  sera  l'aire  A' M' B' N'A'  comprise  entre  la 
seconde  demi-conjuguée  et  le  diamètre  A'iN'B',  lieu  des 
milieux  de  ses  cordes  réelles^  donc  les  demi-aires  des 
deux  conjuguées  seront  égales. 

NouKfelle  généralisation  du  même  théorème,  —  Non 
seulement  toutes  les  conjuguées  fermées  comprises  entre 
les  mêmes  branches  de  la  courbe  réelle  ont  même  aire, 
mais  encore  si  l'on  rejoignait  deux  points  quelconcjiies 
C  et  D  {fig-  i5)  do  ces  doux  branches  par  un  chemin 
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quelconque  CMD,  et  qu'on  le  fermât;  par  le  lieu  DM'C 
des  points  imaginaires  conjugués  de  ceux  qui  consti- 
tueraient CMD,  Taire  CMDM'C  serait  encore  égale  à 
celle  d'une  quelconque  des  conjuguées.  En  effet,  si  Ton 
se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  de  la  valeur  de  l'inté- 
grale fy  dx  prise  le  long  d'un  arc  de  Tenveloppe  ima- 
ginaire, mais  qui  conviendrait  également  à  la  valeur 
de  la  même  intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  quel- 

Fig.  i5. 


conque,  en  appliquant  les  formules,  trouvées  alors,  aux 
deux  arcs  CMD  et  CM'D.  On  aura 


S  +  S'       S-S'  ; 


2 


et 


,.  ,,  a  -f-  S  S  —  S      /- 

1    —  2b| / —  ï» 


•2 


1 


S|  désignant  Taire  du  lieu  CND  des  milieux  des  cordes 
joignant  les  points  imaginaires  conjugués  des  deux 
arcs  CMD  et  CM'D,  S  et  S' les  aires  des  segments  cor- 
respondant aux  arcs  CMD  et  CM'D. 

Mais  Tintégrale  prise  le  long  de  DM'C  étant  égale  et 
de  signe  contraire  à  Tintégrale  prise  le  long  de  CM'D, 
Tintégrale  le  long  de  CMDM'C  sera  la  différence  entre 

I  et  r  ou  (S  —  S')  \l — I ,  c'est-à-dire  le  produit  par  y  —  i 
de  Tairr  enveloppéi»  par  Tanneau  CMDM'C. 
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D'un  autre  côté,  le  chemin  CMDM'C  pouvant  être 
considéré  comme  une  déformation  du  chemin  constitué 
par  une  conjuguée  fermée,  les  intégrales  prises  le  long  de 
lune  et  Tautre  seront  égales  ^  donc  le  contour  CMDM'C, 
constitué  comme  on  l'a  dit,  enveloppera  une  aire  égale  à 
celle  d'un  anneau  fermé  de  conjuguée  compris  entre  les 
mêmes  branches  de  la  courbe  réelle. 

Si  les  deux  parties  CMD  et  CM'D  n'étaient  plus  for- 
mées de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux,  Tin- 
légrale  prise  le  long  de  CMDM'C  n'en  resterait  pas 
moins  l'une  des  périodes  de  fy  dx^  mais  elle  n'aurait 
plus  une  représentation  géométrique,  simple  parce  que 
$1  n'aurait  pas  la  même  valeur  dans  I  et  dans  F,  et  que, 
d'ailleurs,  les  aires  S  et  S'  qui  entrent  dans  I  ne  seraient 
plus  les  mêmes  que  celles  qui  entrent  dans  I'. 

Des  périodes  engendrées  dans  le  parcours  des  an- 
neaux fermés  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conju" 
guées,  —  Il  pourra  se  présenter  trois  cas  distincts  :  le 
premier  où  l'un  des  anneaux  fermés  étant  constitué  par 

des  points  [x  ==  a  -h  ^  y/ —  i  ,  j'  =  a'-H  p'  y/ —  i  J,  les 
points  imaginaires  conjugués  de  ceux    qui  constituent 

le  premier,  [x  =  a  —  ^  yj —  i ,  j'  =  a' —  ^' y/ —  i],  for- 
meraient un  autre  anneau  fermé,  séparé  du  premier. 
C'est  ce  qui  arrive  dans  le  lieu 

[(>-  a-  6  ^/~iy^{y  -^a'-b'  /=!)'-  (r  +  /•'  v/^)'] 
X  [(a?  -  a  H-  6  yf^iY  -f.  (^  -  a'  -+-  6'  yf^xf  -  (r  ^  r'  s/^)]'  =  o, 

où  l'enveloppe  imaginaire  présente  les  deux  anneaux 
fermés,  conjugués,  représentés  en  coordonnées  réelles 
par  les  équations 

(x-a-  bY^{y  —  a'—  b'y-  =  (r-h  r')- 
ct 

(r  —  a  -^  by--^  {y  —  a' -\-  h'Y  ^  ( r  —  t^y-. 


(  442  ) 

Il  pourra  arriver  aussi  que  l'enveloppe  imaginaire, 
fermée,  se  compose  de  points  imaginaires  conjugués 
deux  à  deux,  mais  de  telle  façon  que  cette  enveloppe 
ne  touchant  pas  la  courbe  réelle,  qui  pourra  d'ailleurs 
ne  pas  exister,  les  deux  suites  de  points  imaginaires 
conjugués,  qui  constitueront  cette  enveloppe,  ne  se  re- 
joindront jamais,  de  sorte  que  le  premier  point  de  la 
première  partie  de  Tenveloppe  coïnciderait  avec  le  der- 
nier point  de  la  seconde  partie  et  le  dernier  point  de  la 
première  avec  le  premier  de  la  seconde.  C'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  dans  le  cas  de  Tellipse  imaginaire 

a?*  y^ 

Enfin,  si  les  deux  parties  de  l'anneau  considéré,  de 
l'enveloppe  imaginaire,  se  rejoignaient  sur  la  courbe 
réelle  en  deux  points  d'inilexion  de  cette  courbe,  les 
points  imaginaires  conjugués,  qui  constitueraient  l'an- 
neau de  l'enveloppe,  se  rejoindraient  aux  deux  points 
d'inflexion. 

Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  de  l'intégrale  fjdx^ 
prise  successivement  le  long  des  deux  anneaux  consi- 
dérés, seraient  représentées  par 

S  -+-  S'  S  —  S'    y 

et  par 

,,         o         o-i-S         o  —  s     / 

I  =  2S1 v^—  l, 

S I,  S  et  S'  ayant  les  valeurs  définies  plus  haut. 
Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  du  lieu 

{x-a-b  /Zl)  V  (  J^  -  a'—b'  yf^xY  =  (/•  -4-  r'  ^~i)\ 
le  lieu  des  points  milieux  des  cordes  joignant  les  points 
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imaginaires  conjugués  des  enveloppes  des  deux  lieux 

et 

sera,  comme  on  l'a  vu,  la  circonférence  du  cercle 

de  sorle  que  S|  aura  pour  valeur 

d'un  autre  côlé,  les  deux  enveloppes  ayant  pour  équa- 
tions, en  coordonnées  réelles, 

(j:  — a  — 6)îH-(j  — a'— 6')«=(r-^r')î 
et 

{,x  —  a  -\-  by--^  {y  —  a' -^  b'Y=  {r  —  r' )^, 

S  aura  pour  valeur  7r(/' 4- /•')-,  et  S'  aura  pour  valeur 
La  formule 

1^            o  -f-  o             C> O       I 
=  'iSi 1 /—  I 

donnera  donc,  pour  valeur  de  la  période  de  l'inté- 
grale fj  dxj  relative  au  premier  lieu, 

îicr2-|7r[(r-f-r')«H-(r— r')»] 

-f-  {  7r[(r  4-  r')i—(r  —  r'y]  /^H  =  7r(/'  -4-  r'  /^)*» 

comme  on  devait  s'y  attendre.  La  période,  dans  ce  cas 
et  tous  les  autres  analogues,  sera  en  partie  réelle  et  en 
partie  imaginaire. 

Dans  le  second  cas,  les  deux  parties  de  Tenveloppe 
imaginaire,  qui  contiendront  les  points  imaginaires  con- 
jugués deux  à  deux,  se  faisant  suite  Tune  à  l'autre,  de 
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manière  que  le  dernier  point  de  l'un  des  deux  arcs  coïn- 
cide avec  le  premier  point  de  l'autre,  Tintégrale  fydx^ 
prise  le  long  de  l'anneau  formé  par  l'enveloppe,  aura 
pour  valeur  la  somme  des  deux  intégrales  I  et  T;  c'est- 
à-dire 

4S, -(S-4-S'). 

La  période  sera  donc  réelle  et  égale  à  Taire  de  l'an- 
neau diminuée  de  quatre  fois  l'aire  du  segment  corres- 
pondant au  lieu  des  milieux  des  cordes  joignant  deux 
à  deux  les  points  imaginaires  conjugués  de  l'anneau  de 
l'enveloppe. 

Toutefois,  il  pourra,  je  crois,  arriver  que  le  lieu  des 
milieux  des  cordes  réelles  en  question,  ne  présentant 
qu'un  seul  arc,  dans  l'intérieur  de  l'anneau  de  l'enve- 
loppe, et  cet  arc  devant  être  parcouru  deux  fois,  en 
sens  contraires,  lors  des  formations  des  deux  intégrales 
I  et  F,  les  aires  aSi  et  —  aS|,  que  devraient  contenir 
I  et  r,  disparaîtraient  de  la  somme  I  +  F. 

Dans  le  cas  de  l'ellipse  imaginaire  —  -H  y^  4-  i  ==  o, 

S|  est  nul  de  lui-même,  parce  que  toutes  les  cordes 
réelles  de  l'enveloppe  imaginaire  ont  leurs  milieux  à 
l'origine,  et  il  reste  seulement,  pour  I  + 1',  Taire  de 

Tellîpse  réelle  —  +  t^  —  1  =  0,  liomothétique  à  l'ellipse 

imaginaire. 

Dans  le  dernier  cas,  l'intégrale  rentrera  dans  le  cas 
général  d'une  intégrale,  prise  le  long  d'un  chemin  fermé 
composé  de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux, 
qui  se  rejoindraient  sur  la  courbe  réelle  :  cette  intégrale 

aura,  comme  on  Ta  vu,  pour  valeur  le  produit  par  \J — 1 
de  Taire  enfermée  dans  l'anneau  de  Tenveloppe  imagi- 
naire. (À  suivre .  ) 
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QUELQUES  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  COURBES  ALGÉ 
BRIQUES  OBTENUES  AU  MOYEN  DES  COORDONNÉES  ,PA 
RALLÈLES  ('); 

Par  m.  m.  d'OGAGiXE, 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


1.  L'équation  générale  des  courbes  altjébriques  est, 
en  coordonnées  parallèles, 

(  flr„P«-f-(a«_iW-t-6«-,)r"-»-f-... 
(I)  \ 

(  -+-(aoW'»-l- ^oW"~*-H...-h /o)=  o. 

Si  donc  nous  donnons  à  u  une  valeur  particulière, 
nous  avons,  entre  les  n  valeurs  correspondantes  de  v, 
les  relations  évidentes 


I  -~n 


hn 


jhd  Un  an 


1  =  1 
i=.n 


ds?i 


■^  Addu~         an 


1=1 

i=.n 


d^Vi 


«'        ss- 


dvi 


">  S'—SS-^" 


1=1  1=1 


L'interprétation  géométrique  de  ces  relations  algé- 


(^)  Voir,  au  sujet  de  ces  coordonnées,  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  (i884)  ou  la  brochure  Coordonnées  parallèles  et 
axiales  (Gauthier-Villars;  1885). 
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briques  va  nous  donner  autant  do  propriétés  des  courbes 
représentées  par  (i). 

2.  Rappelons  d'abord  que  le  point  de  contact  P  de  la 
tangente  (a,  i^)  a  pour  équation 

U  rfc  —  Y  du  —  {u  dç  —  vdu)=  o. 

U  en  résulte  que,  si  cette  tangente  coupe  Taxe  Au  au 
point  M  et  Taxe  Bp»  au  point  N,  on  a 

dv        PN 

et  que,  si  AP  coupe  l'axe  Bf^  au  point  fi, 

(7)  '-"£=BP- 

D'autre  part,  le  rayon  de  courbure  au  point  P  est 

donné  par 

d^v         

5w»       nm' 


FI^^' 


di^y    6 


en  appelant  o  la  distance  ÂB,  supposée  ici  |>erpendicu- 
laîre  a  Aii  et  B^.  Or  la  formule  (6)  donne 


Par  suite, 


__dv^  _         PN  _  NM 
'       du"^       PJVl  ~  PM 


„       d*v  PM 


et 

(8) 


du^      o 


du^       Pm' 


3.  Cela  posé,  remarquons  que  prendre  u  comme  va- 
riable indépendante  revient  à  mènera  la  courbe  (i)  les 
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taiigeiiles  i\lP<,  MPa,  ...,  MI\  par  un  point  M  variable 
sur  Ai£. 

Dès  lors,  la  formule  (i)  exprime  que,  si  ces  tangentes 
rencontrent  Bi^  en  N|,  N2,  .  . . ,  N,j,  la  droite  qui  joint 
le  point  M  au  centre  des  moyennes  distances  des  points 
N|,  N2,  . .  . ,  N;i  passe  par  un  point  fixe.  Or  cette  droite 
est  ce  que  nous  avons  appelé  la  droite  moj'enne(*)  des 
droites  ]VIN<,MN2,  . .  . ,  MN„  relativement  à  la  direc- 
liou  A  M.  C'est  encore  la  polaire  du  point  situé  à  l'in- 
fini dans  cette  direction  par  rapport  à  ce  faisceau  de 
droites,  ou  la  conjuguée  harmonique  de  Au  par  rapport 
à  ce  faisceau.  Donc  : 


/ 


La  conjuguée  harmonique  de  l'axe  Au  par  rapport 
aux  tangentes  menées  à  une  courbe  algébrique  quel-  ' 
conque  par  un  point  variable  sur  cet  axe  passe  par  un 
point  Jixe. 

4.  Par  les  points  P|,  P2,  . .  .,  P/i,  menons  k  Au  des 
parallèles  qui  coupent  AB  en  p^^ p^t  •  •  •  ^  Pa*  D'après  la 

formule  (6), 

Pi  B        dvi 
Pi  A         du 

La  formule  (3)  donne  donc 


^  Pi 


I—  n 

Pl^ ^n-l 

piX  ""         an 
1  =  1 

ou,  puisque 

piB  _  pi\  —  BA 8_ 

piX  ~         Pi  A  piX' 


i  =  n 


Jià  PiX        S  \  a„   / 

1=1 


(»)  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  p.  11^;  1884,  et  Nou- 
velles Annales,  p.  4^3;  1884. 


(  448  ) 

Le  second  membre  ëlant  constant,  on  voit  que  : 

Le  conjugué  harmonique  du  point  A  par  rapport 
aux  points  p^ ,  /^a?  •  •  •  ?  /^«j  ^sl  un  point  fixe. 

5.  Si  ^1,  j^o,  .  .  .,  ^n  sont  les  points  où  Taxe  Bi^  est 
coupé  par  AP|,AP2,  ...,AP/,,  la  formule  (7)  donne 

La  formule  (5)  devient  donc 

1  =  1 
c'est-à-dire  que  : 

La  conjuguée  harmonique  de  Au,  par  rapport  aiuc 
droites  APj,  AP2,  . . .,  AP„,  est  une  droite  fixe. 

Cette  propriété  généralise  la  précédente. 
Enfin  la  formule  (8)  montre  que 


t  =  n 


(9>  2::^-o, 

d'où  ce  théorème  remarquable  : 

Théouème  L  —  Si  l'on  mène  d'un  point  les  n  tan^ 
gentes  à  une  courbe  algébrique  de  la  classe  «,  la 
somme  des  rayons  de  courbure  répondant  aux  points 
de  contact  div^isés  respeclii^ement  par  les  cubes  des  tan- 
gentes correspondantes  est  nulle. 

Le  signe  des  divers  éléments  de  cette  somme  se  dé- 
termine facilement  par  la  remarque  que  voici  :  Q|, 
Û2)  •  -  •  ?  â/i  étant  les  centres  de  courbure  répondant  à 
Pi,  P2,  . .  . ,  P;,,  faisons  tourner  les  triangles  MP|  Q|  , 
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MP^Ûa,  .  .  .,  MP«Û«  autour  de  M,  de  façon  à  diriger 
MPi,  MPa,  .  .  . ,  MPy,  suivant  une  même  droite  et  dans 
le  même  sens.  Un  certain  nombre  des  points  Q| ,  Û2, . . . , 
û/2  seront  alors  au-dessus  de  cette  droite,  les  autres  au- 
dessous,  et  Ton  donnera  des  signes  opposés,  d'une  part, 

aux  quantités        \   correspondant   aux    premiers,   de 

MP/ 

Tautre,  aux  mêmes  quantités  correspondant  aux  se- 
conds. 

Ce  théorème  ne  nous  semble  avoir  été  remarqué  jus- 
qu'ici que  dans  le  cas  des  coniques.  Sa  démonstration, 
par  les  coordonnées  cartésiennes,  dans  le  cas  général, 
présenterait  de  sérieuses  difficultés. 

6.  Faisant  maintenant  abstraction  du  système  spécial 
de  coordonnées,  au  moyen  duquel  nous  avons  obtenu 
les  résultats  précédents,  nous  pourrons  énoncer  le  pre- 
mier et  le  troisième  d'entre  eux  sous  la  forme  que  voici, 
le  second  n'étant  qu'un  cas  particulier  du  troisième  : 

Théouème  II.  —  Etant  donnés  une  courbe  algébrique 
C,  une  droite  D  et  un  point  A  sur  cette  droite^  si  d\in 
point  M  variable  sur  la  droite  D,  on  mène  à  la  courbe 
C  les  tangentes  MF, ,  MPa,  . . . ,  MP„  : 

i**  La  conjuguée  harmonique  de  la  droite  D,  par 
rapport  à  ces  tangentes,  passe  par  un  point  fixe  ; 

a**  La  conjuguée  harmonique  de  la  droite  D,  par 
rapport  aux  droites  qui  joignent  le  point  A  aux  points 
de  contact  P| ,  P2,  .  .  •  ■>  P//>  ^st  une  droite ^xe, 

7.  Voyons  ce  que  deviennent  ces  divers  théorèmes 
dans  le  cas  de  tangentes  parallèles.  Pour  le  théorème  I, 
remarquons  que,  dans  chaque  élément  de  la  somme, 

D 

— ^>  MP|  devient  infini  ;  mais  la  formule  (9),  par  la- 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série   t.  I\.   (Soplcmbre  1890.)       29 


(  45o  ) 

quelle  se  traduit  le  théorème,  peut  s'écrire 

Du  point  M,  comme  centre,  avec  MP|  pour  rayon, 
décrivons  un  cercle  qui  coupe  MP2  en  Q2,  . . . ,  MP„ 
en  Q„.  La  formule  précédente  pourra  s'écrire 

«'-«'('--Mpf)'---««('-§-p7)'  =  "- 

Or,  lorsque  M  s'éloigne  à  Tinfini,  Qj,  . .  .,  Q^  ten- 
dent respectivement  vers  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  Vi  sur  les  tangentes  en  P^,  P3,  . . . ,  P„.  11 
en  résulte  que  P2Q2Î  PsQa?  •  •  •  ?  P/iQ/i  restent  finis 
alors  que  MPi^MPg,  ...,MP,|  croissent  indéfiniment. 

La  limite  de  chacun  des  rapporls     p^  est  donc  zéro,  et 

Ton  a,  pour  le  cas  des  tangentes  parallèles, 


i=.n 

1  =  1 


On  retrouve  ainsi  un  théorème  remarqué  par  Du- 
hamel. 

8.  Pour  le  théorème  II,  rejetons  la  droite  D  à  l'infini, 
le  point  A  se  trouvant  alors  dans  une  direction  donnée; 
la  direction  de  la  droite  D  est  alors  arbitraire,  et  nous 
voyons  que  les  diverses  parties  du  théorème  s'énoncent 
ainsi  : 

1"  La  droite  moyenne,  jmr  rapport  à  une  direction 
quelconque  des  tangentes  à  une  courbe  algébrique, 
parallèles  entre  elles,  passe  par  un  point ^xe. 

9.°  La  droite  moyenne^  par  rapport  à  une  dircc- 
lion  quelconque  A,  des  parallèles  à  une  autre  direction 
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(juelconque  A'  menées  par  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes,  est  fixe, 

La  droite  moyenne  dont  il  est  (|ucstion  dans  ce  der- 
nier énoncé  passe  évidemment  par  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles.  Puisqu*elle  est  fixe,  quelle  que  soit  sa  dircc- 
lion  A',  c'est  donc  que  ce  dernier  point  est  fixe.  On 
tombe  ainsi  sur  ce  théorème  de  Cliasles  : 

Le  ventre  des  moyennes  distances  des  points  de  con^ 
tact  des  tangentes  à  une  courbe  algébrique,  parallèles 
à  une  direction  donnée ^  est  fixe  quelle  que  soit  cette 
direction. 

Il  est  tout  naturel  de  donner  à  ce  point  fixe  le  nom 
de  point  de  Chasles  de  la  courbe  algébrique  consi- 
dérée. • 

La  démonstration  directe  de  ce  dernier  théorème, 
avec  la  détermination  analytique  du  point  de  Chasles, 
se  fait  très  simplement  au  moyen  des  coordonnées  pa- 
rallèles :  c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  mainie- 
nant(*). 

9.  Les  tangentes  à  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
tion  (i),  parallèles  à  une  direction  donnée,  s'obtiennent 
en  adjoignant  à  cette  équation  la  suivante 

OÙ  s  caractérise  la    direction    choisie.    Le  centre   des 
moyennes  distances  de  leurs  n  points  de  contact  a  pour 


(  '  )  Les  démonstrations  suivantes  ont  été  communiquées  verbale- 
ment à  la  Société  mathématique  de  France  (séance  du  R  janvier 
1 890) . 
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équalioii  (*) 


tz=n 


di>i 


i  =  n 


dui 


t  =  n 


Uidvi — Vidui 


(11)     u^  ^^^ _^ ^^^ '^^ jLàdvt  —  dut ~~2Ji     dvi  — 


dui 


=  0. 


1=1 


1  =  1 


/=i 


Or,  s  ayant  la  même  valeur  pour  les  n  points  de  con- 
tact, on  voit,  d'après  (2),  que 


I     VI  dVi 


1 


H       ^ 


dU{  -\-  ds  "V^  dUi 


dVi  —  dUi       Àiak  ds 

i=\  1=1 


V'  aui 


/  =  i 


i=/t 


dui 


t—  n 


_        duf 


dvi  —  dui  ~  Âà   ds 
(11  bis)  \   , 


i  =  n 


i  =  n 


2Ui  dvi  —  Vi  dui  __  "^  Uids  —  s  dut 
dv.— dui      ~~  Aà  ds 


1  =  1 


i=.n 


t=zn 


=2  w/  -  ^r^ 


dui 
ds 


1=1 


i=l 


Mais  l'équation  en  a  et  ^  obtenue  par  l'élimination 
de  i^  entre  (i)  et  (10)  est  de  la  forme 


Par  suite, 


A„  ?/'*  -4-  (A;,_i  s  -\-  hn-i  )  W""*  -h  . . .  =  o. 


2 

1=1 


(i3) 


A„_i 
Ut    =-——s 

dU(  Xn-i 


A„ 


^  dU(  _         An— 


*  =  l 
i  =  n 


i=.n 


^Ui  —  S^ 
1=1  1=1 


dui  Brt-i 


ds 


An 


(*)  Coordonnées  parallèles  et  axiales j  p.  86,  note  II. 
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L'équation  (ii)  devient  donc,   en  tenant  compte  de 

(ii)et(i3), 

(i4)  (/iA|,--Art-i)M-^Art_if?-+-  B;»_i  =  o, 

et,  comme  ses  coefficients  sont  constants,  le  théorème  de 
Chastes  est  démontré . 

lu.  Nous  allons  maintenant  calculer  ces  coefficients 
au  moyen  de  ceux  de  Téquation  (i).  Celle-ci  peut  s'écrire, 
en  groupant  les  termes  de  même  degré, 

(ao  w'*  -h  ai  w«-*  v-h  a^  w„_j  t^*  -h ...  -h  a/»  i^'*  \ 

(I  )    <  \  =  o. 

-^ l 

Remplaçant  dans  cette  équation  v  par  u  -f-  5,  et  met- 
tant le  polynôme  obtenu  sous  la  forme  (12)9  on  voit 
que 

(i5)  Art=ao-hai    -h...-^a,i, 

(16)  Xn-i  =  ai-hi^at-h. .  ,-h  nun, 

(19)  Bn-i  =  bo-hbi    -i-.. .-+- 6rt_,. 

De  (i 5)  et  (16)  on  déduit  encore 

(18)  71  Art  —  A,j_i  =  naQ-h{n  —  i)ai  -h. .  .-H  ai. 

Si  nous  représenlons  par  <p/i(M,  v)  et  ç,i_i(k,  u)  les 
ensembles  homogènes  des  termes  de  degré  n  et  de  degré 
n  —  I  dans  (i'),  les  formules  (16),  (17),  (18)  pourront 


s'écrire 


B«-i  =  'f„-,(i,i), 

n\n  -\n-l  ^'f'^,,  (1,1). 
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Dès  lors,  1  equalion  (i4)  du  point  de  Chasies  de- 
vient 

(ï9)  w?lji,t) +  *'?«,(', 0-^?/i-i(<»i)  =  o. 

Elle  est,  sous  cette  forme,  d^une  remarquable  simpli- 
cité et  peut  être  étendue  à  l'espace. 

11  •  Nous  donnerons,  pour  terminer,  la  démonstra- 
tion directe  du  théorème  de  Chasies  en  coordonnées 
axiales. 

Nous  avons  remarqué  (*)  que,  dans  ce  système  de 
coordonnées,  Téquation  la  plus  générale  d\ine  courbe 
algébrique  (supposée  de  la  classe  n)  est 

(-lo)    \  ^"««^«"S^O 

^     ^     }       -f- X«-»(art.|  iang«Ô-h/?/,-i  lang«-i6)-f-...  =  o. 

De  plus,  si  Ton  prend  Taxe  du  système  pour  axe  Ojt, 
Taxe  Oy  étant  la  perpendiculaire  menée  à  celui-ci  par 
Torigine,  les  coordonnées  j:/,  j^/  du  point  de  contact  de 
la  tangente  (X/,  9)  sont  données  par  (*), 

Xi  =  sin*  e  -j-  f         Yi  =  A/  -f-  sin  6  cos  0  -j^ • 

Par  suite,  les  coordonnées  x  et  y  du  centre  des 
moyennes  distances  des  points  de  contact  des  n  tangentes 
parallèles  à  la  direction  0  sont  données  par 


/=  n  i~.n  i~n 


(ai)    w.r  =  sin»6  \   -^,         ny  =  y!^/H-  sin Q  cos 9  7^ 


(')  Coordonnées  paraUéles  et  axiales^  p.  89. 
(,  '  )  Ibid.,  p.  ',  I . 
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Or  l'équation  (20)  donne 


Jê^  «/»  an 


1=1 


d'oii 


i=^n 


2 


ri  dC^i       b,i-\       I 


c^O  Un,    sin-0 

^  X/  +  siïiO  cosO  2, 


cCki  «//-l 


r/0  a, 4 

1  =  1  /=! 


Les  formules  (ai)  deviennent  donc 


(a'i)  Al  j?  =  •         tiy  = — 9 

aa  '^  Ctn 


et,  comme  ces  coordonnées  sont  constantes,  le  théorème 
est  démontré. 


SUR  L'ÉQUILIBRE  D'ÉLASTICITÉ  D'UNE  ENVELOPPE  SPHÉRIQUE; 

Par  m.  E.  FONTANEAU. 


1.  Je  m'occuperai  d'abord  du  cas  où  Ton  a,  pour 
données  du  problème,  les  trois  composantes  de  déforma- 
tion u,  1^,  w  en  un  point  quelconque  de  la  surface.  Cette 
question  n'a  pas  été  traitée  par  Lamé,  mais  elle  est  ré- 
solue au  §.  736  du  Traité  de  la  Philosophie  naturelle, 
par  MIVL  Thomson  et  Tait.  J'emploie  un  procédé  diffé- 
rent et  qui  semble  ouvrir  la  voie  à  des  applications  plus 
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générales.  J'exposerai  d'abord  les  principes  d*où  dépend 
cette  solution. 

2.  Soient,  conformément  aux  notations  de  Lamé, 
///i)/2i,^i,  m*iyn2'iP2i  ^Z'i^ijPz  les  cosinus  directeurs 
de  ti*ois  axes  rectangulaires  OX',  OY',  OZ'  par  rapport 
aux  axes  des  coordonnées  OX,  OY,  OZ.  Si  Ton  désigne 
pari,  7),  Ç  l<^s  déplacements  suivant  les  axes  du  point 
dont  les  coordonnées  sont  x-hdx^  y-\-dj^  z-\~dz, 
on  a 


t  =  w 


dw  ,         dw  ,         /         dw\    , 


et,  de  même,  par  rapport  aux  axes  OX',  OY',  OZ', 

i   >.         ,       I         du!\    ,  ,      du'      ,      du'      , 

D'ailleurs  il  résulte  des  formules  de  transformation 
des  coordonnées 

(dx  =  iTii  ctr'-h  trii  dy'-^  m^  dz\ 
dy  ~  ni  dx'  -^  Fit  ^y  -^  ^z  dz' ^ 
(  dz—p^  dx' -\- pt  dy'-r-p^  dz', 


et 


I  ^.'-^^'=Pia'-u')-^p,(r;-ç')~^.p,  d'-iv'). 
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Des  relations  (i)  et  (3),  on  déduit 

du 

Pi 


é]  ■'y 


P\ 


Pi 


et  des  relations  (2)  et  (4), 

r      /        du'\  dv'  dw'l    ,  , 

r      ^/^  /       dv'  \  dw'l  ^ , 

-^r'dy'^''''v-^dy)'^'^'w\^ 

r       du'  dv'  l        dw'W    ,  , 

r       /        da'\  dv'  dw'-\    .  , 

(^)  \  '^Y'^^^''^y^^')-^'''dy\^ 

r     du!        f/f'        /      •-/•v'x"!  . , 

^V'  -di'-^i"-ih'-^>''y^-di')Y'- 
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Comme  ces  expressions  (5)  et  (6) doivent  être  respec- 
tivement identiques,  il  en  résulte 


(7) 


/ 


m 


du 
*  di 

dv 


du 


du 


du' 


dv' 


da'' 


«'  :^  +^'  5i  =  ""  ^'  ^  "'*  d^-  -^  '"»  ^ 


nii 


nii 


mt 


dx 

dw 
dx 

du 


n\ 


dv 


dv 


du' 


dv' 


du' 


^-^^'dz    ='*^   5? 


'''  d^'-^"'  d7' 


dw 


"'-dy^P'  dz 


dw  du' 

—  --P'   di 


Pt 


du 


_+„,__+;,,_  =-m,^^. 


nit 


d^ 
dx 

dw 


dsf 


"''--^'''d^'^P^dz    ^'''d^' 


dw 


du 
dx 


dv 


du 

-j- 

dy 
dv 


du 
dz 

dv 
dz 

dw 
dz 

du 
di 


du' 


d^ 
dx' 

dv' 


dw' 

P'  SF- 


du! 


du' 


dx    '''^'^P*dz  =P'  d^'^P'  dy-^P*  ^' 


"'*dy-^"''tf 

dv'  dw' 

''' dy  ^  ""' -dy' 

dv'  dw' 

"^  "'  dy 


dw' 


dju! 
dz' 


dv^ 
dz' 


dv 


^i  -jz  -+-  ^^  :Âr,  -^/^ï  :77  =  '^i 


m-i 


dx 

dw 
dx 


dz 


du 
5? 


dv' 


dw' 


rif  :7->  +  «i  XT' 


dz 


dz' 


dy 

dw  dw  du'  dv'  dw' 

"'  Tip-^P*  dl  =P'  dz'^P*  15^ P'  rf?' 


On  démontrerait,  de  la  même  manière,  mais  par  un 
procédé  inverse,  neuf  égalités  analogues,  et  Ton  peut  se 
servir  des  unes  ou  des  autres  pour  ce  qui  va  suivre. 


3.  Les  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  défor- 
mation des  corps  en  équilibre  d*élasticité  sont,  en  génp* 
rai, 


(8) 


<^    {I  A*P  H-(X  ^-  |Jl)  -j-  -+-  6Yo  =  o, 

«  •  /  ^  V  d^  r» 


oTi  Xo,\  0-5^0  sont  li»s  composantes   de  la   force  eviô- 
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rieure  appliquée  à  la  masse  au  point  quelconque  {x^y^  z)^ 
t  la  densité  en  ce  point  et  B  la  dilatation  cubique,  tandis 

que  A*  sert  à  représenter  l'opération  -j-^  -h  -j—^  -4-  -7-5  • 

On  y  satisfait,  général enienl,  en  posant 


u  =  ~ 


X  -4-  3  (1     _  X  -4-  jji       /     dQi  dQ,  dQi\ 

2(X-f-2{x)  •ji(X -h  ifi)  \     £^J7      *^   ûfa:  dx  / 


.   .     ;  X-4-3jji     ,^  X-hîi      /     dQi  dQi  dQ^X 

où  les  fonctions  Û|,Ûa,Û8  sont  déterminées  comme  il 
suit.  Soit  A  une  fonction  dex,  j%  z  assujettie  à  vérifier 
Téquation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et 
linéaire 

^'^^      ''di'^^d^-^''^  -T-7^.^==  :: [37X0-4- j^Yo+^Xo], 
on  aura 


z 

dl 

dz 

X  -+-  fJL 

1* 

1 

=-;xo 

<;a 

dx 

(•I)  <  A«U,  =  — -Y,-+- -ï-, 


AS12,  = Zo-+-  -7-' 

Je  ne  démontre  pas  ici  ces  formules,  dont  la  vérifica- 
tion est  facile  ;  il  me  suflSt  d'observer  qu'elles  pourront 
donner,  dans  tous  les  cas,  une  solution  particulière  des 
équations  (8)  et  permettront  ainsi  d^y  faire  abstraction 
des  termes  tout  connus.  On  y  satisfait  alors,  toujours 
avec  les  formules  (9),  mais  avec  des  fonctions  Û  simple- 
ment assujetties  à  vérifier  Téqualion  de  Laplace, 

,      .  ,,,,       ^"        rf«12        d*Q 

cfj:^        ay^        dz- 
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Je  suppose  que  ces  fonctions  û  soient  homogènes  et 
du  niâme  degré  v,  aussi  bien,  par  conséquent,  que  les 
composantes  de  déformation  u,  i^^w.  Il  résulte  alors  des 
expressions  (9) 

(i3)     xu-^yv'+-zw=  ^  "^  ^i^— ^^  "t  ^^^(xili^yQ^-^zili) 

et  Ton  en  déduit  les  suivantes  : 


(•4) 


.,    ,    j.  d 

X  H-  U.  d  .  . 

A-+- 3ji  — v(X -♦- ji)  c(k^  -^  ' 


=  12»  — 


X  H-   fX  rf 

2{X}    £3^2 

X  -+-  fi  d 


""  =  "'- lôT^)  5i (^"«-^•^"•-^ '"') 


X  -h  3[1  — v(X -f-  fX)    e/j  ^  *^ 


et 


X -h  3[JL  — v(X  H- jjt) 


X  -f-  ji  /     du  dv 


(i5) 


X  -h  3|JL  — v(X  H-  ji) 

^  a(X-t-2fx)  — v(X-f-tA) 
*         X-f-3fx  — v(X-i-fJL) 


dx      ^  dx       ^  dx) 


\-it-  \L  f     du  dv  dw\ 

x'^3]r^r7(X^r7)  Vd^^^Ty-^^  ip) 


_   2(X-i-2tl)— v(X-4-{l) 

'"■     X-+-3îi  — v(X-i-{jt) 

X  -+-  [X  /du  dv  div\ 

■^  X  -+-  3  fx  -  vâ~=i=y)  r  5^  "^-^  ^  "^'^  ''^/ 

Lorsqu'on  donne,  pour  tous  les  points  de  la  surface 
d'un  corps  en  équilibre  d'élasticité,  les  trois  composantes 
de  déformation  z/,  1^,  iv,  on  aurait  en  ces  points  les  trois 
potentiels  Qf,  021^3  si  Ton  pouvait  obtenir,  au  raoven 
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(le  ces  composantes,  les  seconds  membres  des  égalités 
(i5)  dont  les  derniers  termes  ne  sont  pas  immédiate- 
ment connus.  Je  vais  procéder  à  cette  recherche. 

4.  Soient  trois  directions  rectangulaires  MX',  MY', 
MZ/,  définies  respectivement  par  leurs  cosinus  directeurs 

X        y       z 
—  j     —,     —, 
r        r        r 

où  /•  désigne  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  des 
coordonnées  au  point  M(j:,j^,  ^).  On  aura,  par  les  trois 
premières  égalités  (7), 

z  du  _     u  _  X  du  dv'  dwi 

r   dz  r         r  dx'  '  dx  '  dx'  ' 

z  d\^  _     V  _  y  du'  dv'  dw' 

r  dz  r  ^   r  dx'  *   dx'  '    dx'^ 

z  div  w       z   du'  dv'  dw' 


i't,  par  suite, 


(17) 


du    __     xu-^yv-\-zw 

di'  "  "         7^     r  ' 

I  dv*  mj  M  -h  /ij  p  -h  Dj  tv 

dx'  r 

dw'          mj  a  -h  /I3 1>  -f-  03  tv 
=  V • 


\    dx' 
D'après  cela,  les  expressions  (i5)  deviennent 

_^  X  -f-  3[JL  —  v(X  -h  [x)  X  -4-  ;i                    _1^  .2  ^^' 

*  ~  X  -i-  3  jx  — v(X  -r  \l)  [X -+-3jJi  — v(X -+- {x)Jv  rfj^  5?' 

(.8)     ] û.  =  ^3^-va-i^) ,  ..  ^  +  1^. ^    ^ ^, ^, 

-^         ]      '         X  -h  3{Jl  — v(X -r-  (JL)  [  A  H-  3|Jl  — v(A  H-  {x)]v  <^(^  ^x' 

X  -h  3  «JL  —  v( X  -T-  u)  X  -f-  |x                   r^?  .  ^zf' 

A  -f-  3  ;ji  —  v(  A  -^  |x  )             [  X  -i-  3  ;ji /(  A  -r   |x)]v  dz  dx' 


(19) 
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Or  on  a 


d       du  ___       du' 

dx      dx'  ~~        daf 


^(^dx^        d^ u*     dy        d^u'   dz 
■'*   \dx'^    dx~^  dx'dy  dx'^dx'<U  dxV 

A    ténL^       f^'        î  (^JfL  ^        <i«<i'     dy        d^u    d£\ 
dy  ^  dx  '^^^  dx'^'^   \  dx'^  dy  "^ dx'dy  dy  "^  dx'dz'  djj 


^    îzz.-.      HZ.        if^l^        ^tf'    dy        d>u    dz\ 


d_ 

dz 


dx' 


du^ 
dx' 


\  dx'^   dz       dx' dy   dz       dx'dz  dz 

et  les  valeurs  des  quotients  diffëreDtiels  dé  j/^^et^' 
étant  données  y  il  suffira,  pour  avoir  les  expressions  de 
Ûi,  Û2,  Ûs,  de  connaître  celles  de 

d*u'        d^u'  d^u' 

dx'^'     dx'dy'     dx'dz'' 

J'emploie  les  coordonnées  polaires,  en  posant 

(•10)     rp  =  rsinârcos^,        ^  =  rsinâ^sino,         «  =  /  cos^ 

et  je  prends  pour  les  cosinus  directeurs 

dtX         dv 

dx'         dr  .    Q,    . 


dy 

dx 
dz 


dx'         dr  rs. 


(21) 


/'î  =  ^  = 


dy' 
dx 

dy 
dy 
dy 

dz 


/W3 
/I3 


d£ 
dx 

d^ 
dy 

dz 


dz 

rd^ 
dx 

rdo 

4 

dy 

r  do 

i_ 

dz 
rd^ 

ITF' 

r<B 
dy 

rd!^ 
dz 


sinf 
sind 


COSf 

sin3 


=  o, 


cos2r  coscp, 
cos^sin^, 
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D'après  cela,  il  vîiîiit 


(Î2) 


Il  sinâ  coso-f-  V  sinâr  sintp-f-tv  cos& 

V    ! i , 


—  {^sino  -+-CC0S9 

=  v '-r-^ i, 

r  sm  j 

u  COS&  cosç-h  V  cosdsino  —  tv  sinâr 
=  V * 


et  en  posant,  pour  simplifier, 


=  Bv, 


(23) 


i  a(X  -4-  2[Ji)— v(X  H-  |jl)  _ 
[      X  -f-  3|Ji  —  v(X  -j-  jji)     ^ 


Bv, 


on  aura 


M) 


j  ûj  =  u  +  2Bv(m  sin& coscp-f-  i^sin^ sin<p-+-  wcos3r)©sin& cos 

-.     .  .    rv            û?  /asin3rcoso-+-Psin&sin9-h  tvcos&N 
Bvr«sin3rcoscp  ^  ^ '- ï j 

sincp    <i   /m  sin3fcos<p-i-psin3rsino-f-(v  cos3r\ 

r^           r^           d   /wsin3rcos©H-i>sin&sino-+-M'cos3r\ 
Bvrcos3rcos«p  -i^  i J î j, 


) 


12,  =  i^  -haBv(asin3rcos<p-i-  v  sin^sin<p  +  (v  cos3r)sin3rsin«p 

-^     .   .    o,   .        d  /a  sinâ^coso-Hi^sinâ^sin^-i-ivcosâr 
H-  Bv  r*  sm  3  sin  9  -^  ( s : 

^  dr\  r 


C0S9  ^d  /wsinâr  coscp-f-psin&siiKp-i-w»  cos3r 


_      C0S9  ''a   / 
Bvr-T-è  -T- 


) 


Û5=«'-h 


„           Q.   •        ^   /ttsin&cos9-+-csin&sin9-f-wcos3r\ 
Bvrcos3sin<p-T^  f  î i j, 

aBv(u  stn2rcos^+  psin^sin^ +  »'  cos^)  cosâr 
P             >^   /a  sin3rcos©-4-«;sin3rsin9-+-ivcos3r\ 
dr\                              r  / 

-.       .   ri.  d    /asin3rcos9-HPsin3rsin9-4-wcos3r\ 
-B,rs.na^  ^ ^'^ ^ ^^ y 


Ces  formules  s'appliquent  à  un  point  quelconque  pris 
à  Tintérieur  du  corps  élastique;  mais,  lorsqu'il  s'agit 
d*unp  des  surfaces  splu'riques  de  l'enveloppe,  u^  ^',  n'  se 
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réduisent  à  trois  fonctions  sphériques  du  même  ordre  v 

dans  lesquelles  /*  ne  figure  pas.  On  se  trouve  alors,  lors- 

î  ^  1      1      j  '  •    '      ^w    d^    dw  , 

qu  on  veut  prendre  les  denvees  ^  '  ;;-'  -j-  »  en  preseuce 

d'une   difficulté  spéciale.   Pour  la   lever,  j^observe  que 
rona(i6) 

du       X  du*  dv'  dw'  u 

,    ^.  j  dtf       y  du'  dv'  dw'  p 

dw       z  du'  dsf'  dw'         w 

Ainsi  Ton  a  définitivement,  en  remplaçant  pour  ce 
cas  spécial  û  par  Wy 

W,  =  a  -f-  (v-f- 1)  Bvsinârcosç(£^sinârcos<p  +  psin^sioo  +  (i'corw 

_    sino    d  ,      .    r^  .    e^   .  «V' 

—  Bv    .    A.  -,    (w  sin^cos^H-psinarsintp-f-wcos^) 

-+-  Bvcosâr  cos«  -1^  (m  sînâ^  cosçp-4-  v  sin^sinç+n'COJ^i' 

U^j=  (?  _|-(v  -}-  i)  Bvsin2rsin^(asin&cos<p-4-Ps'm3rsinp-h«'CO>w' 

(^6)      <  „    C0S9    t/    ,       .    Q,  •    e^    .  c\ 

*  -hBv    .    J  -7- (asin^coso-h  ^»sln^Sln©-+-«»cos5) 

sin3  acp  *  * 

-f-  BvCOs^sin©  -j?r  (  u  sin5  cos©-H  v  sin3rsinç-t-  «'co?-  . 

^3=  tv  -+-  (v-f-i)BvCos3r(w  sin&cos©-4-i'sin3'sinç-Mvcos;î' 

—  BvSÎn&-7^(wsin&cos©-+-i^  sinSr  sino-f-«»cosSr). 

Pour  avoir  ensuite  les  expressions  des  potentiels  Û^ 
Û2,  Ûs  à  Tintéricur  du  corps  élastique,  on  n'a  plus  qu'à 
poser,  pour  les  trois  indices, 

(a.)         u=(Mvpv-^')«ir+(^-mvPv)<l-. 

en  prenant  ^*  pour  la  surface  sphérique  de  rayon  R  et 
♦i  pour  celle  de  rayon  r,  et  puis  à  déterminer  les  con- 
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stantes  au  moyen  des  égalités 

d'où  il  résulte^ 

(29)       { 

^     ^  '  ,.V^1  ;.V-»-l  RÎV4-1 

"^^  ~    RÏv+lTTTïV+T  '  '*>'-^»     ~    RÎV+1_,.ÎV-H1  ' 

car,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  Texpressiou  (27), 
le  potentiel  û  devient  W  sur  la  sphère  de  rayon  R  et  ^{^ 
sur  celle  de  rayon  r. 

On  voit  d'ailleurs  que  ce  calcul  revient  à  effectuer  les 
opérations  indiquées  par  la  formule  (27)  sur  les  trois 
fonctions  sphérlques  u,  v,  w. 

Comme  on  peut  toujours  exprimer  les  composantes 
de  déformation  à  la  surface  de  la  sphère  en  séries  con- 
vergentes de  fonctions  sphériques,  on  aura  ainsi  pour  û|, 
Û29  ^^s  des  suites  de  groupes  de  termes  correspondants 
du  même  degré  d'homogénéité  et  en  portant  leurs  ex- 
pressions, après  y  avoir  introduit  Xy  j^  z  k  la  place  de 
p,  2r,  y  par  un  changement  inverse  de  coordonnées,  on 
aura  la  solution  du  problème  proposé. 

o.  Le  problème  de  l'équilibre  d'élasticité  d'une  enve- 
loppe sphérique,  lorsqu'on  donne  pour  chaque  facette 
infinitésimale  de  la  surface  la  force  élastique  y  appli- 
quée, a  été,  pour  la  première  fois,  résolu  par  Lamé  à 
Taide  d'une  méthode  dont  le  principe  est  simple,  mais 
qui  conduit  à  des  calculs  compliqués.  MM.  Thomson 
et  Tait  ont  repris  la  question  au  §  737  de  leur  Traité 
de  Philosophie  naturelle,  et  l'ont  notablement  simpli- 
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fiée.  Il  est  aisé  de  la  ramener  à  celle  qui  vient  d'être 
traitée. 

Si  Ton  désigne  par  F,  G,  H  les  trois  composantes  par 
rapport  aux  axes  des  j:,  des  j^  et  des  z,  de  la  force  élas- 
tique donnée  en  un  point  quelconque  de  l'une  des  sur- 
faces sphériques,  on  doit  avoir 

Ho)  <  Gr  =  Xô^-i- ajivt? -f- 'Z|x(^  pi  —  ipps), 

(  Hr  =  Xô-5  H-'2[ivtv -4- ^(^(iFpî  —  ^pi), 

en  désignant  par  r  le  rayon  de  la  sphère  considérée  et 
par  Pi,  p 2,  p 3  les  trois  composantes  de  rotation  suivant 
les  axes  des  a:,  des  y  et  des  z  définies  par  les  éga- 
lités 


,_    ^  dw      di>  du      dv  dv       du 

(3.)  :.P.=  _-^,        2p,  =  ___,        ap,=  ___. 


Les  quantités  F/',  Gr,  Hr  ne  sont  données  qu'à  la 
surface  du  corps  élastique,  mais  on  peut  les  considérer 
comme  des  valeurs  particulières  des  trois  fonctions  5, 
r^,  tj  bien  définies  à  Tintérieur  du  corps.  Ce  sont  les 
produits  par  le  rajon  vecteur  des  composantes  de  la 
force  élastique  appliquée  à  la  facette  normale  à  ce  rayon 
au  point  quelconque  {x^j^  z).  Ces  fonctions  satisfont 
à  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
On  a,  en  effet, 

(3.)      j..,..a^U,,v...^4.(t-è)' 
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et,  si  Ton  a  égard  aux  équations 

(33)  {   |xA*(^  -h(X -h  jjl) -j-  =  o, 

et 

il  vient 

(35)  {  A«r,  =  -9.(X  +  ^)(v-vt)^, 

A'Ç  =  -2(X  +  |x)(v-2)^. 

Il  résulte  aussi  des  équations  (3o) 

dx  \  dx  )  dx         ^  \f   dx  dx  J 

Or  on  a 

iz         dy  I  dx^ 

\dy        dx  J  dz 
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et,  par  suite  des  équations  {i4)i  i'  vient 


(38) 


par  conséquent,  si,  pour  simplifier,  on  pose 

dt       dti       dX, 
^^  dx       dy       dz         * 

on  aura,  en  faisant  la  somme  des  égalités  (36), 

(40)  ':  =  X(v-H2)6-l-?-[xvO— (X-t-aiJL)(v  — i)e=(3X-+-2jjL)ô, 

et  les  fonctions  Ç,  "iri,  Ç  devront  vérifier  les  trois  équa- 
tions aux  dérivées  partielles 

d-z 

(3X-f-'2îJL)A«5  ^-2(X-^-fl}(v- 2)^=0, 

(41)  {  (3X4-a[x)AîTi4--2(X-f-|ji)(v-2)^=o, 

dx 

(3X-4-a[i)  AîÇ  -f-'2(X-4-  fji)(v  — 2)  -T-  =  o. 

6.  Ces  équations  sont  semblables  aux  équations  (33), 
et  si,  pour  simplifier,  on  pose 

(42)  M  =  3Xh-2|jl,         L-f-M  =  2(v  — 2)(Xh- (x), 

on  y  satisfera,  d'une  manière  générale,  en  posant 


^_      L-I-3M  __       L-f-M       /     dmx  rfoij  <ic«>j\ 

^  ~  7("l"TTm")  "***  —  2(L-f-2i\i)  V  ^  "^*^  ^  "^  ^  ^5F/' 

^^    ^    '     '        2(L-1-2M)  2(L-f-2M)V     df^        -     dy  dy  } 

_      L  -h  3  M  L  -h  M      /     diûi  doit  rfio^  \ 

^  ""  'i{L -^ 'iW)  ^^  ~  2(L-+-2M)  V^"^  ■^•^"ST"*"^  IZT/' 

oùa)|,  ci)2,  W3  désignent  trois  potentiels.  D'après  cela, 
il  sera  facile,  eu  procédant  comme  plus  haut,  de  déter- 
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miner  pour  un  point  quelconque  du  corps  les  trois 
fonctions  Ç,  Tj,  Ç  d'après  les  valeurs  qu'elles  ont  en  un 
point  quelconque  de  ses  deux  surfaces  sphériqucs.  Ayant 
effectué  ce  calcul,  on  aura  la  dilatation  cubique  Q  au 
moyen  de  l'égalité  (4o)- 

Quant  aux  trois  composantes  de  rotation  pi,  pi,  ps, 
elles  peuvent  être  obtenues  comme  il  suit.  On  déduit 
des  équations  (3o),  en  ayant  égard  à  l'identité 


ces  égalités 


d?i       dpi       dp^  _ 
dx        dy        dz  ' 


/  dr^ 
dx 


dy 


(U)   ( 


dy 


di] 
dz 


dz 


dx 


.  /     «?0  d^\  .  . 

^Vd-x-'^dj)^^^^'-'^^' 

"k         /     d'z  d'z  \  ,  . 

"^         /    dz  dz\ 

7,['7ô^-^dz)-^''^^'-'^^^^ 

.  /     d^  d^\  .  , 

\         [     d-z  d'z\  .  , 


3Xh-  2 
d^ 


au  moyen  desquelles  on  pourra  calculer  les  trois  com- 
posâmes de  rotation. 

Enfin  les  composantes  de  déformation  m,  v^  sv  seront 
données  par  les  égalités  suivantes,  qui  résultent  immé- 
diatement des  équations  (3o), 


^45) 


u  = 


t»   z^ 


«•  rt: 


2  jJLV 
I 


À  [JLV 


î:  -  rrrr 


X  I 

— --. ■zx-{ —  (a  Pi 

■i(3A -H  2|x)[iv  V 

— :pi 'y  -^  ~  (^P3 

2  (^  i  A  -f-  2  {1  ;  IJtV    •^         V        ' 

X 


2(  "JX  -+-  2|JL)jJLV 


.^-r--  (yçii 


— -Pi). 


(46) 
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OÙ  il  faudra  remplacer  les  composantes  de  rotation  pi, 
P2,  p3  par  leurs  expressions  tirées  des  relations  (44)<^i^ 
voit  ainsi  que,  dans  le  cas  des  enveloppes  spbériques, 
les  fonctions  ^,  tj,  Ç  jouent  un  rôle  semblable  à  celui 
des  fonctions  m,  VjW  et  peuvent  les  remplacer  pour  la  dé- 
termination des  éléments  principaux  de  la  déformation 
du  corps  élastique. 

On  peut  faire  une  autre  remarque.  Si,  dans  les  équa- 
tions (3o),  on  introduit,  à  la  place  des  fonctions  qui  figu- 
rent dans  leurs  seconds  membres,  les  trois  potentiels  Q|, 
Q29  ^^3  9  il  vient 

\  dx         dy         dz  1 

{X  X-h2|JL— (X-4-{x)v  /    d^         dili         dQi\ 

X-+-2[x      *      ^  X-4-afJL  \     dx      ^  dx  dxj 

Xh-2(jl  ^  X-f-ajx  \    dy      ^  dy  dy ] 

\  6^         c(;^         dz  ) 
u         ,^  X+aw  — (X-hu)v  /    rfûi  rfil,  ûfÛ3\ 

\  k-^i\L  ^  X-f-2|Ji  \     dz      '^   dz  dz  ] 

Ces  expressions,  substituées  dans  les  équations  aux 
.  dérivées  partielles  (40?  devront  les  vérifier  identique- 
ment, et  il  est  aisé  de  s'assurer  qu'il  en  est  ainsi.  Elles 
en  donnent  donc  les  formules  générales  d'intégration 
tout  aussi  bien  que  les  égalités  (43),  mais  sous  une  autre 
forme.  Si  des  relations  (42)  on  déduit  les  expressions  de 
\  et  de  [X, 

,,   ,      .        Mv  — 3x\l  — L  3L-f-7M  — 2Mv 

(47)        k=  ,  ]X—  / ^ , 

et  qu'on  les  substitue  dans  les  expressions  (4^),  puis 
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qu'on  y  remplace  L  et  M  par  X  et  [x-,  enQii,  $,  t,,  !J  res- 
pectivement par  u,  {f^  (V,  on  aura  ainsi  un  autre  mode 
de  solution  des  équations  (33),  d'ailleurs  moins  simple 
que  ceux  auxquels  on  arrive  par  le  calcul  direct. 


ADBITION  A  UNE  NOTE  SUR  UNE  APPLICATION 
DES  COORDONNÉES  PARALLÈLES 

(3*  série,  t.  VIII,  p.  S68); 

Par  m.  m.  D'OCAGNE. 


Si  nous  rapportons  la  figure  a  un  système  cartésien 
en  prenant  pour  origine  le  milieu  O  de  AB,  pour  axe 
des  X  la  droite  OA  prolongée,  pour  axe  des  j^  la  perpen- 
diculaire à  celle-ci  menée  par  O,  nous  voyons  que  les 
formules  de  transformation  sont 

d — 9.vr  d-h'ÀT 

^  idy    ^  ^  ~~      idy 

Portant  ces  valeurs  de/?  et  de  q  dans  les  expressions 
( 1 1)  et  (i  a)  de  M  et  v^,  on  arrive  à  mettre  celles-ci,  après 
une  série  de  réductions  dont  nous  supprimons  le  détail, 
sous  la  forme 


dhk  I  /  d  k 

''=^^  k 


Mhk         i/         dk-\- 


^=--y-^i 


h       k\f       x  k  —  h) 


Si,  en  conservant  la  direction  des  axes,  nous  trans- 
portons l'origine  au  point  O',  dont  les  coordonnées  sont 

d  k  -^  h  d  hk 

•i   k  —  h  '  k   -  k 
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nous  avons  les  formules  très  simples 


qui  permettent  de  passer  aisément  de  l'équation  en  u  et 
i'  de  la  courbe  proposée  à  celle  en  ocf  ely'  de  la  trans- 
formée. 

Lorsque  le  triangle  MNP  est  à  la  fois  rectangle  en  P 
et  isoscèle,  A  =^  —  i ,  A:  =  i ,  et  Ton  a 


ou,  en  faisant  tourner  les  axes  de  45", 

u  =  x\  v/'A, 

par  suite,  à  un  facteur  constant  près,  les  coefficients 
des  termes  du  même  degré  sont  les  mêmes  dans  l'équa- 
tion en  u  et  t'  de  la  courbe  proposée  et  dans  l'équation 
en  x''  et  y  de  la  courbe  transformée.  Cette  remarque 
rend  évidente  la  proposition  par  laquelle  se  terminait 
notre  Note. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  BINOMES; 

Par  m.  Gh.  BIEHLER. 


On    sait    que   la    résolution   de    l'équation   binôme 
x^ —  1  =^  o,  où  N  est  un  nombre  entier  quelconque,  se 
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ramène  à  la  résolution  d*équa lions  de  la  forme 

et  à  celle  de  l'équation  x^'* — i  =  o  dont  les  racines 
peuvent  être  exprimées  au  moyen  de  radicaux  du  second 
degré. 

L'équation  j:*"*+'  —  i  =  o  admet  la  racine  jr  =  i . 

En  divisant  le  polynôme  x^^"^*  —  i  par  x  —  i  et  en 
égalant  à  zéro  le  quotient,  on  obtient  l'équation  réci- 
proque 

ou 

I  .  I  I 

^p/w  -^ j-  x"*-^  H 7  -4-...-+-a7H 1-1  =  O. 


En  posant 


I 

x-\ —  =  y 


et  en  désignant  d'une  manière  générale  par  Vj^  la  fonc- 
tion x^-\ évaluée  au  moyen  de  j^,  on  sait  que  Vji  est 

un  polynôme  de  degré  (jl  en  y^  et  l'équation  précédente, 
après  cette  transformation,  devient 

V,„  H-  V,„_i  -f- . . .  -H  Vi  -h  I  =  o. 

Soit  Uto  son  premier  membre, 

U  m  =  V ,«  -f-  V,„  _  1  -4-  .  .  .  -4-  V 1  -+-  I , 

nous  allons  démontrer  algébriquement  que  l'équation 
U/i,=:  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre 
—  '>'  et  -1-2. 

Pour  cela,  nous  nous  appuierons  sur  une  propriété 
bien  connue  des  fonctions  V,  à  savoir  :  trois  fonctions 
consécutives  quelconques  Vjx,  Vfj,._|,  V{j._2  sont  liées  par 
la  relation 
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cette  relation  aura  lieu  encore  pour  les  trois  fonctions 
V2,  V«,  Vq  à  la  condition  de  prendre  pour  Vo  la  valeur 


V„  = 


0 


2. 


Il  est  aisé  de  démontrer  que  trois  fonctions  consécu- 
tives U|jt,  U(jt_i,  tljt_2  sont  liées  par  la  même  relation 

Upt  désignant  le  polynôme 

En  effet,  on  a  les  trois  égalités 

U^     =V(i     H-V^_,-+-...-hV,-h  Vi-hi, 
U^i-i  =  Vp,_, -h  Vpt-î -h . . . -h  V,  H- 1 , 

Ujx.-2  =  Vjj,_j  -4-  VjA-3  -h ...  -4-  I . 

En  ajoutant  membre  à  membre  ces  égalités,  après 
avoir  multiplié  préalablement  la  seconde  par  —  jj  il 
viendra 


tous  les  polynômes  qui  figurent  dans  chacune  des  lignes 
du  second  membre,  jusqu'à  ravant-dernière  exclusive- 
ment, sont  nuls;  de  plus  V, — j  =0;  la  dernière  se 
réduit  donc  à  1.  En  ajoutant  cette  unité  h  ravant-der- 
nière, on  obtient 

qui  est  nul  ;  par  suite,  on  a  identiquement 

Cette  relation  subsiste  depuis  u.  =  m  jusqu'à  |x  r=  a; 
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elle  subsiste  aussî  pour  |jl  =  2,  en  vertu  du  calcul  précé- 
dent, à  la  condition  de  prendre  Uo  ==  i . 

On  a  donc  entre  U^,  Um-i,  .••,  U|,  Uo  la  suite  des 
relations 


Uî       — ^Ui       -+- Uo      =0. 
Ces  relations  nous  montrent  que  les  fonctions 

tJmî      tJ/;i— 1,      •••)      Uo 

jouissent  des  propriétés  requises  pour  l'application  du 
théorème  de  Sturm,  à  l'exception  toutefois  de  celle  qui 

I  Um 

concerne  le  rapport  rr 

Soient  U^{a)  et  V|jL(a)  ce  que  deviennent  U^  et  V^a 
quand  on  y  remplace  jk  par  a. 
Substituons  dans  \J^  successivement  —  2  et  H-  2, 

Uj,(- 2)=  V^(- 2)-+- Vj,-,  (- •!)  +  . . .+ V,(- 2)-+- 1, 

UjiC-H  a)=  V,x(H-  2)  -4-  Vji_i  (-h  2)-4-.  .  .-+-  Vi(4-  2)-M. 

Or 


i)V(. 


_  /r-^-/r'— 4^^^ .  (r-\^y^ 


v.=i=^^— ^)  -^r— ^^-^M 


on  aura  donc 

V;,(-2)=2(-l)^ 
V,x(-H2)=:2, 

par  suite 

Up,(-2)=2[(-l)l^-f-(-l)tt-l-H...  +  (-l)J+I, 
Upt(-f-2)=  2|JH-I 

ou  bien 

Ujx(— 2)=^(-i)!A         et         Ujx(-^'^)=2|x-hi. 
Les  fonctions  U,„,  l}m^\,   •  •  •,  IJ,,  Uo  «c  présentent 
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donc  que  des  variations  pour  j'  =  —  2  et  des  perma- 
nences pourj^  =  -f-  2. 

La  suite  U;»,  U„j».<,  ...,  Uj,Uo  perd  donc  m  varia- 
tions quand  y  varie  de  —  2  k-^%\  l'équation  11»,=  0  a 
donc  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  —  2 
et  -f-  2. 

On  voit  de  plus  que  le  rapport  fj— ^  passe  toujours 

d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive  quand  /,  en 
croissant,  traverse  une  racine  de  l'équation  Uto=  «• 


APPLICATION  DES  GOORDONKÉES  INTRINSÈQUES. 
CAISTIQUES  PAR  RÉFLEXION; 

Par  m.  BALITRAND, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 


Nous  généraliserons  un  peu  la  définition  ordinaire 
des  caustiques. 

Étant  données  deux  courbes  (M)  et  (Mp),  la  tangente 
en  M  à  (M)  rencontre  (Mo)  au  point  M©.  On  mèue  en 
ce  point  la  normale  à  (Mq)  et  Ton  prend  la  droite  symé- 
trique de  MMo  par  rapport  à  cette  normale. 

La  droite  ainsi  obtenue  enveloppe  une  courbe  (M') 
qui  est  la  caustique  par  réflexion  de  (Mo)  par  rapport 
à  (M).  Si  M'  est  le  point  où  la  droite  MM©  touche  son 
enveloppe  (M'),  les  points  M  et  Miseront  dits  corres- 
pondants. Il  faut  remarquer  tout  d'abord  la  parfaite 
réciprocité  qui  existe  entre  (M)  et  (M');  de  telle  sorte 
que,  (M')  étant  la  caustique  de  (M^,)  par  rapport  à  (M), 
(M)  est  la  caustique  de  (Mo)  par  rapport  à  (M'). 

Soient  x  etj^  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport 
à  la  taugente  et  à  la  normale  à  (Mo)  en  Mo  (axes  mo- 
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biles).  Puisque  le  point  M  est  le  point  où  la  droite  MMq 
touche  son  enveloppe,  on  a,  en  adoptant  les  notations 
de  M.  Cesaro, 

(l)  ^   =   21ZlP£,  5^=:_£.. 

cUs)  Po  dsQ  Po 

Si  u  et  Q  sont  les  coordonnées  polaires  de  M,  on  aura  de 
même  les  relations 

du 

-j—  =  — côsO, 

(2)  { 

é/6  I         sinO 


ds^  Po  u 

Pour  le  point  M'  dont  l'angle  polaire  est  1:  —  0,  on  a 

du'  . 

-r-  =COSO, 

^         rfO  f         sine 

-         = j 

dSo  Po  u 

Si  l'on  désigne  par  fi  et  A'  les  segments  déterminés 
par  les  normales  en  M  et  M'  à  (M)  et  (M')  sur  la  nor- 
male en  Mo  à  (Mo),  on  déduit  des  formules  (2)  et  (3) 


I        I 

h        Po 

ds^^ 

I           I 

h'  —  Po 

d^ 

dso 

et, 

par 

suite, 

en 

ajoutant 

(4) 

I        I 

7, 

'  pi' 

c'est-à-dire  que  les  normales  en  M  et  M'  divisent  har- 
moniquement  le  rayon  de  courbure  de  (Mo)  en  Mo. 
Les  équations  (2)  et  (3)  nous  fournissent  ensuite 

(5)  du -h  du' =0         ou         d(u  -{-  u')=  o. 

Pour  interpréter  cette  relation,  prenons  le  point  M| 
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symétrique  de  M  par  rapport  à  la  tangente.  On  vérifie 
bien  aisément  que  la  droite  MoM|  est  normale  â  la 
courbe  (M4).  La  relation  (5)  s*écrit  donc 

^(Miivr)=o, 

c'est-à-dire  que  Mi  M' touche  son  enveloppe  au  point  M'. 

Ainsi  la  courbe  (M')  est  la  développée  de  la  courbe 
lieu  des  points  tels  que  M| .  C'est  la  généralisation  d  un 
théorème  énoncé  par  Quetelet  dans  le  cas  où  la  courbe 
(M)  se  réduit  à  un  point. 

Si  l'on  prend  le  point  M',  symétrique  de  M'  par  rap- 
port à  la  tangente,  la  courbe  (M)  est  la  développée  de  la 
courbe  (M',  ).  Puisque  les  courbes  (M)  et  (M')  sont  les 
développées  des  courbes  (Mi)  et  (M^)  et  que  Ton  a 
M^  M'  =:=  M',  M,  les  arcs  élémentaires  ds^  ds!  des  courbes 
(M)  et  (M')  sont  égaux. 

Si  Ton  observe  que  les  angles  de  contingence  des 
courbes  (M)  et  (M')  sont 

e  =  60-H  d^^ 


on  en  déduit 


d'où 


ds  _  I  tu         ^^\  _  ^0 
p'        \dsQ       dsoj  ~"    h' 


ds       /  Bq  rf6  \       dso 

p 


9'  "  ^' 


Cette  formule  permet,  connaissant  le  centre  de  cour- 
bure de  l'une  des  courbes  (M)  ou  (M'),  de  déterminer  le 
centre  de  courbure  de  Tautre.  Elle  nous  montre,  en 
efiet,  que  les  parallèles,  menées  par  les  centres  de  cour- 
bure en  deux  points  correspondant  à  la  normale  à  (Mo)* 
rencontrent  les  droites  MIVIo,  M' M©  en  des  points  silue's 
sur  une  droite  parallèle  à  MM'. 
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Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que   les 
droites   Mo  M,  Mo  M'  faisaient  des  angles  égaux  avec  la 
normale  en  Mo-  On  peut  plus  généralement  prendre 

6'  désignant  l'angle  de  M,,  W  avec  la  normale. 
On  en  déduit 

Les  formules  (2)  et  (3)  nous  donnent  alors 

(6)  /'(e)(!i^-l)  =  ?i-"^_-L. 

\    w  po/  u  po 

En  particulier,  prenons 

sinÔ  =  n  sinôj. 
La  formule  (6)  devient 

V    «  po/  \    u  Po/ 


ces' 


mn  SUR  L'INTÉGRAIB  f  e-'^du; 

Par  m.  STIELTJES. 


M.  Méray  a  montré  récemment  (Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  1889)  qu'on  peut  obtenir  la  valeur 
de  celte  intégrale  à  l'aide  de  la  formule  de  Wallis.  La 
déduction  suivante  se  fonde  sur  la  même  idée,  mais  on 
la  trouvera  peut-être  uu  peu  plus  simple. 

Soit 

ln=  I     u'^e-"^  du; 
une  intégration  par  parties  donne 


•2 
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d'où  Ton  conclut, 

1 .3.5. .  .(aX-  —  i) 

itk^i= 

L'expression 

f     M»-* (m -H  a?)*  e-"* du 

0 

est  évidemtneiit  positive  pour  toute  valeur  réelle  de  x 
donc 

ou,  à  cause  de  I/,^i  =  -  I/i_i, 

Vf  ^   ~  *«-!  • 

On  a,  par  conséquent, 

c'est-à-dire 

(I.2.3. .  .A-)*           -,        (I.2.3...A)* 
'•*>       4X+a     '         ''*< Û ' 

en  sorte  qu'on  peut  poser 


_.         (i  .2.3. .  .X-)* 


j-^-_v.4-E),        o<.<^, 


ou,  en  exprimant  ^^k  par  Iq, 

^r-  _  [2.4. 6... (2^)?  .        . 

"^^ ^  "  [i.3.5...(2/.— i)JH'2A:-f-i)^    ^    • 

En  faisant  croître  indéfiniment  l'entier  A',  il  vient, 
d'après  la  formule  de  Wallis, 
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ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  CONIQUES 
D  APRÈS  LEUR  DÉFINITION  ('); 


Par  m.  L.  MALEYX. 


Théorème  de  Pappus. 

V.  Si  d* un  point  pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d'un  qua-^ 
drilatère  inscrit^  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  deux  côtés  opposés  est  égal  à  celui  des 
perpendiculaires  abaissées  sur  les  deux  autres. 

Soient  01a  circonférence  considérée  (/'g".  22),  ABCD 
le  quadrilatère  inscril,   MP,  MQ  les  perpendiculaires 


abaissées  du  point  M  sur  les  deux  côtés  opposés  AB,  CD; 
MR,  MS  les  perpendiculaires  abaissées  du  même  point 
sur  les  deux  autres.  Joignons  le  point  M  aux  points 
A,  B,  C,  D,  par  des  lignes  droites  :  on  a,  d'après  un  théo- 
rème connu,  et  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  O, 

MA  X  MB  =  MP  X  2R,        MD  x  MC  =  MQ  x  2R; 


(*)  Voir  même  Tome,  p.  434' 

Ann.  de  Afathemat..  3«  série,  t.  IX.  (Octobre  1890.)  3i 
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d\>ii,  m  11)  li  pliant  ces  égalités  membre  à  membre, 
MA  X  MB  X  MG  X  MD  =  4R«  x  MP  x  MQ; 

on  trouve  encore  par  Tapplicatlon  du  même  théorème 
MA  X  MB  X  MC  X  MD  =  4R2  x  MR  x  MS; 

de  là,  par  comparaison, 

MP  X  MQ  =  MR  X  MS. 

Ce  théorème  s'applique  aux  sections  planes  d'un  cône 
à  base  circulaire  avec  une  légère  modification  d'énoncé  : 

Si  d'un  point  pris  sur  une  section  conique  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d'un  quadrilatère 
inscrit  y  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce 
point  sur  deux  côtés  opposés  {lu  quadrilatère  est  an 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  sur  les  deux 
autres  dans  un  rapport  constant. 

Si  l'on  unit  les  sommets  du  quadrilatère  inscrit  dans 
la  section  conique  au  sommet  du  cône,  auquel  elle  appar- 
tient, par  des  lignes  droites,  génératrices  du  cône,  ces 
droites  rencontrent  la  circonférence  dîreclrice  du  cône 
en  quatre  points,  sommets  d'un  quadrilatère  inscrit  dans 
cette  circonférence  et  dont  le  quadrilatère  inscrit  dans 
la  conique  peut  être  considéré  comme  la  perspective. 

Soient  S  le  sommet  du  cône,  ABCD  le  quadrilatère  in- 
scrit dans  la  conique,  et  perspective  du  quadrilatère 
A'B'C'iy  inscrit  dans  la  directrice  circulaire  {^g.  a3); 
soit  O  un  point  du  plan  ABCD,  traçons  la  droite  SO  et 
prolongeons-la  jusqu'à  sa  rencontre  en  O'  avec  le  plan 
A'B'C'D';  puis  des  points  O  et  O' abaissons  les  perpendi- 
culaires O/;,  (y//  sur  le  plan  SAB,  et  ;?P,  //P' respec- 
tivement perpendiculaires  sur  AB,  A'B'^  enfin  joignons 
par  des  lignes  droites  OP,  O'P'.  OP  et  CyP  sont  respec- 
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tivemciit  perpendicalaires  à  ABet  A'B',  d'après  le  théo- 
rème des  trois  perpendiculaires;  de  plus,  dans  les 
triangles  rectangles  OP/7,  O'P'/^',  les  angles  eu  P  et  P' 


sont  fixes  comme  angles  rectilignes  des  dièdres  aigus 
formés  par  le  plan  SAB  avec  les  plans  ABCD,  A'B'C'D'-, 
il  en  résulte  que  dans  ces  triangles  les  rapports  des  hy- 
poténuses  OP,   O'P',    aux  côtés  O/?,  O'p'y  sont   des 

nombres  fixes,  et  que  le  rapport  ç-r^,  est  égal  au  produit 

du  rapport  ^^^  par  un  nombre  constant,  soit  ai ,  d*où 

OP  Op 


OP' 


0>' 


Comme,  du  reste,  les  triangles  S(y p\  SOp  sont  sem- 
blables, puisque  O/;,  O'p'y  perpendiculaires  à  un  même 

plan,  sont  parallèles,  on  a  jr^,  =  ^^  et,  en  consé- 
quence, 

(0 


OP  _     so 

OT'  ~^'  SO'" 


On  trouverait  de  même,  désignant  par  Q,  R,  S  les 
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pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  O  sur  les 
droites  DC,  BC,  AD,  et  de  même  par  Q',  R',  S'  ceux 
des  perpendiculaires  abaissées  du  point  CV  sur  les 
droites  lyC,  B'C,  A'iy,  respectivement  : 

,   .  OQ  SO 

(a)  ô^'  =  *»SO" 

(3)  ÔTR'"*'SÔ^' 

u;  o'S'~   *S0'' 

a^,  a3,  a4  étant  des  coefficients  constants. 

On  déduit  des  égalités  (i),  (2),  (3),  (4)9  par  une 
transformation  évidente, 

OP  X  OQ       OT'xO^Q'       ai  g, 
ORxOS  ~  O'R'xO'S'  ^  Œja/ 

Si  nous  supposons  alors  le  point  O  placé  en  un  point 
de  la  section  conique,  le  point  O'  sera  placé  sur  la  cir- 
conférence directrice;  dès  lors  on  aura,  d'après  le  théo- 
rème précédent  y 

O^P^xO^Q^  _ 

b'R'xO'S'  ~ '» 
d'où 

OP  xOQ  _  g|«, 

ORxOS""asa4' 
qui  établit  le  théorème  énoncé. 


Théorème  et  application  à  la  construction  des  points 
communs  d'une  droite  quelconque  et  d'une  conique 
dont  on  donne  oinq  points. 

VI.  Si  Von  considère  une  conique  circonscrite  à 
un  quadrilatère  et  que  par  un  quelconque  de  ses  points 
on  mène  une  parallèle  à  une  direction  fixe  y  le  rapport 
iuTolutif  de  ce  point^  par  rapport  aux  deux  couples 
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de  points  de  rencontre  de  la  sécante  ai^ec  les  deux  sys- 
tèmes de  côtés  opposés  du  quadrilatère,  est  un  nombre 
constant. 

Soient  ABCD  le  quadrilatère  inscrit,  PS  la  sécante  pa- 
rallèle à  une  direction  fixe  menée  par  le  point  M  va- 


riable sur  la  conique  circonscrite,  et  coupant  les  couples 
de  côtés  opposés  du  quadrilatère  aux  points  P  et  Q,  R 
et  S  {fig>  94)>  Abaissons  du  point  M  les  perpendicu- 
laires MF,  MQ',  MR',  MS',  sur  les  côtés  du  quadrilatère  f 
les  triangles  rectangles  MFP,  MQ'Q,  MR'R^  MS'S, 
restent  semblables  à  eux-mêmes  dans  le  déplacement 
de  la  sécante  :  il  en  résulte  qu'on  a  les  égalités 

MP  =  MP'.p|,        MQ  =  MQ'.p„ 
MR  =  MR\  ps,         MS-  =  MS'.  p^  ; 

Po  ^2)  ^«)  ^4  étant  des  nombres  fixes;  et,  en  consé- 
quence, on  a 

MP  X  MQ  _  MP'xMQ'       p^ 
MRxMS  ""  MR'xiMS'  ^  p,?/ 

Or,  d'après  le  théorème  de  Pappus,  établi  au  numéro 
précédent,  le  second  membre  est  fixe. 

Le  second  membre  de  l'égalité  précédente  est  numé- 
riquement fixe  :  on  pourra  définir  son  signe,  d'après 
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ceux  des  segments  MP,  MQ,  MB,  MS,  pour  une  posi- 
tion particulière  du  point  M;  ce  signe,  une  fois  déter- 
miné, restera  le  même  pour  tous  les  points  de  la  courbe, 
car  il  ne  peut  changer  que  tout  autant  que  Tun  des  seg- 
ments change  de  signe,  et  cela  ne  peut  arriver  que  tout 
autant  que  le  point  M,  dans  son  déplacement  continu, 
vient  passer  par  un  des  sommets  du  quadrilatère  inscrit; 
dans  ce  cas,  deux  des  segments  changent  à  la  fois  de 
signe,  et  le  rapport  involutif  conserve  le  sien. 

On  déduit  de  ce  théorème  une  construction,  relati- 
▼ement  simple ,  des  points  communs  d*une  conique, 
dont  on  donne  cinq  points,  et  d'une  droite  quelconque. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E  cinq  points  d'une  conique,  RQ 
une  droite  donnée  {fig.  ^5);  construisons  le  quadrilatère 

Fig.  i5. 


inscrit  ABCD,  et  menons  par  le  point  E  une  parallèle 
P'S'  à  RQ.  D'après  le  théorème  précédent  et  si  M,  N 
sont  les  points  communs  de  la  conique  et  de  la  droite 
RQ,  les  trois  rapports  involutifs 

ER^xKS^  NRxNS  MR  x  MS 

KP'  X  KO'  '  N P  X  N Q  '         >1  P  X  MQ 
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sont  égaux;  il  en  résulte  que,   si  ron  conslruil  deux 
cercles,  soit  O  passant  par  R  et  S,  et  O4  passant  par  P 
etQ,  les  points  M  et  N  appartiennent  au  cercle  lieu  des 
points  dont  les  puissances  par  rapport  aux  cercles  O  et 

Oj  sont  dans  le  rapport  -^, — p^>  n°  I,  Chap.  II. 

Ce  dernier  cercle,  dont  les  points  communs  avec  la 
droite  RQ  sont  les  points  cherchés,  peut  être  construit; 
en  eSet,  on  sait  d'abord  qu'il  a  même  axe  radical  avec 
les  deux  cercles  O  et  Oi  et  qu'en  conséquence  il  passe 
par  leurs  points  communs  a  et  ^;  en  second  lieu,  on 
peut  en  déterminer  facilement  un  et  même  deux  autres 
points.  Si  nous  inscrivons  dans  les  cercles  O  et  0|  deux 
cordes  RiSi,  P|Qi  respectivement  égales  à  R'S',  P'Q', 
puis  que  nous  prenions  sur  elles  les  segments  R|E|,P|E2, 
respectivement  égaux  à  R'E,  P'E,  le  cercle  décrit  de  O 
comme  centre  avec  0E|  pour  rajon  sera  le  lieu  des  points 
dont  les  puissances,  par  rapport  au  cercle  O,  sont  égales 
à  ER'x  ES',  et  celui  qui  est  décrit  de  Oj  comme  centre 
avec  OjE2  pour  rayon  sera  le  lieu  des  points  dont  les 
puissances  par  rapport  au  cercle  0|  sont  égales  à 
EP'xEQ';  les  points  communs  a',  ^'  de  ces  deux 
cercles  appartiennent  au  cercle  cherché,  dont  on  connaît 
ainsi  quatre  points,  ce  qui  permet  de  le  décrire. 

Remarque  /•  —  On  peut  ainsi  remplacer  les  deux 
points  communs,  réels  ou  imaginaires,  de  la  conique  et 
de  la  droite  par  ceux  de  la  droite  et  d'un  cercle  facile  à 
construire. 

Remarque  H.  —  En  dehors  de  ses  autres  usages, 
cette  construction  peut  être  utilisée,  en  Géométrie 
descriptive  y  pour  construire  les  tangentes  au  point 
double  ellectif  de  deux  quadriques  qui  ont  un  plan  tan- 
gent commun  et  même  point  de  contact. 
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VII.  Théorème.  —  Si  trois  coniques  sont  circon- 
scrites à  un  même  quadrilatère,  et  que  par  un  point 
variable  de  l'une  d'elles  on  mène  une  sécante  rectiligne 
parallèle  à  une  direction  fixe,  le  rapport  inx^olutif  de 
ce  point  par  rapport  aux  deux  couples  de  points  de 
rencontre  de  la  sécante  ai^ec  Içs  deux  autres  coniques 
est  un  nombre  constant. 

Soient  ABCD  le  quadrilatère  inscrit  dans  les  trois 
coniques  {fig*  26),  PQ  ia  sécante  parallèle  à  la  direc- 


tion donnée  menée  par  le  point  c  d'une  de  ces  courbes. 
Soient  P  et  Q,  R  et  S  les  points  de  rencontre  de  la  sé- 
cante avec  les  couples  de  côtés  opposés  du  quadrilatère, 
a  et  a\  b  et  b'  les  couples  de  points  de  rencontre  avec 
les  deux  autres  courbes. 

D'après  le  théorème  précédent,  on  a,  Q,  Q|,  83  étant 
des  nombres  fixes, 

aHxaS""     "a'Rxa'S 

Ramenons  ces  deux  égalités  à  la  forme  entière;  en 
prenant  le  pointe  pour  origine  des  distances,  nous  aurons 

{ca  —  cP)(ca  -h  cQ)=  Ô(cR — ca)(ca  H-cS), 
(ca'-f-  cP)(ca'—  cQ)  =  e(ca'-f-  cR)(cS  —  ca'). 

Ordonnons   ces   deux   égalités,   lues    aux    premiers 
membres,  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de 
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coj  caf^  respectivement,  et  remarquant  que 

cPxcQ=cRxcS  xô,, 
nous  aurons 

ca  (i-4-e)-i-ca  [cQ  — cP-4-Ô(cS  — cR)] 

—  cRx  cS(Ô,-}-e)=o, 

ca''(i  4- 6)— ca'[cQ  —  cP -h  e(cS  —  cR)] 

—  cR  X  cS(Ôj-f-e)=o. 

Multipliant  la  première  par  ca',  la   seconde  par  ca 
et  ajoutant,  on  trouve 

(ca  -hca')[cax  ca'(i-+- 9)— cR  x  cS(9j-h6)]=  o, 

égalité  qui  exige 

(i)  cax  ca'{i  -1-9)=:  cR  x  cS(9t-H  9). 

Par  un  calcul  analogue  et  partant  des  égalités 

hK  x6S  -"»-  fe'R  x6'S' 

on  trouve 

(a)  cb  X  c6'(i-h  9,)=  cRxcS(9,-f-9i); 

d'où,  divisant  membre  à  membre  les  égalités' (i)  et  (2), 

ca  X  ca!  __  (i-i- 9t)(9»-H  9), 
cbx  cb'  ""  (i-f-9)(9j-i-9,)' 

le  second  membre  étant  constant ,  le  théorème  est  dé- 
montré. 

Théorème  de  Desarg^eft  et  sa  généralisation. 

\III.  Le  théorème  de  Dfsargues  consiste  en  ce  qui 
suit  : 

Une  sécante  rectiligne  quelconque  détermine  par 
ses  rencontres  avec  une  conique  et  les  systèmes  de  côtés 
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Opposés  d^un  quadrilatère  inscrit  six  points  en  involu- 
lion . 

La  démonslralion  de  ce  théorème  se  déduit  immédia- 
tement du  théorème  qui  précède  de  deux  rangs-,  en  effet, 
puisque,  conformément  à  ce  théorème,  le  rapport  invo- 
lutif  du  point  M  par  rapport  aux  couples  de  points  P 
et  Q,  R  et  S,  est  le  même  pour  tous  les  points  de  la 
courbe,  quand  la  sécante  se  déplace  parallèlement  à  une 
direction  fixe,  il  aura  la  même  valeur  pour  le  second 
point  commun  M'  de  la  sécante  PR  avec  la  courbe;  en 
conséquence,  les  deux  points  M,  M',  ayant  même  rap- 
port involutif  par  rapport  aux  deux  couples  de  points  P 
et  Q,  R  et  S,  forment  avec  eux  un  système  en  involu- 
*îon  (  n°  II,  Chap.  II,  fin). 

La  généralisation  du  théorème  de  Desargues  par 
Sturm  consiste  en  ce  qui  suit  : 

Une  sécante  recliligne  quelconque  détermine  par  ses 
rencontres  a^ec  trois  coniques  circonscrites  an  même 
quadrilatère  un  système  de  six  points  en  involution. 

Cette  généralisation  se  déduit  du  théorème  du  numéro 
précédent  par  le  raisonnement  au  moyen  duquel  nous 
avons  déduit  le  théorème  de  Desargues  de  celui  qui  pré- 
cède de  deux  rangs  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Conséquence  du  théorème  de  Desargues.  —  Si  trois 
côtés  d^un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique  tour- 
nent autour  de  trois  points  fixes  pris  sur  une  ligne 
droite,  la  quatrième  tourne  autour  d'un  point  fixe  de 
la  même  droite. 

En  effet,  le  point  où  le  quatrième  côté  rencontre  la 
droite  est  le  conjugué  du  point  de  rencontre  du  côté 
opposé  avec  la  même  droite,  dans  Tinvolution  détermi- 
née par  les  deux  autres  points  et  les  deux  points  deren- 
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contre  de  la  conique  avec  la  droite;  et  ceci  a  lieu  alors 
même  que  les  points  communs  de  la  conique  et  de  la 
droite  seraient  imaginaires,  puisqu'on  peut  toujours 
remplacer  les  points  communs  d'une  conique  et  d'une 
droite  par  ceux  d'un  cercle  et  de  la  même  droite  (n**  VI, 
Ctiap.  II). 

Note  sur  le  n"  VII  du  présent  Chapitre.  —  La  démonstration 
analytique  du  théorème  du  n"  VII,  dont  celui  du  n*>  VI  n'est  qu'un 
cas  particulier,  est  presque  immédiate;  on  sait  en  effet  que,  sites 
équations  de  deux  coniques,  rapportées  an  même  S3'stème  d'axes  rec- 
titignes,  sont  ¥{x,y)  —  o,  F,(a;, jk)  =  o>  l'équation  générale  des 
coniques  passant  par  les  points  communs  des  deux  premières  est 
'^(^i^)  -+-^  ^ti^iX)  =  o»  ^  étant  un  coefficient  constant  pour  cha- 
cune de  ces  courbes. 

On  sait  encore  que  les  distances  du  point  du  plan  dont  les  coor- 
données sont  x^,y^,  aux  points  où  une  droite  passant  par  (^o»^e)  ^^ 
dont  le  point  directeur  ayant  pour  coordonnées  a,  b  rencontre  la 
courbe  F{x,y)  =  o,  sont  les  racines  de  l'équation 

F(j?„y,)  +  p(aF;^  4- 6F;J -h  p'?(a,  6)  =  0, 

^{Xyy)  étant  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  de  F(x,y). 

F(x   y  ) 
Il  en  résulte  que  le  produit  de  ces  distances  est  égal  à — ,  "^';v; 

?(a,  6) 

de  même  le  produit  des  distances  du  point  {x^jy^,)  aux  points  où  la 

F   («F     V  ) 

même  droite  rencontre  la  courbe  F,  (x,  v)  =  o  est  égal  à    'V  "*',  "   • 

Or  l'équation  P{a:^jy^)  -^-'kF^{x^fy^)  =  o,  qui  est  vérifiée  par  les 
coordonnées  de  tout  point,  {x^j  y^),  de  la  troisième  courbe,  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

F(aro,r.) 

et  sous  cette  forme  elle  exprime  que  le  rapport  involutif  du  point 
i^0yy»)y  P^r  rapport  aux  roupies  de  points  où  la  droite,  définie  de 
direction  par  le  point  (a,  6),  et  passant  par  le  point  (â7o,;Ko)>  ren- 
contre les  deux  autres  courbes,  est  constant. 

Cette  démonstration  est  sans  doute  très  simple;  mais  je  dois  à  la 
vérité  de  dire  que,  quoique  j'aie  eu  l'occasion  de  retourner  et  de  voir 
retourner  l'équation  F{Xjy)  •+■  'kF^{Xty)  =  o  de  bien  des  manières, 
il  ne  m'est  jamais  venu  à  l'esprit  de  l'inlerpréler  ainsi;  et  que,  si  je 
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n'avais  été  conduit  par  les  considérations  géométriques  de  la  présente 
étude,  je  ne  l'aurais  probablement  jamais  connue. 

Théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues. 

IX.  Si  Von  considère  une  circonférence  de  cercle  et 
un  quadrilatère  circonscrit,  qu'on  joigne  un  point  de 
son  plan  aux  deux  couples  de  sommets  opposés  du  qua- 
drilatère, que  du  même  point  on  mène  les  deux  tan- 
gentes au  cercle,  ces  trois  couples  de  deux  droites 
font  partie  d'un  faisceau  en  involution. 

Soient  abcd  le  quadrilatère  circonscrit  à  la  circonfé- 
rence O  {fig-  27),  S  le  point  de  son  plan,  Se,  Sf  les 

Fig.  27. 


deux  tangentes  issues  de  ce  point;  il  s'agit  de  dénioiitrer 
que  les  trois  couples  de  droites  Sa  et  Se,  SeetSy*,  Si  et 
S^  forment  un  faisceau  en  involution. 

Construisons  le  quadrilatère  inscrit  dont  les  sommets 
M,  N,  P,  Q  sont  les  points  de  contact  des  côtés  du 
quadrilatère  circonscrit  et  prolongeons  ses  côtés  opposés 
jusqu'à  leurs  points  de  rencontre  avec  la  polaire  ef  du 
point  S,  par  rapport  au  cercle  O,  en  Â,  B,  C,  D. 

L'un  de  ces  points,  A  par  exemple,  étant  le  point 
commun  des  polaires  des  points  S  et  a  par  rapport  au 
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cercle  O,  est  le  pôle  de  la  droite  Sa  :  dès  lors  OAa  est 
perpendiculaire  sur  Sa'^  on  voit  de  même  que  Oe, 
OpB,  OyC,  Oy,  ODS  sont  respectivement  perpendi- 
culaires sur  Se,  SA,  Se,  Sy,  Sd]  il  en  résulte  que  le 
faisceau  des  droites  admettant  pour  rayons  associés  Sa 
et  Se,  Se  et  Sy,  Sft  et  Srf,  est  superposable  sur  celui 
dont  les  rayons  correspondants  OA  et  OC,  Oe  et  O/i, 
OB  et  OD,  leur  sont  respectivement  perpendiculaires; 
et,  comme  ces  derniers  forment  un  faisceau  en  involu- 
tion,  d'après  le  théorème  de  Desargues,  il  en  est  de 
même  des  premiers,  ce  qu'on  voulait  démontrer. 

Le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  pour  le 
cercle  s'applique  également  à  l'une  quelconque  des 
trois  sections  coniques^  en  effet,  une  quelconque  des 
trois  sections  coniques  est,  par  définition,  la  perspec- 
tive d^un  cercle  en  prenant  le  sommet  du  cône  pour 
point  de  vue  *,  un  quadrilatère  circonscrit  à  la  conique 
est  celle  d'un  quadrilatère  circonscrit  au  cercle  ;  dès  lors, 
si  Ton  unit  un  point  du  plan  d'une  conique  aux  som- 
mets opposés  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  cette 
conique,  et  que  du  même  plan  on  lui  mène  des  tan- 
gentes, ces  six  droites  seront  perspectives  de  six  droites 
du  plan  du  cercle  qui  font  partie  d'un  faisceau  en  invo- 
lution,  d'après  le  théorème  précédent;  il  résulte  de  ce 
qui  a  été  dit  à  la  fin  du  n^  IV,  Gh.  II,  que  ces  six  droites 
font  aussi  partie  d'un  faisceau  en  involution. 

X.  Théorème  de  Pascal.  —  Les  points  de  rencontre 
des  trois  couples  de  côtés  opposés  d'un  hexagone  in- 
scrit dans  une  conique  sont  situés  en  ligne  droite. 

Soit  l'hexagone  ABCDEF  inscrit  dans  une  conique 
(Jig'  28)  :  construisons  la  diagonale  AD,  unissant  deux 
sommets  opposés,  et  prenons  son  point  commun  P  avec 
la  droite  QR,  qui  joint  les  points  Q  et  R  ou  se  coupent 
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deux  systèmes  de  deux  côtés  opposés,  BC  et  FE,  DC  et 
AF.  Trois  côtés  AD,  DC,  CB  du  quadrilatère  inscril 
ADCB  passent  par  les  trois  points  P,  Q,  R^  il  en  est  de 
même  des  trois  côtés  AD,  AF,  FE  du  quadrilatère  în- 

Fig.  aS. 


scrit  AFED^  donc  les  quatrièmes  côtés  de  ces  quadrila- 
tères, AB  et  DE,  vont  se  couper  au  même  point  S  de  la 
droite  QR,  ce  qu'on  voulait  démontrer  (conséquence  du 
théorème  de  Desargues,  n**  VIII,  Ghap.  II). 

Ce  théorème  continue  à  avoir  lieu  si  un  ou  plusieurs 
côtés  de  Thexagone  deviennent  nuls,  en  remplaçant 
chaque  côté  devenant  nul  par  la  tangente  qui  en  est 
la  limite  (*). 

XL  Théorème  de  Brianchon.  —  Les  diagonales 
unissant  deux  sommets  opposés  d'un  hexagone  circon- 
scrit à  une  conique  se  coupent  en  un  même  point. 

Soit  ABCDEF  un  hexagone  circonscrit  à  une  conique 


(»)  Si  l'on  admet  le  théorème  de  Pascal  pour  le  cercle,  et  il  y  en 
a  plusieurs  démonstrations  élémentaires  que  nous  n'ayons  pas  à  rap- 
porter, on  peut  en  déduire  que  ce  théorème  a  aussi  lieu  pour  uoe 
conique  quelconque,  considérée  comme  perspective  d'un  cercle,  ce 
qui  constitue  une  démonstration  simple  du  mémo  théorème. 
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{fig,  29),  M,  N,  P,  Q,  R,  S  les  points  de  contact  des 
côtés  qui  sont  les  sommets  d'un  hexagone  inscrit;  consi- 
dérons la  diagonale  BE  qui  unit  deux  sommets  opposés 
de  riiexagone  circonscrit.  La  droite  MN  passant  par  les 


pôles  M  et  N  des  tangentes  AB,  BC,  par  rapport  à  la  co- 
nique, a  pour  pôle  leur  point  commun  B  (n°  XIX, 
Chap.  I)  ;  de  même  la  droite  QR  a  pour  pôle  le  point  E 
où  se  coupent  les  tangentes  DE,  EF;  la  diagonale  BE 
passant  par  les  pôles  B  et  E  des  cordes  MN  et  QR,  le 
point  O  où  se  coupent  ces  cordes  est  le  pôle  de  la 
droite  BE. 

Or  ce  point  O  est  un  des  points  de  la  droite  de  Pascal 
relative  à  Thexagone  inscrit  :  dès  lors  la  droite  BE  passe 
par  le  pôle  de  la  droite  de  Pascal  ;  il  en  est  de  même  des 
deux  autres  diagonales  AD,  CF  :  donc  ces  trois  diago- 
nales se  coupent  en  un  même  point. 

Ce  théorème  continue  encore  à  s'appliquer  si  deux 
côtés  consécutifs  viennent  se  placer  dans  le  prolonge- 
ment l'un  de  l'autre,  en  considérant  le  point  de  contact 
comme  le  sommet  commun  à  ces  deux  côtés;  il  s'applique 
encore  dans  ces  conditions  s'il  en  est  ainsi  pour  plusieurs 
couples  de  deux  côtés  consécutifs.  {A  suivre.) 
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RBGHERGBE  DE  QUELQUES  COURBES  PLANES, 
PAR  L1NTERMÉDIAIRE  DE  LEURS  DÉVELOPPÉES; 

Par  m.  V.  JAMET. 


1.  Théorème.  —  *Sï  le  rayon  de  courbure  d'une 
courbe  (C)  est,  en  chaque  point,  moyenne  harmonique 
entre  les  distances  du  pied  de  la  normale  aux  points 
où  celle-ci  rencontre  une  courbe  algébrique  ^xe  (S), 
la  développée  de  (C)  jouit  de  la  propriété  satinante, 
qui  est  caractéristique  :  son  arc,  augmenté  d'une  lon- 
gueur constante  et  éley^é  à  une  puissance  égale  au 
degré,  rfe  (S),  est  une  fonction  entière  et  rationnelle 
des  coordonnées  de  son  extrémité  mobile. 

En  effet,  soit  f(x,y)=:o  l'équation  de  la  courbe 
(S);  OD  peut  toujours  supposer  que  la  lettre  /  désigne 
uae  fonction  entière  et  rationnelle  de  x^y;  soit  m  son 
degré.  Soient,  aussi,  x^y  les  coordonnées  d'un  point  de 
la  développée  de  (C),  X,  Y  les  coordonnées  du  point 
correspondant  situé  sur  (C),  p  le  rayon  de  courbure  de 
(C)  en  ce  point,  s  l'arc  de  la  développée,  compté  sur 
cette  courbe  à  partir  d'un  point  fixe  jusqu'au  point  (x,  y). 
Ou  connaît  les  relations 

V  dx  ^  dy 

(a)  p  —  a  —  s, 

où  a  désigne  une  constante.  Pour  trouver  les  distances 
du  point  {x^y)^  aux  points  où  la  normale  rencontre  la 
courbe  (S),  il  suffit  de  remplacer,  dans  son  équation, 


r 
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Tyj    par  les  seconds  membres  des  équations  (i).  On 
trouve  ainsi  l'équation 


■^^""'^'^^{dx  ds  ^  dy  ds) 


de  degré  m  par  rapport  h  p.  Soient  pj,  pa,  .  .  .,  p,,,  ses 
racines. 
On  a,  par  hypothèse. 


lonc 


/w         I          I                     1 

—  — 1 h. ..H ; 

P        Pi       Pï                ?m 

m 

df  dr        àf  dy 
ÔT  ds        i)y  ds 

a  —  s 

fi^^y) 

m  ds 

df 

-H    1.^-' —  0. 

ou  bien 

s —  a       fior.y) 
On  trouve,  en  intégrant, 

lofî/(ar,  y)—  m  log(5  —  a)=  logC 
OU 

(0  /(^^7)=C(*-a)'«, 

C  désignant  une  constante. 

Cette  équation  démontre  Ja  proposition  directe  :  la 
réciproque  est  vraie,  parce  que  Téquation  (3)  peut  être 
regardée  comme  une  conséquence  de  l'équation  (4). 

2.   Celle-ci  permet  également  de  trouver  une  équation 

diflérentielledu  premier  ordre,  contenant  une  constante 

arbitraire  et  devant  être    vérifiée  par  les  coordonnées 

d'un  point  quelconque  de  la  développée  :  il  suffit  d'éli- 

Ann.  de  Afathemat.,  3*  série,  t.  IX.  (Octobre  1890.)  32 
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miner  s  —  a  entre  l'équation  (4)  et  Téqualion 

qu'on  en  déduit  par  différentîation,  jmis,  dans  l'équation 
obtenue,  de  remplacer  ds  par  ^dx''^-^  rlj'^.  Mais  on 
conçoit  aussi  la  possibilité  de  vérifier  Téquation  (4)<''" 
y  remplaçant  .r,  y^  s  par  des  fonctions  de  deux  para- 
mètres :  il  faudra  alors  établir,  entre  ces  deux  para- 
mètres, une  relation  équivalente  à  celle-ci 

ds  =  ^ax' H-  dy^. 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  nous  traiterons 
le  cas  où  la  courbe  (S)  est  une  conique,  laissant  au  lec- 
teur le  soin  de  ramener  aux  éléments  du  Calcul  intégral 
les  cas  particuliers  ou  cette  conique  dégénère  en  un 
cercle,  ou  en  une  couple  de  droites.  Nous  rappellerons  eu 
outre  que  le  cas  du  cercle  a  été  traité  incidemment  [Nou- 
velles annales  de  Mathématiques  y  f.  178,  353  5  1888) 
par  M.  Cesaro,  qui  vient  également  de  publier,  dans  le 
Journal  Mathesis  (octobre  1889),  une  étude  directe  de 
la  courbe  (C)  dans  le  cas  où  la  conique  se  compose  de 
deux  droites  parallèles. 

3.  Si  la  conique  donnée  possède  un  centre  à  distance 
finie,  nous  pourrons  écrire  Péquation  (4)  comme  il  suit 

x^        V*       is  —  a  )' 
ai        «2  «3 

a^  désignant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation 
sera  vérifiée  si  Ton  y  remplace  x^  y,  s  —  a  par  les  fonc- 
tions de  X,  [Ji,  qui  résultent  des  formules  suivantes 

(«1— ai)(a,  — a,)'         ^        («1— «1)  («i  — «a)  ' 

a3(flf3-hX)(a3-+-  jji) 


-is-ay  = 


(«'s—  «l)(«3—  «î) 
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(Celles-ci  résulleiU  de  la  théorie  des  coordonnëi^s  ellip- 
tiques, telle  que  Jacobi  Ta  exposée  dans  ses  Leçons  da 
Dynamique.  ) 
La  substitution  de  ces  expressions  dans  Téquation 

dx^  -h  dY^  —  ds^  =  o 

conduit,  après  la  suppression  du  facteur  A  —  jji,  à  Té- 
quation  différentielle  suivante 

X  <iX'  Il  rfu* 

=  o 


(a,-h  X)(ai-HX)(a3-4-  X)        («1+  fi)(aj  H-  |x)(aj-+-  jji) 
ou 

et  l'on  est  ramené  à  effectuer  deux  quadratures.  Les 
deux  intégrales  que  Ton  trouve  ainsi  se  transforment  en 
des  fonctions  qu'on  désigne,  d'après  Jacolii,  par  la  no- 
tation n(a:,  a).  En  effet,  posons 

X  ,      .  ^  .      <. . 

X  •  Clt-hU. 


Nous  trouvons,  successivement, 

^  ai/isn*o 

A  -  -    7 -—  > 

I  —  h  sn*o 

,  sno  cno  dno  <io 

dA  —  2aih  — : J — -*-— ^  , 

(I  —  Asn*©)* 

^        a^-^- kiai  —  <T2)sn'o 

«2  -4-  X  :^ — L  , 

I  —  h  sn^o 

«3  -t-  A    = r r , 

puis,  si  nous  faisons 


at —  Oi  a-i       a. 2 —  Ui 
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nous  trouverons  encore 

et  nous  en  conclurons  que  Tintégrale 


(aj-4-  X)(aj-4-X) 


ne  ditlere  que  par  un  facteur  constant  de  l'intégrale  sur 
vante  : 

Soit  encore 


L     I  — Asn* 


A  =  A:*sn'a         ou  sn'a  = 


«3 —  aj 


L'équation  ditrërenliclle  (5),  transformée  comme  il  vient 
d'être  dit,  sera  équivalente  à  celle-ci 

r^ k^  sna  cnx  dna  sn'o  d^        /*^  /r'snacnadnasn*^'^'}' ^ 

C  désignant  une  constante  arbitraire;  ou  encore 

n(?,  ot)±:n(4;,  a)=C. 

4.  Si  la  conique  donnée  est  une  parabole,  Téqua- 
tion  (4)  prend  la  forme 

y^        (s  —  ay 

IX  — =  o, 

p  y 

où  q  désigne  une  constante  arbitraire.  Cette  relation  est 
celle  qui  existe  entre  les  limites  de  jr,  y^  .v,  si  Ton  sup- 
pose que  dans  Téquation 

.r*         V*        {s  —  a  V* 

h  "^ —  > , 


I 


(   ^o'    ) 

lorsque,  après  avoir  remplacé  x  par  x  —  y/ûi ,  on  sup- 
pose que  «1,  ^2,  Û3  deviennent  infinis,  avec  les  condi- 
tions suivantes 

(6)  lira-—  =/?,        Iim-p-  =Ç- 

Si  l'on  suppose^  en  outre, 

(7)  lira  -—z  =  Uy         lini  -jz=  =  v, 

V«i  V«i 

les  formules  qui  font  connaître  x^jy  s  —  a  en  fonction 
de  )v,  [i.  se  transforment  comme  il  suit 

,  _    p( p  -¥-  U)( p  -^  i>) 

— (5  —  a)*  —  ^-^ 

Si,  dans  Téquation 

on  tient  compte  de  ces  relations,  ou,  si  Ton  fait,  dans 
Téquation  (5)  les  hypothèses  (6),  (7),  on  trouve  l'équa- 
tion différentielle  suivante 

V  dv^  u  dii^ 

=  o 


{p-^v){q^v)        (p-^u)(q-hu) 

ou 

dont  l'intégration  se  ramène  au  calcul  des  fonctions  dé- 
signées habituellement  par  la  notation  Z(j').  Il  suffit, 
en  effet,  de  poser 

ff  -  —  p  sn*  cp.         r  --  —  p  «n2']/. 
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avec  la  condilioii 

P 
On  trouve  ainsi  l'équalion  didërentielK; 

sn'o  t/©  ±:  sn''<l  d'h  =  o, 

il  •      • 

dont  l'intégrale  est 

Z(o)±:Z(i|;)  =  a 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 


MÉTHODE  ÉLÉMENTAIRE  POUR  ÉTUDIER  LES  VARIATIONS 
DES  FONCTIONS  CONTINUES.  MAXIMUMS  ET  MINIMUMS; 

Par  m.  L.  MALEYX. 


1.  Soit  F(x)  une  fonction  continue  de  x  :  attribuant 
à  la  variable  une  valeur  quelconque  Xi,  la  dillérence 
F(x)  —  F(a:i)  devient  nulle  quand  on  y  faitx  =  X|  et, 
généralement,  change  de  signe  quand  x  passe,  d'une  ma- 
nière continue,  d'une  valeur  un  peu  inférieure  à  j:i  à 
une  valeur  un  peu  supérieure. 

Si  F( x)  est  une  fonction  algébrique  entière,  on  peut 
mettre  x  —  Xi  enfacteurdans  la  dillérence  F  (or)  —  F(a.^), 
puisqu'elle  est  divisible  par  x — Xt  et  puisque,  aussi, 
on  connaît  la  forme  du  quotient. 

On  le  peut  encore,  d'après  le  même  principe,  si 
'  F(x)  est  rationnelle,  mais  j'ractionnaire.  Soit,  en  effet, 

V  (x)  =  --r— ;  on  a 
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el  le  numérateur  contient  en  facteur  x  —  Xt  qu'on  peut 
mettre  en  évidence. 

Si  F  (or)  est  irrationnelle,  ou  même  parfois  compli- 
quée d'expressions  trigonométriques,  on  peut,  sans  sor- 
tir des  procédés  du  calcul  algébrique  élémentaire, 
mettre  en  évidence  le  facteur  x  —  X\  dans  la  différence 

F(x)-F(x,). 

Supposons  quMl  en  soit  ainsi,  et  que  nous  ayons  pu 
mettre  F(a:)  —  ¥{x^)  sous  la  forme 

{x  —  xx)  x¥x{x^xx). 

Désignons    par  F|(xj,X|)  ce  que  devient  F|(x,  Xi) 
quand  on  y  remplace  x  par  Xi,  nous  pouvons  poser 

¥x{XyXx)  =  F,(a^,,  rF,)H-e, 

£  tendant  vers  zéro  quand  x  tend  vers  X|,  et  nous  au- 
rons 

F(:r)  -  V{xx)  =  {x-  2-,)  [Fi(^i,  ^i)  -4-  t\ 

Si  F|(X|,  Xx)  est  un  nombre  différent  de  zéro, 
quand  x  sera  très  voisin  de  Xi,  que  du  reste  il  lui  soit 
inférieur  ou  supérieur,  s  sera  très  petit  et  numérique- 
ment inférieur  à  Fj  (Xf,  X|);  dès  lors,  ce  sera  ce  terme 
Fi(X|,Xi)  qui  donnera  son  signe  à  la  parenthèse,  et  la 
différence  F(x)  —  F(Xj  )  sera  du  signe  de  x  —  Xx  ou  du 
signe  contraire,  suivant  que F,(x4,  Xi)  sera  positif  ou 
négatif. 

Il  résulte  delà  que,  si  Fi(ri,  X|)  est  positif  quand  x 
passera  d'une  valeur  un  peu  inférieure  à  X|  à  une  va- 
leur un  peu  supérieure,  la  différence  F(x)  —  F(xj  )  pas- 
sera d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive,  et 
qu'en  conséquence  F(x)  croîtra    avec  x;   qu'au  con- 
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traire,  si  F|  (xi ,  x,  )  est  négatif,  F( x  )  décroîtra  dans  les 
mêmes  conditions. 

Si,  actuellement,  nous  faisons  varier  J7|  en  le  faisant 
croître  d'une  manière  continue,  tant  que  Ff(x4,X|) 
restera  positif,  F(x)  croîtra,  et,  tant  que  F|(^|,  x^) 
restera  négatif,  F(x)  décroîtra. 

Dès  lors,  F(x)  passera  par  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum quand  F^  (xi,  x^)  passera  du  positif  au  négatif, 
car  alors  V{x)  cessera  de  croître  pour  décroître,  ou  du 
négatif  au  positif,  car  alors  F(a:)  cessera  de  décroître 
j)Our  croître;  et  Ton  voit  de  plus  queF(j:)  ne  peut  passer 
[)ar  un  maximum  ou  un  minimum  que  dans  ces  condi- 
tions. 

On  n'aura  donc,  pour  trouver  les  maximums  ou  mini- 
mums de  la  fonction  F  (a:),  qu'à  chercher  les  valeurs 
de  X  pour  lesquelles  la  fonction  F|  (x,  x)  change  de 
signe,  et  Ton  pourra  distinguer  les  maximums  des  mi- 
niums par  Tordre  des  signes  que  prend  Fi  (x,  x)  quand 
X  passe  d'une  valeur  un  peu  inférieure  à  une  valeur 
un  peu  supérieure  à  celle  pour  laquelle  ce  changement 
se  produit. 

2.  Prenons,  comme  premier  exemple,  la  recherche 
des  maximums  ou  minimums  de  la  fonction 

F{x)  =  {x  —  a)a  x  (x^b)?  x  (a:-  —  c)Y. 

Supposons  a,  (5,  y  entiers  et  positifs,  et  a  <Cb  <ic. 
Nous  avons,  identiquement, 

F(ar)  — F(j:i)3     {x  ~a)^x{x  —b)?  x  [(x  —  c)Y  —  (iri  —  c>T ] 

-h(x  —ay^X  (j",~  c)T  X  [Çz  —  b)?  —  (Xi  ~  b)?] 
-hixi—  b)^ X  (.ri—  c)Y  X  [{x  —  a)«— (J^i  —  a)»]. 
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ou 

F(x)-  F(j:i)_=^     (a?  —  ûE)«  X  {x—bp 

X  [(a:  — c)Y-»  -h(j-  — c)Y-«(a7i  — c)-i-... 

-h{xi  —  ç)Y-»]  X  (^  — a:,) 
-^(j7  —  a)a  X  (a*!  —  c)Y 

X[(a?— 6)M4-(a7  — 6)M(a7,  — 6)-h... 

-+-(2^1  —  i>)?-»]  X  (ar  — jTi) 
-h  (ar,  —  c)P  X  (a7,  —  c)Y 

X  [{x  —  <7)a-»  -f-  (a:  —  a)»-»  (a-,  —  a)  -h . . . 

-4-(a"i— a)«-«]x(ar  — a-i). 

On  en  déduit,  conformément  à  la  notation  du  numéro 
précédent, 

Fi(a?,,a7,)  =  (ari  —  rt)a-' x  (ar,— 6)P->  x  (arj  — c)Y-J 

X  [y(^i  —  à){Xi  —  b)-h^(Xi—  a){xi  —  c) -h a(a7i  —  6)(a:i  —  c)]. 

Le  quatrième  facteur  de  ¥^  (x«,  Xi  )  est  un  trinôme  du 
second  degré,  décomposable  en  deux  facteurs  réels  du 
premier,  car  il  prend  alternativement  les  signes  -h, 
— ,  -f-,  quand  on  y  remplace  Xy  par  n,  i,  c  j  désignons 
par  x'  et  x"  les  valeurs  de  x^  pour  lesquelles  il  devient 
nul,  et  qui  satisfont  aux  inégalités 

a  <a''<  /?  <  a''<c. 
nous  aurons 

Fi  (x^x)  =  (a  -h  p  -h  Y)(^  —  a)'^-'^{x  —  x') 
X  {x  —  b)^-^{x  —  x''){x  —  c)y-K 

Sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  quelles  sont 
toutes  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  F(jr,  x)  change 
de  signe,  et  Ton  a  ainsi  une  solution  du  problème  cjui 
nous  paraît  plus  simple  que  celle  qu'on  obtient  par  la 
méthode,  dite  des  multiplicateurs,  et  qui  en  tout  cas 
rst  plus  complète. 

liemarqitc.  —  On  trouve  aussi   d'une  manière  ana- 
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loguc,  et  encore  plus  simple,  la  solution  complète  du 
maximum  et  du  minimum  de  la  fonction  entière  du  troi- 
sième degré,  décomposée  ou  non  en  facteurs  du  premier 
degré-,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas,  laissant  aux  élèves 
le  soin  de  la  traiter. 

3.  Comme  deuxième  et  dernier  exemple,  considérons 
le  suivant  : 

Deux  points  A  et  B  sont  placés  de  part  et  d'autre 
d'une  droite  XY  située  avec  eux  dans  un  même  plan; 
un  point  mobile  doit  passer  de  A  en  B,  il  se  meut  d'un 
mouvement  uniforme  et  rectiligne  dont  la  vitesse  est  V 
dans  la  région  du  point  A,  et  d'un  mouvement  uniforme 
et  rectiligne  dont  la  vitesse  est  V  dans  la  région  du 
point  B  :  on  demande  la  propriété  caractéristique  du 
point  M,  où  il  doit  traverser  XY,  pour  que  le  trajet 
s'effectue  dans  le  moindre  temps  possible. 

Soient  A'  et  B'  {fig^  i)  les  projections  orthogonales 
de  A  et  B  sur  XY,  d  la  distance  A'B',  a  et  b  les  distances 


Hjj.  I. 

A 

\  r- 

l 

A' 

M 

B' 

c 

i'^^"^^>. 

y 

' 

% 

y 


A  A'  et  BB';  soit  M  le  point  de  passage.  Posons  A'iM  =  a:, 
B'M  =  j,  x\M  =  /,  BM=  ).;  j,  /  et  X  sont  des  fonc- 
tions continues  de  x  faciles  à  déterminer;  nous  désigne- 
rons ce  que  deviennent  y^  l  et  A  par  j^i,  /<  etX|, 
quand  on  y  remplace  x  par  Xi . 

D'après  ces  notations^  le  temps  du  trajet  est  repré- 
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sente  par 

F(X)=    y    -^    y>' 


/_/j       ),_x, 


et  Ton  a 

Fix)—F{xx)=      ^,       ,        ^„ 
ou 

ï^(^>- ^^(^0=  v(7-i;-^ -^  VTxrt)' 
ou  encore 

V(/-h/,)  V'(X-hXi) 

Mais  on  a 

x-^y  =  xi  -hyi=  d 

et,  en  conséquence, 
doù 

Diaprés  nos  notations, 

F  (X  x\-    ^"^^^  r^^Ti 

et 

ou,  en  conséquence  de  relations  géométriques  évidentes, 

I  I 

¥x(,x,x)  = 


V-S  >V..| 


Quand  a:  varie  de  zéro  à  rf  d'une  manière  continue,  le 
premier  terme  de  F(x,  x),  qui  est  additif,  croît  de  zéro 

à  -y  tandis  que  le  deuxième,  qui  est  soustrac- 


■i/-S 
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lif,    croît    do  ,  à   zéro;    de    là    résulle   que 

F(x,  x)  croît  de à   ^  et   devient 

nul  une  et  une  seule  fois,  dans  Fintervalle,  en  passant 
du  négatif  au  positif:  c'est  pour  cette  valeur  de  x  que  le 
temps  du  trajet  est  minimum. 
Ce  minimum  a  lieu  quand 


X 

y 

l 

X 

V  " 

"  v 

ou,observantque  j  ^^\  sont  les  sinus  des  angles  i  et  i' 

formés  par  les  trajets  /  et  A  avec  la  normale  à  XY  en  M, 
le  minimum  a  lieu  quand 


sm/        sint 
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REALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 

E\  GÉOMÉTRIE. 

CONFÉRENCKS   DONNÉES   PAR    M.    MaXIMILTEN    MARIE 

au   Collèstc  Stanislas,  à  Sainle-Barbe ,   à    l'École  Sainte-Geneviève 

et  à  l'École  Monge  ('). 


\\.  De  la  manière  la  plus  générale  dont  s'engen- 
drent les  périodes  correspondant  aux  parcours  des  an- 
neaux fermés  de  l'une  des  deux  em^eloppes.  —  Il  n'est 
pas  nécessaire  que  le»  point  décrivant  [x,  ^]  passe  munie 


(')  Voir  même  tome,  p.  435. 
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une  seule  t'ois  sur  Tun  de  ces  anneaux,  pour  que  s'en- 
gendre la  période  qui  correspondrait  à  son  parcours.  En 
effet,  soit  AMENA  {Jig*  i6)  Tun  de  ces  anneaux  :  sup- 
posons que  les  deux  limites  [j^oijTo]»  [«^j  J^]  de  l'inté- 
grale fy  dx  appartiennent  à  deux  conjuguées  CD,  CD', 
tangentes  en  D  et  D' à  Panneau  AMBNA,  et  représen- 
tent les  points  C  et  G  des  deux  conjuguées  :  l'intégrale 
Jy  dx^  à  la  différence  près  des  expressions  algébriques 
des  aires  des  triangles  introduits  par  les  changements  de 
direction  de  Taxe  des  y  en  C,  D,  D'  et  C,  se  composera 
de  Taire,  en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire,  du 
segment  de  la  conjuguée  CD,  compris  entre  Tare  CD, 
Taxe  des  x  et  les  cordes  réelles  de  la  conjuguée  CD, 


Fig.  i6. 


menées  en  C  et  en  D  -,  de  la  valeur  de  l'intégrale  jy  dx, 
prise  le  long  de  l'arc  DD' de  l'enveloppe  5  enfin,  de  l'aire, 
en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire,  du  segment  de  la 
conjuguée  D'C,  compris  entre  l'arc  D'C,  l'axe  desx  et 
les  cordes  réelles  de  la  conjuguée  rVC,  menées  en  D'etC. 
Si,  la  limite  inférieure  [^oi^o]  restant  fixe,  la  limite 
supérieure  [j^^^y]  se  transportait  de  C  en  C"  sur  la  con- 
juguée CD'',  la  première  partie  de  l'intégrale  resterait 
fixe,  la  seconde  s'accroîtrait  de  la  valeur  de  l'intégrale 
fydx^  prise  le  long  de  l'arc  D'D'  de  Tanneau  considéré 
de  l'enveloppe,  enfin  la  troisième  varierait  en  raison  de 
la  substitution  de  Tare  IV'iJ'  h  l'arc  D'C. 
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Supposons  maintenant  que,  la  limite  supérieure  con- 
tinuant  à  se  mouvoir  dans  le  même  sens,  le  point  Tï' 
s'avance  sur  l'arc  DNiy  D''BMAD,  de  façon  à  rejoindre 
à  la  fin  le  point  D,  en  même  temps  que  le  point  C*^  re- 
viendrait au  point  C,  Taccroissement  total  de  1* intégrale 
fy  dx  se  réduira  à  la  valeur  de  Tintégrale  prise  le  long 
de  Tanneau  DNBMAD  de  l'enveloppe. 

C'est  de  cette  façon,  en  général,  que  s'engendrent  les 
périodes  relatives  aux  parcours  des  anneaux  fermés  des 
deux  enveloppes. 

Au  reste,  le  multiple,  sous  lequel  chaque  période  devra 
entrer  dans  la  valeur  de  l'intégrale,  sera  marqué  par  le 
nombre  de  fois  que  la  limite  supérieure  aura  passé  suc- 
cessivement et  dans  le  même  ordre  sur  toutes  les  conju- 
guées tangentes  à  l'anneau  correspondant. 

15.  De  la  manière  la  plus  générale  dont  s^ engen- 
drent les  périodes  correspondant  aux  parcours  des  an- 
neaux fermés  des  conjuguées.  —  Nous  avons  vu  que  le 

produit  par  y/ — i  de  l'aire  enfermée  dans  un  anneau* 
composé  de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux, 
qui  se  rejoignent  sur  les  deux  branches  de  la  courbe 
réelle  entre  lesquelles  sont  comprises  des  conjuguées 
fermées  d'une  même  catégorie,  constitue  une  période 
égale  à  celle  qui  s'engendrerait  dans  le  parcours  d'une  de 
ces  conjuguées  fermées;  mais,  comme  nous  l'avons  éga- 
lement remarqué,  il  n*est  pas  nécessaire,  pour  que  la 
même  période  s'engendre,  que  les  deux  arcs  de  l'anneau 
fermé,  qui  ont  leurs  extrémités  sur  les  deux  branches  de 
la  courbe  réelle,  soient  composés  de  points  imaginaires 
conjugués  deux  à  deux.  En  effet,  si  AMBNA  {Jig*  17) 
est  tel  que  les  points  de  AMB  et  de  ANB  soient  deux  à 
deux  imaginaires  conjugués,  ou  pourra  toujours,  d'après 
le  théorème  de  Cauchy,  substituer  au  chemin  BNA,  par 
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tixemple,  un  autre  chemin  voisin  BN'A,  ce  qui  n'alté- 
rera pas  l'intégrale,  et  le  chemin  AMBN'A  ne  sera  plus 
composé  de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux; 
la  valeur  de  Tintégrale,  le  long  de  ce  nouveau  parcours 
AMBN'A,  n'en  restera  pas  moins  égale  au  produit  par 

y/— I  de  Taire  entourée  par  une  des  conjuguées  fermées; 


toute  la  différence  sera  que  cette  valeur  de  T intégrale 
n'aura  plus  une  relation  simple  avec  les  aires  des  seg- 
ments correspondants  aux  arcs  AMB  et  AN'B. 

C'est  ainsi,  généralement,  que  s'engendrent  les  pé- 
riodes qui  représentent  les  produits  par  y/ —  i  des  aires 
enveloppées  par  les  anneaux  fermés  de  conjuguées. 

Quant  au  multiple  entier,  sous  lequel  chacune  des 
périodes  de  ce  genre  devrait  entrer  dans  la  valeur  de 

Fig.  i8. 


l'intégrale,  il  se  comptera  par  le  nombre  de  fois  que  le 
chemin  suivi  par  le  point  mobile  [j:,  y]  aura  successi- 
vement touché  les  deux  branches  de  la  courbe  réelle, 
sans  rebroussement  ;  car,  si  le  chemin  ne  se  fermait  pas, 
comme  dans  le  parcours  AMBN'A'  {Jig.  i8),  la  période 
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imaginaire  n'en  serait  pas  moins  complète,  puisqu'en 
fermant  le  parcours,  par  Taddition  du  chemin  Â' A,  on 
n'ajouterait  rien  à  la  partie  imaginaire  de  l'intégrale. 

16.  Sur  une  forme  géométrique  singulière  que  peu- 
vent affecter  les  périodes  engendrées  dans  le  parcours 
d*une  des  enveloppes,  —  Chacune  des  périodes  imagi- 
naires, engendrées  dans  le  parcours  des  conjuguées,  a 
toujours  une  infinité  de  représentations  géométriques, 
sous  la  forme  des  aires  des  anneaux  fermés  de  ces  con- 
juguées ;  tandis  que  les  périodes,  engendrées  dans  le  par- 
cours de  Tune  ou  l'autre  enveloppe,  n'eu  ont  jamais 
qu'une  chacune  ;  d'où  il  résulte  que  les  premières  sont 
toujours  beaucoup  mieux  représentées  que  les  autres. 

Parmi  les  formes  géométriques  des  périodes  de  la  pre- 
mière espèce,  il  s'en  trouve  toujours  de  singulières  :  ce 
sont  celles  des  anneaux  qui  dégénèrent  en  branches  in- 
finies, lorsqu'on  fait  tendre  la  caractéristique  de  la  con- 
juguée vers  le  coefficient  angulaire  de  l'une  des  asym- 
ptotes aux  branches  de  la  courbe  réelle  qui  comprennent 
entre  elles  un  anneau  de  la  conjuguée. 

On  pourrait  toujours  éviter  la  considération  d'une 
conjuguée  ainsi  déformée,  puisqu'on  aurait  à  sa  disposi- 
tion une  infinité  d'autres  anneaux  fermés  se  prêtant  beau- 
coup mieux,  par  exemple,  à  une  quadrature  approchée. 

Il  n'en  sera  naturellement  plus  de  môme  si  c'est  l'une 
des  périodes  engendrées  dans  le  parcours  de  Tune  ou 
l'autre  enveloppe,  qui  se  présente  sous  uneformegéo- 
mélrique  singulière,  puisqu'il  n'en  existera  pas  d'autre 
représentation.  Il  importe  donc  de  pouvoir  reconnailre 
ces  périodes  sous  leur  figure  exceptionnelle. 

Mais  nous  donnerons  d'abord  un  exemple  de  ce  qui 

- — '■ —  qui 
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donne    l'aire   de   la    courbe  y  = 


s/x^  — 


y    figurée    en 


A  B A'  B' A"ff' A'"  B''^';  cette  courbe  est  du  quatrième  degré, 
si  on  lui  mène  deux  tangentes  parallèles  en  M  et  en  M'^ 
une  droite  quelconque  parallèle  à  ces  deuK  tangentes  et 
comprise  entre  elles,  ne  coupera  la  courbe  réelle  qu  en 
deux  points;  il  se  trouvera  donc,  entre  ces  deux  tan- 
gentes, un  anneau  fermé  de  la  conjuguée,  dont  la  carac- 
téristique serait  le  coefficient  angulaire  des  deux  tan- 


gentes. Le  produit  par  y/ —  i  de  Taire,  enfermée  dans 
cet  anneau  M N  M' N',  sera  une  période  de  Tintégrale. 

L'anneau  MNM'N'  s'allongerait  indéfiniment  si  la 
direction  commune  des  deux  tangentes  tendait  à  de- 
venir parallèle  h  Taxe  des  y  et  à  la  limite,  cet  an- 
neau dégénérerait  dans  la  courbe  h  branches  infinies 
CDEE'D'C,   dont    l'équation   en  coordonnées    réelles 

serait 

I 

r  —    .  y 

de  sorte  que  Taire  MNiVrN'  se  transformerait  dans  Taire 
égale,  comprise  entre  les  deux  branches  CDE,  C'D'E'  et 
leurs  asymptotes  CC  et  DD'. 
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Considérons   maintenant  Tintégralo     /   -r=^  :  les 

J     /i  —  X* 

limites  étant  supposées  les  mômes  de  part  et  d'autre,  les 
deux  intégrales  auront  les  mêmes  valeurs,  au  facteur 

y/ — I  près;  si  la  période  de  la  première  est  le  produit 

par  y/ — i  de  Taire  CDEE'D'C,  celle  de  l'autre  sera 
égale  à  cette  même  aire  considérée  comme  réelle. 

Mais  la  période  imaginaire  de  la  première  intégrale 
aura  une  infinité  de  représentations  géométriques, 
tandis  que  la  période  réelle  de  la  seconde  n'en  a  qu'une. 

exceptionnelle. 

/dx 
:  est  arcsîno:,  dont  la   période 
/i  — X* 

est  2Tt;   et  27t  représente  l'aire  CDEE'D'C  ou  celle 
qu'enveloppe  l'anneau  M IV  M' N'N. 

17.  Condition  pour  que  Vaire  comprise  entre  une 
branche  de  courbe  et  son  asymptote  soit  finie.  —  Les 
considérations  précédentes  nous  amènent  à  rechercher 
la  condition  pour  que  l'aire  comprise  entre  une  courbe 
et  son  asymptote  soit  finie. 

Supposons  qu'on  ait  pris  l'asymptote  pour  axe  des/; 
l'équation  de  la  courbe,  supposée  résolue  par  rapport  â 
y,  sera 

J  ^a    ' 

(p(^)  ne  devenant  ni  nul  ni  infini  pour  j:  =  o. 
L'intégrale  quadratrice  de  la  courbe  sera 

©(a?)  dx 


p- 


x^ 

et  l'aire  de  la  courbe,  comprise  entre  cette  courbe  et 

son  asymptote,  sera 

^f^{x)dx 


f 


c  étant  aussi  petit  qu'on  le  voudra. 


'f  (x)  ne  variera  qu'infiniment  peu  de  o  à  s  :  on  pourra 
donc  le  remplacer  par  (p(o)  =  A,  par  exemple;  l'inté- 
grale se  réduira  ainsi  à 

Si  I  —  a  est  positif,  ou  si  a  est  moindre  que  i,  l'inté- 
grale aura  pour  valeur 


£i-a 


A o 

I  —  rt 

et  restera  finie,  tandis  que  si  i  —  a  est  négatif,  ou  si  a 
est  plus  grand  que  i,  l'intégrale  acquerra  une  valeur 

A oc, 

1  —  a 

et  croîtra  indéfiniment. 

On  sait  du  reste,  par  Texemple  de  Thyperbole  du 
second  degré,  que,  si  a  =  i,  l'intégrale  prendra  une 
valeur  infinie. 

La  condition  pour  que  l'aire  reste  finie  est  donc 

a  <  I. 

C'est  ce  qui  arrive  pour  chacune  des  asymptotes  des 
deux  courbes,  conjuguées  l'une  de  l'autre, 


et  )'  = 


La  condition  peut  s'exprimer  sous  une  forme  préfé- 
rable :  elle  signifie  que 

x^{x) 
x^ 

doit  tendre  vers  o  pour  x  =  o. 

Mais  x,  dans  ce  qui  précède,  représente  la  distance 
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d'un  point  de  la  courbe  à  Tasymplote  et  — —  représente 

rordonnée  de  la  courbe;  or,  si  l'on  fait  intervenir  un 
changement  d'axes,  la  distance  d'un  point  de  la  courbe 
à  son  asymptote  changera  simplement  d'expression,  et 
quant  à  l'ordonnée,  restée  infinie,  du  point  de  la  courbe, 
elle  sera  simplement  multipliée  par  un  rapport  de  sinus, 
de  sorte  que  si,  dans  un  système  d'axes,  le  produit  de 
l'ordonnée,  devenue  infinie,  d'un  point  d'une  branche 
indéfinie  d*une  courbe,  par  la  distance,  évanouissante, 
d'un  point  de  cette  branche  à  son  asymptote,  tend  vers 
zéro  ou  croit  indéfiniment,  il  en  sera  de  môme  dans  tout 
autre  système  d'axes. 

On  pourrait  donc,  les  axes  étant  quelconques  et 
l'équation  de  l'asymptote  à  la  branche  de  courbe  con- 
sidérée étant  y  —  ex  —  d=Oy  se  borner  à  évaluer  la 
limite  vers  laquelle  tendrait  le  produit 

yiy  —  cx  —  d), 

lorsque  x  croîtrait  indéfiniment  :  l'aire  comprise  entre 
la  courbe  et  son  asymptote  serait  finie  ou  iaiinie,  selon 
que  la  limite  trouvée  serait  nulle  ou  infinie. 

Mais,  lorsqu'il  s'agit  d'une  courbe  algébrique,  la  con- 
dition peut  recevoir  une  expression  géométrique  très 
simple  et  dont  l'existence  sera  toujours  facile  à  vérifier. 

L'équation  d'une  courbe  algébrique  ayant  pour  asym- 
ptote l'axe  des  j^  est  de  la  forme 

xjrm-i^(^ax^-h  bx  -h  c)j^"»-*-h.  ..=  o; 

il  s'agit  d'exprimer  la  condition  pour  que  le  produit 
de  X  tendant  vers  zéro  par  y  devenu  infini  tende  vers 

zéro.  Posons  xy=z^  d'où  >•  =  - ,  la  relation  entre  z 

^  X 
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et  X  sera 

Cette  équation,  pour  j:=(),  a  toujours  au  moins 
(m — 2)  racines  nulles,  qui  sont  les  produits  des 
[m —  2)  valeurs  finies  de  y  par  x  devenu  nul;  la  der- 
nière est  c.  Ainsi  y  pour  que  le  produit  de  x  =  o  par 
>'  =  oo  soit  nul,  il  faut  que  c  =  o,  c'est-à-dire  que 
Tasymptote  coupe  la  courbe  en  trois  points  situés  k 
l'infini. 

Telle  est  la  condition  générale  pour  que  l'aire  com- 
prise entre  une  courbe  algébrique  et  son  asymptote  soit 
finie. 

Mais  cela  suppose  que  la  courbe  n'ait  pas  d'autres 
asymptotes  parallèles  à  celle  que  l'on  considère.  Dans 
le  cas  contraire,  on  trouverait  par  le  même  calcul  qu'il 
faudrait  que  l'asymptote  considérée  coupât  la  courbe  k 
l'infini  en  un  nombre  de  points  égal  à  3  +  le  nombre 
des  asymptotes  parallèles  h  la  première. 

Corollaire.  —  Dans  l'exemple  qui  nous  a  servi  précé- 
demment, des  deux  courbes  j'^:  ■  et  y 


conjuguées  l'une  de  l'autre,  les  quadratrices  avaient  la 
même  période,  réelle  dans  l'une  et  affectée  du  signe 

^-'—  I  dans  l'autre.  Le  fait  est  évidemment  général ,  parce 
que  si  une  courbe  a  pour  conjuguée  une  autre  courbe, 
réciproquement,  la  seconde  a  pour  conjuguée  la  pre- 
mière, et  les  anneaux  fermés  réels  de  l'une  se  retrouvent 
imaginaires  dans  l'autre. 

Remarque.  —  Il  rHy  aurait  pas  lieu  de  rechercher 
des  périodes  imaginaires  dans  les  aires  des  conjuguées 
qui  ne  toucheraient  que  l'enveloppe  imaginaire,  parce 
que  ces  conjuguées  ne  pourraient  pas  présenter  d'an- 
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neaux  fermés.  En  efl'et,  on  ne  pourrait  môme  pas  leur 
mener  de  tangentes  parallèles  à  leurs  cordes  réelles,  car 
le  point  de  contact  d'une  pareille  tangente  réunirait 
deux  points  imaginaires  conjugués  et  serait,  par  con- 
séquent, réel,  c'est-à-dire  appartiendrait  à  la  courbe 
réelle. 

18.  Des  périodes  cycliques  ou  logarithmiques,  —  Il 
nous  reste  à  parler  d'une  classe  particulière  de  périodes, 
dont  la  théorie  et  la  génération  n'ont  rien  de  particu- 
lier, mais  qui  s'expriment,  dans  tous  les  lieux,  d'une 
façon  exceptionnelle  très  simple.  Ce  sont  les  produits 

par  \J — 1  des  aires  d'anneaux  fermés  qui  se  séparent 
des  conjuguées  auxquelles  ils  appartiennent,  lorsque  les 
caractéristiques  de  ces  conjuguées  tendent  à  venir  se 
confondre  avec  les  coefScienls  angulaires  des  asymptotes 
du  lieu. 

Si  une  asymptote  d'une  courbe  algébrique  de  degré  m 
coupe  la  courbe  en  (m  —  2)  points  à  distance  finie,  les 
deux  branches  correspondantes  de  la  courbe  se  trouvent 
de  part  et  d'autre  de  l'asymptote  et  la  touchent  à  l'in- 
fini à  ses  deux  extrémités  opposées.  Ces  deux  branches 
présentent  chacune  un  certain  nombre  de  points  d'in- 
flexion, h  partir  du  dernier  desquels  chacune  des 
branches  ne  formera  plus  qu'un  arc  dont  les  points  se 
rapprocheront  de  plus  en  plus  de  l'asymptote.  Si  l'on 
conçoit  à  ces  deux  arcs  terminaux  deux  tangentes  paral- 
lèles, très  peu  inclinées  sur  la  direction  de  l'asymptote, 
une  parallèle  quelconque  à  ces  deux  tangentes,  et  com- 
prise entre  elles,  coupera  le  lieu,  à  distance  finie,  en  des 
points  infiniment  peu  éloignés  de  ceux  où  l'asymptote 
elle-même  coupe  déjà  ce  lieu  à  distance  finie,  c'esl-à-dire 
en  m  —  2  points.  Mais  il  en  manquera  deux,  situés  à  des 
distances  plus  ou  moins  grandes;  d'où  il  faut  conclure 
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que  les  deux  langentes  comprendront  entre  elles  un  an- 
neau de  la  conjuguée  ayant  pour  caractéristique  leur 
coefiicienl  angulaire  commun,  anneau  d'ailleurs  com- 
plètc^nient  isolé  des  autres  branches  de  la  même  conju- 
guée. Le  produit  par  y/ —  i  de  l'aire  de  cet  anneau 
fermé  sera  une  des  périodes  de  la  quadralrice  de  la 
courbe;  c'en  sera  une  période  cyclique. 

Tous  ces  anneaux  ont  même  aire  :  le  fait  n'a  pas  be- 
soin d'une  nouvelle  démonstration*,  mais  h  la  limite  ils 
deviennent  des  ellipses,  dont  Taire  constante  peut  être 
évaluée.  Ces  ellipses  recouvrent  deux  fois  T asymptote, 
comme  si  l'équation  de  la  courbe  était  du  second  degré 
et  représentait  une  hyperbole. 

En  eflel,  si  l'asymptote  en  question  a  été  prise  pour 
axe  desjKGt  que  l'équation  de  la  courbe  soit 

on  a  vu  que  le  produit  de  x,  tendant  vers  zéro  par  y 
devenu  infini,  a  pour  limite  — c.  Cela  signifie  que  les 
deux  brandies  de  la  courbe,  asymptotes  à  Taxe  des  y, 
tendent  à  se  confondre  avec  l'hyperbole  du  secoud 
degré 

et,  par  conséquent,  que  l'une  des  conjuguées  du  lieu 
tend  à  se  confondre,  dans  une  de  ses  parties,  avec  une 
conjuguée  de  l'hyperbole  xy  =  —  c.  La  coïncidence  n'a 
lieu,  il  est  vrai,  que  lorsque  les  cordes  réelles  de  la  con- 
juguée sont  devenues  parallèles  à  l'asymptote  \  mais,  à 
ce  moment,  l'anneau  considéré  de  la  conjuguée  devient 
une  ellipse  indéfiniment  allongée  et  indéfiniment  apla- 
tie; d*un  autre  côté,  l'aire  enveloppée  par  cet  anneau, 
tout  en  changeant  de  ligure,  a  conservé  la  même  valeur  ; 
on  peut  donc   prendre  pour  cette  valeur  celle  de  Taire 
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de  l'ellipse,  laquelle  est  dz  2tcc,  de  sorte  que  la  période 
est 

dz^Tzc  ^ —  I. 

19.  Relation  entre  les  m  périodes  cyclùjues  d^un  lieu. 
de  degré  m.  —  La  quadratrice  d'une  courbe  de  degré  m 
a,  en  général,  m  périodes  cycliques;  mais  ces  périodes 
ne  sont  pas  indépendantes. 

En  efiet,  soit 

{y  ^  a^  X  —  bx){y  —  a^x  —  b^).  ..{y —  a^x  —  b^) 

Péq nation  de  la  courbe. 

Si  l'on  voulait  rendre  nulle  la  période  cyclique  rela- 
tive à  l'asymptote  y  —  Oi  x  —  44=0,  il  faudrait  faire 
en  sorte  que  cette  asymptote  coupât  la  courbe  en  m  —  3 
points  seulement  à  distance  finie;  mais,  en  éliminant j 
entre  l'équation  de  la  courbe  et  j^  =  a|X+A|,  on 
trouverait 

de  sorte  que  pour  faire  disparaître  le  terme  en  x**""',  il 
faudrait  faire  en  sorte  que  fm-2(i'i  ^\  )  fût  nul. 

On  pourrait  bien  ainsi  faire  disparaître  m  —  2  pé- 
riodes cycliques  en  posant 

?„.-,(.,  f)=A(j-a.)(f-«.)...(j -«„-.); 

mais,  pour  en  faire  disparaître  encore  une,  il  faudrait 
faire  A  =  o,  et  alors  la  dernière  disparaîtrait  aussi. 

Ainsi  les  m  périodes  cycliques  de  la  quadratrice  d'un 
lieu  de  degré  m  sont  nécessairement  liées  entre  elles 
par  une  relation  telle  que,  si  m  —  i  d'entre  elles  sont 
nulles,  la  dernière  l'est  aussi. 
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Celle  relation  consiste  en  ce  que  la  somme  des 
périodes  cycliques  est  toujours  nulle  y  pourvu,  bien  en- 
tendu, qu'on  en  tire  les  expressions  d'une  même  for- 
mule générale  \  car,  autrement,  chacune  d'elles  pouvant 

recevoir  le  double  signe  ziz  y/ —  i,  la  somme  totale  ne 
serait  pas  déterminée. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'équation  de  la  courbe  a 
été  mise  sous  la  forme 

les  axes  faisant  entre  eux  un  angle  a,  la  période  cyclique 
relative  à  l'asymptote  x  =  h  sera  exprimée  par 

L ^-'- 

Cela  posé,  soit,  en  coordonnées  rectangulaires, 

{y  —  axx  —  bi ){y  —  a^x  —  6,).  ..(y  —  a,nX—  b^) 

l'équation  de  la  courbe  :  rendons  l'axe  des^  parallèle  à 
l'asymptote  y  =  ai  x  4- Al,  sans  changer  l'origine,  ni 
l'axe  des  x^  les  formules  de  transformation  seront    • 

X  ^  x' ->r  y  co^7.i        et        y  =  y' ^moLi, 

ai  désignant  l'angle  dont  la  tangente  est  a|. 
La  substitution  donnera 

( —  a\x'  —  b\)[y\%\ii%i  —  OfCosai)  —  a^x'  —  ^j]. . . 
x.[y\?\naLi—afn^osfix)  —  amOp'—b„î\ 

-^?/f«-i(a?'-4-ycosa„ysinai)-t-...  =  o; 

en  conséquence,  le  coefficient  de  oc'y'"^'^  sera 

L  =  —  «1  cos"»-'ai(a|   -  aj)  («i  —  «s^. .  .(«i —  a„i^. 
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Quant  au  terme  en  j''""^,  qui  proviendrait  de 

( —  ai  a;'—  bi)[y(s\nai —  «j  cosai   —  a^x*  —  bi\. . . 
x[y{sinai  —  afnCosai)'-amx'—bfn]y 

il  disparaîtrait  de  lui-même,  quand  on  y  ferait 

«lir'-f-  bi  =  o, 

il  sera  donc  inutile  de  le  transcrire. 

Il  reste  à  chercher  la  partie  utile  du  coeflîcient  de 

y"^~^  dans 

o,„_j  (  ar'  -h  y  cos  «i ,  y  sin  a,  ). 

Ce  coefficient  est  simplement 

?/«-t(cosai,sinai), 

ou,  à  cause  de  rhomogénéité  de  cette  fonction, 

cos'«-«a,<p„i-j(i,a,). 

La  période  cyclique  relative  à  l'asymptote 

y  —  a\X  —  b\  =  o 
est  donc 

211/— icos'"-*ai©,„_t(i,  flfi)  sin»! 
—  «1  cos"*-*ai(ai—  ai)(ai  —  a^)>  ..(«i  —  «m) 

ou,  simplement, 

27:/-— I  «p,;,-î(i,ai) 


(«1  — at)(ai  — aj). .  .(ai —  a,») 

Les  autres  s'exprimeraient  de  la  même  manière. 

Mais  un  polynôme  de  degré  (jn  —  2)  est  déterminé 
par  {m  —  i  )  substitutions  et,  d'après  la  formule  de 
Lagrange, 

(«1  — «î)(ai— a5)...(ai  — a,n-i) 
(a--ai)(a  —  a^).  ..{a  —  a,„_i) 


■^^m-i{\^ai) 


+  «'/«-2('li  «W-l) 


(<^/2— ai)(aî  — r7»)...(ai  — «m-i) 

(a  —  ai  ) . . . ( a  —  a,n-r  ) 


<<ï/«-i~^i)-  •  •(g/if-i  — or ,,,_,) 
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En  remplaçant,    dans  cette   identité,  a   par  a^,   il 
vient 

^  (a,  —  ai)...(aj  — a^-i) 


(«/n-1  — «l)-  •  .(ût//i-i— a;„_i) 


ou,  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  première  frac- 
tion du  second  membre  par  (ûj  —  û/»),  les  deux  termes 
de  la  seconde  par  («2  —  ^m)^  •••7  divisant  les  deux 
membres  par 

et,  faisant  tout  passer  dans  le  premier  membre, 


1 


ou 

-r-;^ ^^ =  o. 


=  O 


2 


C.  Q.  F.  n. 


20.  Théorème.  —  Les  périodes  cycliques  de  la  qua- 
drntrice  d'une  courbe  algébrique  de  degré  m  sont  les 

produits  par  au  y/ —  i  des  racines  d'une  équation  algé- 
brique de  degré  ni^  manquant  de  second  terme,  et  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ceux 
de  V équation  de  la  courbe. 


En  elîet,  soit  it^sJ —  1 R  l'une  des  périodes  cycliques, 
R  est  donné  par  la  formule 


R  =  2^ 


(i,a) 

■  7 


a  désignant  le  coeHicient  angulaire  de  Tune  des  asym- 
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ploies,  racine  de  réqualion  tf„i(a)=  o,  de  sorle  que  les 
valeurs  de  R  seraient  les  racines  de  Téqualion  qu'on  ob- 
liendrait  en  éliminant  a  entre  les  équations 

?m(») 

Mais  les  coefficients  de  fiit«2(>9  à)  ne  sont  pas  expli- 
cités dans  Féquation  de  la  courbe  ;  car,  dans  ce  qui  pré- 
cède, ^m-^i^} y)  désigne  la  diiTérence  entre  Penseuible 
des  termes  de  degré  (m —  2)  du  premier  membre  de 
l'équation  de  la  courbe,  lesquels  seuls  sont  connus 
d'avance,  et  l'ensemble  des  termes  de  degré  (m  —  2)  du 
produit 

(7  — ai  or  — 6,)  (7—  a,ar  — 6î)...{7  — ay,|X—  6«). 

Mais  l'expression  générale  d'un  terme  de  de^ré 
(m  —  2)  de  ce  produit  est 

bibi(y  —  azx)(y  —  a^x). .  .(7  —  a,nX) 
ou 

©/»_i(x,j^')  désignant  l'ensemble  connu  des  termes  de 
degré  (m  —  i)  du  premier  membre  de  l'équalion  de  la 
courbe,  telle  qu'elle  est  donnée,  de  sorte  que  l'ensemble 
des  termes  que  l'on  cberchait  est 

Or  les  coefficients  de  cette  fonction  de  x  et  dej^  seront 
des  fonctions  symétriques  de  /Zi,  a2,  ...,  rz;,,^  ils  s'expri- 
meront donc  rationnellement  en  fonction  des  coefficients 
de  'fm(jr^y);  par  conséquent,  les  coefficients  de  Çiw_j(j^, j)  ^ 
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QU  ceux  de  (fm^'ii^f  a)  s'exprimeront  aussi  rationnelle- 
ment en  fonction  des  coefficients  donnés  de  Téquation 
de  la  courbe. 

Donc  les  coefficients  de  Téquation  en  R  seront  des 
fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  Téquation 
donnée  de  la  courbe  proposée. 

Ainsi,  la  théorie  des  périodes  cycliques  est  ramenée  à 
celle  des  équations  algébriques.  On  pourra  savoir  si  la 
quadratrice  d'une  courbe  a  des  périodes  cycliques  égales^ 
si  les  quadratrices  de  deux  courbes  ont  des  périodes  cy- 
cliques communes,  etc.  ('). 

21.  Classification  des  (juadratrices  des  courbes  al-- 
gébriques  d'après  le  nombre  et  V espèce  de  leurs  pé- 
riodes. —  D'après  la  théorie  qui  a  été  exposée  dans  ce 
qui  précède,  les  périodes  deTiiitégrale  quadratrice  d'une 
courbe  algébrique  sont  représentées  par  les  aires  d'an- 
neaux fermés  de  la  courbe  réelle,  des  conjuguées  de 
cette  courbe  ou  de  Tenveloppe  imaginaire^  mais  les 
figures  géométriques  de  ces  anneaux  ne  dépendent  pas 
du  choix  des  axes  :  les  périodes  de  l'intégrale  quadra- 
trice d'une  courbe  restent  donc  toujours  les  mêmes, 
quels  que  soient  les  axes  auxquels  cette  courbe  soit 
rapportée. 

Nous  savons  dans  quelles  conditions  les  périodes  cy- 
cliques peuvent  disparaître. 

D'un  autre  côté,  si  un  anneau  fermé  de  la  courbe 
réelle  ou  d'une  conjuguée  devient  accidentellement 
évanouissant,  Taire  qu'il  enveloppait  sera  nulle  et  la 
quadratrice  de  la    courbe  pcrdia  une  de  ses  périodes, 


(')  Ce  dcraier  Ihéorème  ne  se  trouve  pas  dans  ma  Théorie  des 
fonctions  de  variables  imaginaires  ;  il  n'a  été  publié  qu'en  187G, 
dans  les  Comptes  rendus  des  se'ances  de  l'Académie  des  Sciences. 
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réelle  dans   le  premier  cas,  et  imaginaire  sans  partie 
réelle  dans  le  second. 

Dans  Tun  et  Tautre  cas,  il  se  forme  dans  la  courbe 
un  point  double  réel.  C'est  évident  dans  le  premier  cas 
et  facile  à  voir  dans  le  second,  parce  qu'un  anneau 
fermé  de  conjuguée  est  toujours  tangent  à  la  courbe 
réelle  en  deux  points  appartenant  à  deux  branches  dis- 
tinctes et  que  ces  deux  points  doivent  forcément  se  réu- 
nir en  un  seul  pour  que  l'anneau  s'évanouisse.  Nous 
avons  démontré,  en  effet,  que  les  conjuguées  qui  ne 
touchent  que  l'enveloppe  imaginaire  ne  peuvent  pas 
présenter  d'anneaux  fermés. 

Le  fait  est  encore  facile  à  constater  lorsqu'il  s*agit  d^un 
anneau  fermé ^  de  l'enveloppe  imaginaire,  composé  de 
points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux  :  lorsqu'un 
pareil  anneau  devient  évanouissant,  la  période  repré- 
sentée par  Taire  qu'il  enveloppait  disparaît,  et  en  même 
temps  il  se  forme  un  point  double  réel,  réunion  de  deux 
séries  de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux. 

EnGn,  le  cas,  plus  général,  où  deux  périodes  imagi- 
naires conjuguées  seraient  liées  k  l'existence  simultanée, 
dans  l'enveloppe  imaginaire,  de  deux  anneaux  composés 
chacun  des  points  imaginaires  conjugués  de  ceux  qui 
formeraient  l'autre,  rentre  encore  dans  les  précédents, 
mais  présente  une  particularité  qui  consiste  en  ce  que 
les  deux  périodes  ne  peuvent  disparaître  qu'en  même 
temps  et  par  la  formation  simultanée  de  deux  points 
doubles. 

Supposons,  s'il  s'agissait  d'une  équation  à  coefficients 
imaginaires, 

P  -h  Q  /^i  =  o, 

qu'on  l'ait  complétée  par  l'addition  du  facteur 

P_Q/— =0, 
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de  façon  à  obtcinr  réquatiou 

Les  deux  périodes  imaginaires  conjuguées  seront  re- 
présentées par  les  formules 


et 


S-+-S'       S -S'  y 

'1  a 


S  -H  S'       S  -  S' 


I'  =  2Si- ^:— -^  -^ — -  /-i; 

'X  2 


elles  s'évanouiront  en  même  temps  si  les  anneaux  dont 
les  aires  sont  S  et  S'  se  réduisent  à  deux  points  imagi- 
naires conjugués  parce  que  Tare  dont  Taire  est  S<  se 
réduira  alors  aussi  à  un  seul  point;  mais  les  deux  points 
imaginaires  conjugués  où  se  seront  concentrées  les 
deux  suites  de  points  imaginaires  conjugués  qui  con- 
stituaient les  deux  anneaux  seront  alors  deux  points 
doubles. 

C*est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  le  système  des 
deux  cercles  imaginaires  conjugués ,  représentés  par 
Téquation 

[(a;_a-6/~i)V(7-a'-i^V^)'-(''-^'V-0'] 

Les  deux  périodes  sont 

li^r -^^ r' yf^xY     et    'it(r— r' /^)*; 

elles  ne  s'annulent  ni  Tune  ni  l'autre  que  pour  /•  =  o  et 
/•'  =  G,  mais  alors  le  lieu  acquiert  deux  points  doubles, 

X  =^  a-\-b  / —  I , 

et 

X  —  a  —  h  / —  I, 
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Remarque.  —  Les  deux   périodes  I  et  F  s'évanoui- 
raient arithmétiquement  sans  disparaître  géométrique- 
ment si  S,  S'  et  S(  satisfaisaient  aux  conditions 

5  —  s  =  o        et        2S1 =  o; 

mais  ces  deux  conditions,  fortuitement  satisfaites,   se- 
raient d'ordre  transcendant. 

Ces  périodes  peuvent  souvent  disparaître  dans  des 
conditions  analogues,  sans  que  leur  disparition  entraîne 
la  formation  de  points  doubles,  comme  nous  aurons 
occasion  de  le  dire  plus  loin*,  mais  ce  n'est  pas  de  ce 
genre  de  réduction  dans  le  "nombre  des  périodes  que 
nous  nous  occupons  ici.  Nous  cherchons  à  fixer  les  con- 
ditions dans  lesquelles  la  valeur  d'une  période  devient 
nulle  en  même  temps  que  sa  représentation  géomé- 
trique devient  évanouissante;  et  nous  trouvons  que, 
dans  tous  les  cas,  la  condition  consiste  en  ce  qu'il  se 
forme  dans  le  lieu  un  ou  deux  points  doubles,  selon 
qu'il  s'agit  de  faire  disparaître  une  période  réelle,  ou 
imaginaire  sans  partie  réelle,  ou  deux  périodes  imagi- 
naires conjuguées.  {A  suwre.) 


ERRATA. 


Page  355,  ligne  12,  au  lieu  de  — — —  lire    "'~^"'"  >  cl,  au  lieu  de 

V/i+l  Vai-V 

(m  —  v)  lire  (/i  —  v). 
Page  356,  ligne  16,  remplacer  le  premier  signe—  par  ~. 
Page  36o,  ligne  7,  au  lieu  de  i-h  h  lire  i  ■+■  k. 
Page  36i,  ligne  3,  au  lieu  de  a^a  lire  a^9^. 
Page  36i,  ligne  4>  remplacer  le  dernier  signe  —  par  — . 
Page  365,  ligne  18,  au  lieu  de  {i\)  lire  (i3). 
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DÉMONSTRATION  DES  THÉORÈMES  DE  PASCAL  ET  DE 
BRIANGHON  SUR  LES  HEXAGONES  INSCRITS  ET  CIRCON- 
SCRITS; 

Par  m.  p.  SOULIER, 
Actuaire  de  la  C'*  le  Phénix. 


Il  est  facile  de  construire  dans  l'espace  un  hexagone 
gauche  dont  les  côtés  opposés  i  et  4^  2  et  5,  3  et  6  se  ren- 
contrent deux  à  deux  en  trois  points  a^  £,  c. 

Par  les  six  sommets  de  Thexagone  on  peut  faire  passer 
une  double  infinité  de  cônes  du  second  degré.  Le  lieu 
des  sommets  de  ces  cônes  est  une  surface  qui  rencontre 
le  plan  déterminé  par  les  trois  points  abc  suivant  une 
courbe  s. 

Si,  d*un  point  de  la  courbe  s  comme  point  de  vue,  on 
considère  la  perspective  de  Thexagone  sur  un  plan  quel- 
conque, les  perspectives  des  six  sommets  seront  sur  une 
conique  et  les  perspectives  des  trois  points  a^b,  c  seront 
en  ligne  droite. 

On  a  donc  ainsi  la  démonstration  de  ce  théorème  de 
Pascal  :  Les  points  d^ intersection  des  côtés  opposés  1  et 
4i  2  et  5  y 'i  et  6  d'un  hexagone  inscrit  dans  une  conique 
sont  en  ligne  droite. 

Le  théorème  de  Brianchon  sur  l'hexagone  circonscrit 
peut  se  démontrer  d'une  façon  analogue. 

Il  existe,  en  ellet,  une  double  infinité  de  cônes  du 
second  degré  tangents  aux  six  côtés  d'un  hexagone 
gauche,  et  le  lieu  de  leurs  sommets  est  une  surface  S. 

Les  trois  diagonales  de  l'hexagone  déterminent  un 
hyperboloïde  qui  rencontre  la  surface  S  suivant  une 
certaine  courbe. 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  l.  IX.  (Novembre  1890.)      34 
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Si,  d'un  point  de  cette  courbe  comme  point  de  vue,  on 
met  l'hexagone  en  perspective,  sa  perspective  sera  un 
hexagone  circonscrit  à  une  conique,  dont  les  trois  dia- 
gonales seront  concourantes;  ce  qui  démontre  le  théo^ 
rème  de  Brianchon. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  NATHÉMATIQIIES 
(CONCOURS  DE  1890). 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  deux  droites  xOx\  yOy,  qui  se  coupent  en  un 
point  P,  et  sur  la  première  un  point  A,  sur  la  seconde  un 
point  B.  Une  droite  mobile  rencontre  a?Oj?'  en  M  et^O^'  en 
N,  et  Ton  suppose  que  1%  longueur  MN  est  égale  à  la  somme  ou 
à  la  valeur  absolue  de  la  différence  des  longueurs  AM  et  BN  : 

i**  Démontrer  qu'il  y  a  deux  séries  de  droites  qui  satisfont  à 
celte  condition.  Trouver  combien  on  peut  faire  passer  de  ces 
droites  par  un  point  donné  P  du  plan.  Construire  ces  droites 
et  distinguer  parmi  ces  droites  celles  pour  lesquelles  la  lon- 
gueur MN  est  la  somme  des  longueurs  A  M  et  BN  de  celles 
pour  lesquelles  elle  en  est  la  différence  ; 

'2®  Soit  MN  une  droite  appartenant  à  l'une  des  deux  séries; 
démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  OMN  est  une  conique  qui  a  un  foyer  au  point  G,  et 
que  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN  est  un 
cercle. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P  dans  son  plan  : 

I**  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  inscrites  dans 
le  triangle  ABC  et  qui  sont  vues  du  point  P  sous  un  angle 
donné  eu; 

2**  Discuter  ce  lieu  en  supposant  que  le  point  P  se  déplace 
dans  le  plan  du  triangle; 

9"  Démontrer  que,  si  l'angle  donné  (u  est  droit,  toutes  les 
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coniques  S  sont  aussi  vues  sous  un  angle  choit  d'un  autre  point 
F.  Montrer  que,  dans  ce  cas,  si  Je  point  P  se  déplace,  la  droite 
PP'  passe  par  un  point  fixe  I,  et  que  le  produit  JP.IP'-  est 
constant. 


Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 

géométriques. 

Théorie,  —  Définir  ce  qu'on  entend  par  un  système  com- 
plet d'équations  linéaires  et  homogènes  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

Exposer  la  méthode  d'intégration  de  Mayer. 

Application,  —  Intégrer  le  système  suivant 
—{'xx\^  'XXiX^-^  Sar^aTs—  •ix^x^)p,^ 

-^x\pi  —  {'ix\~-'XXxX^'^  3374375—  'XX^Xq)p^=  o 
XtPl—X^Pi-^%{T,,—  a?8)/?4-h3'5^6-h3(j?4— ar8)/?6=  O, 

où  Ton  a  posé 

àf 


Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

On  donne  un  tétraèdre  non  pesant  OABG  dans  lequel 
i'angle  irièdre  O  est  trirectangle,  et  dont  les  arêtes  OA, 
OB,  OC  ont  respectivement  pour  longueurs  a,  6,  c  : 

1^  Déterminer  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  central 
d'inertie,  c'est-à-dire  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre 
de  gravité  G  du  tétraèdre,  dans  l'hypothèse  suivante 

a=^Xy        b^}/i,        c=v/3; 

2^  On  imprime  au  tétraèdre  une  rotation  initiale  autour 
d'un  diamètre  GD  de  l'ellipsoïde  central,  et  l'on  propose  d'é- 
tudier le  mouvement  de  ce  tétraèdre  autour  de  son  centre  de 
gravité  G.  On  déterminera  sa  position  dans  l'espace  à  une 
époque  quelconque.  Les  composantes  p^^  q^,  r^  de  la  rotation 
initiale  par  rapport  au  grand  axe,  à  l'axe  moyen  et  au  petit 
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axe  de  rellipsoïde  central  d'inertie  ont  respectivement  pour 
valeurs 

On  rappelle  que  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fîxe  peut  être  déterminé  par  les  équations 

A -^  H-(G  — B)^r  =  L,         />  =  sin6sinç -—  -4-cos©  ^> 

^  dq       ,  ^        ^.  _ _  .    ^  d^        .       €^ 

B -—• -f-(A— C)r/>  =  M,  çr  =  sin8coso  ~  —  sino  ^> 

gJ^(b-a);,,=n,       .  =  cosef-^Jj. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  NATHÉNATIQIIES 
(CONCOURS  DE  1891). 


PROGRAMME   DES  QUESTIONS  d' ANALYSE  ET  DE   MÉCANIQUE 
d'où   sera   tiré   le   sujet   d'une    des  COMPOSITIONS   ÉCRITES. 

Analyse. 

Étude  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

dans  laquelle  z  désigne  une  fonction  des  deux  variables  indé- 
pendantes Xj  y,  et  où  l'on  a  posé 

_  àz  __  ^* 

^  ~"ôx\        ^  "W 

Intégrale  complète.  Intégrale  générale.  Intégrale  singulière 
dans  le  cas  où  l'une  au  moins  des  intégrales  complètes  repré- 
sente une  surface  ayant  une  enveloppe. 

Surfaces  intégrales.  Caractéristiques. 

Méthode  d'intégration  de  Lagrangc  et  Gharpit. 

Ouvrages  a  consulter  : 

Laqranqe.  —  Mémoire  sur  ^intégration  des  équations  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre  {Œuvres  de  Lagrange^ 
t.  III,  p.  549). 
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Darboux.  —  Mémoire  sur  les  solutions  singulu'res  des  équations 
aux  déri\^ées  partielles  du  premier  ordre  {V*  Partie,  à  l'excep- 
tion des  §8,  9  e^  13). 

Jordan.  —  Cours  d'Analyse  de  V École  Polytechnique. 

Serret.  —  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Picard.  —  Cours  d'Analyse  professé  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris. 

GouRSAT.  —  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre. 

Mécanique. 

9  0 

Equations  de  Lagrange.  Equations  canoniques.  Méthode  de 
Jacobi  ramenant  l'intégration  d'un  système  canonique  à  la 
recherche  d'une  intégrale  complète  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre. 

Ouvrages  a  consulter  : 

Lagranoe.  —  Mécanique  analytique,  t.  I,   Note  VI  de  M.  Ber- 
trand. 
Jacobi.  —  Vorlesungen  iiber  Dynamik, 
Mathieu.  —  Dynamique  analytique. 
Despeyrous.  —  Cours  de  Mécanique. 
Appkll.  —  Cours  de  Mécanique  rationnelle. 

SUJETS  DE  LEÇONS. 

Mathématiq ues  élémen taires . 

1.  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  multiple  com- 
mun de  deux  nombres  entiers.  (On  n'emploiera  pas  la  décom- 
position en  facteurs  premiers.) 

2.  Première  leçon  sur  les  nombres  premiers. 

3.  Conversion  d'une  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale. 
Fractions  périodiques. 

4.  Racine  carrée  d'un  nombre  entier  à  moins  d'une  unité. 
Racine  carrée  d'un  nombre  quelconque  avec  une  approxima- 
tion donnée. 

I>.  Fractions  continues  limitées.  Applications. 

6.  Notions  générales  sur  la  mesure  des  grandeurs.  Mesure 
du  fuseau,  mesure  de  l'aire  d'un  triangle  sphérique. 

7.  Calcul  de  it  par  la  méthode  des  isopérimètres.  Exposer 
sommairement  les  autres  méthodes  élémentaires  permettant  de 
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résoudre  la  même  quesLion,  et  les  comparer  à  la  méthode  des 
isopérîmétres. 

8.  Transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Appli- 
cations. 

9.  Polyèdres  semblables. 

iO.  Division  et  faisceaux  en  involution.  Applications. 
ii.  Sphères  tangentes  à  quatre  sphères  données. 
i2.  Sphères  tangentes  à  quatre  plans. 

i3.  Triangles  sphériques.  Triangles  sphériques  polaires  réci- 
proques. Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'on 
puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec  trois  côtés  don- 
nés, ou  avec  trois  angles  donnés.  (Pour  cette  leçon,  on  n'em- 
pruntera à  la  théorie  des  triédres  que  la  propriété  suivante  : 
dans  un  trièdre  toute  face  est  moindre  que  la  somme  des  deu\ 
autres.) 

i4.  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle  tracé  sur  une 
sphère.  Axe  radical  de  deux  cercles,  centre  radical  de  trois 
cercles  tracés  sur  une  sphère.  Applications. 

15.  Propriétés  générales  des  polyèdres.  Théorème  d'Euler; 
applications.  Nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déter- 
miner un  polyèdre. 

16.  Démontrer  qu'une  ellipse  quelconque  peut  être  consi- 
dérée comme  la  projection  orthogonale  d'un  cercle.  Déduire 
de  là  les  principales  propriétés  de  l'ellipse. 

17.  Démontrer  que  toute  section  plane  d'un  cône  à  base 
circulaire  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  d'in- 
tersection des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homo- 
graphiques.  Réciproque.  Application  à  la  démonstration  de 
quelques  propriétés  des  coniques.  (Consulter  les  Ouvrages 
suivants  :  Chasles,  Traité  des  sections  coniques;  Rouché  et 
OB  CoMBEROUSSE,  Traité  de  Géométrie,) 

18.  Division  des  polynômes. 

19.  Décomposition  d'un  trinôme  du  second  degré  en  une 
somme  ou  en  une  différence  de  deux  carrés.  Application  à  la 
résolution  de  l'équation  du  second  degré;  séparation  des 
racines  quand  elles  sont  réelles.  (On  ne  supposera  pas  que 
l'équation  du  second  <legrc  a  <léjà  été  résolue  par  une  autre 
méthode.) 

20.  Décomposition  du  trinôme  x^-{-px^-{-  q  en  un  produit 
de  faneurs  réels  du  second  degré:  application  à  la  résolution 
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de  réquaiion  bicarrée.  (On  ne  supposera  pas  que  Téquation  bi- 
carrée ait  été  déjà  résolue  par  une  autre  méthode.) 

21.  Théorème  des  projections.  Établir  les  formules  relatives 
à  l'addition  des  arcs. 

22.  Vitesse  dans  le  mouvement  uniforme  et  dans  le  mouve- 
ment varié.  Étude  du  mouvement  uniformément  varié. 

23.  Composition  des  mouvements.  Composition  des  vitesses. 
Composition  de  deu\  mouvements  rectilignes  et  uniformément 
variés. 

2i.  Réduction  à  deux  forces  d'un  système  de  forces  appli- 
quées à  un  corps  solide.  Conditions  d'équilibre. 

25.  Définition  et  détermination  de  la  longitude  et  de  la  lati- 
tude d'un  point  du  globe  terrestre. 

26.  Méthode  des  rabattements,  des  changements  de  plan, 
des  rotations  en  Géométrie  descriptive.  Applications. 

27.  Résolution  des  angles  trièdres.  (Géométrie  descriptive.) 

Mathématiques  spéciales, 

i.  Première  leçon  sur  les  déterminants. 

2.  Résolution  d'un  système  de  n  équations  du  premier  degré 
à  jo  inconnues.  Cas  où  les  équations  sont  homogènes. 

3.  Décomposition  d'une  fonction  homogène  du  second  degré 
de  n  variables  en  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires 
homogènes  des  mêmes  variables.  En  supposant  ces  fonctions 
linéaires  indépendantes,  trouver  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  le  nombre  des  carrés  se  réduise  à  n  —  /?. 

4.  Fractions  continues  illimitées;  fractions  continues  pério- 
diques; développement  des  irrationnelles  du  second  degré  en 
fractions  continues. 

5.  Première  leçon  sur  les  séries. 

6.  Expressions  imaginaires.  Calcul  de  ces  expressions. 

7.  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude  des  varia- 
tions d'une  fonction  d'une  seule  variable.  Exemples. 

8.  Définition  de  l'intégrale  définie.  Exemples. 

9.  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  fonctions 
entières  d'une  même  variable  admettent  un  diviseur  commun. 
Application  à  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions algébriques  entières  et  rationnelles. 

10.  Calcul  des  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équa- 
tion algébrique. 
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M.  Transformation  d'une  équation  algébrique  dans  le  cas 
où  chaque  racine  de  Téquation  cherchée  doit  être  une  fonction 
rationnelle  d'une  ou  de  deux  racines  de  l'équation  donnée. 
Exemples. 

12.  Abaissement  des  équations  algébriques.  Exemples. 

13.  Théorème  de  Sturm.  Applications. 

14.  Méthode  de  M.  Ilermite  pour  déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation  algébrique  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données.  (Consulter  le  Cours  d* Algèbre 
supérieure  de  Serret,  t.  I,  4**  édition,  p.  986.) 

15.  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  troisième  degré. 

16.  Les  racines  d'une  équation  algébrique  du  quatrième 
degré  étant  a,  6,  c,  d,  on  pose 

y  =  ab  -^  cd,         z  =  a  -i-  b  —  c  —  rf,         <=aH-6; 

montrer  qu'on  peut  résoudre  cette  équation  à  l'aide  des  trans- 
formées en^,  en  z,  ou  en  /.  Comparer  ces  méthodes  de  réso- 
lution et  développer  l'une  d'elles. 

17.  Le  nombre  e  ne  peut  être  racine  d'aucune  équation  al- 
gébrique à  coefficients  entiers.  (On  pourra  consulter,  outre  le 
Mémoire  de  M.  Hermite  Sur  la  fonction  exponentielle. 
Comptes  rendus,  t.  LXXVII,  un  article  de  M.  Jules  Molk  in- 
séré au  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2"  série, 
t.  XIV.) 

18.  Recherche  de  l'équation  d'un  lieu  géométrique  (Géomé- 
trie plane).  Exemples. 

19.  Étude  d'une  courbe  algébrique  dans  le  voisinage  d'un  de 
ses  points. 

20.  Recherche  des  sécantes  communes  à  deux  coniques. 
Application  à  la  détermination  du  nombre  de  points  réels  ou 
imaginaires  communs  à  ces  courbes. 

21.  Figures  polaires  réciproques.  Cas  où  la  conique  direc- 
trice est  un  cercle.  Applications. 

22.  Théorèmes  de  Desargues  et  de  Sturm.  Théorèmes  cor- 
rélatifs. Application  à  la  construction  des  coniques. 

23.  Équation  du  plan  tangent  à  une  surface  définie  par  les 
équations 

x=/(u,v),        y^(^(u,ç),         z=^(u,v). 
Application  aux  surfaces  réglées. 
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ai.  Un  plan  (P)  coupe  une  quadrique  suivant  une  conique 
à  centre;  former  les  équations  des  axes  de  cette  conique  et 
calculer  les  longueurs  de  ces  axes.  (On  suppose  que  la  qua- 
drique est  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  quelconques.) 

25.  Foyers  dans  les  surfaces  de  second  degré. 

26.  Intersection  de  deux  quadriques  dans  le  cas  où  cette 
ligne  se  décompose. 

27.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas  où  la 
section  a  des  branches  infinies  (Géométrie  descriptive). 


CONCOURS  D'ADMISSIOK  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1890. 


Composition  de  Géométrie  descriptive  (*). 

Une  sphère  pleine  ayant  été  percée  d'un  trou  conique,  repré- 
senter, par  ses  projections,  le  solide  restant. 

La  sphère  est  inscrite  dans  un  cube  de  o™,'^  de  côté  dont 
une  des  trois  directions  d'arêtes  est  verticale,  et  une  autre 
perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Le  cône  qui  traverse  la  sphère  a  pour  sommet  le  sommet 
du  cube  commun  à  la  face  supérieure,  à  la  face  postérieure  et 
à  la  face  de  gauche.  La  directrice  du  même  cône  est  la  circon- 
férence tangente,  en  leurs  milieux,  à  celle  des  diagonales  de 
cette  dernière  face  qui  ne  contient  pas  le  sommet  du  cône  et 
à  la  diagonale  parallèle  dans  la  face  opposée. 

On  placera  les  projections  du  centre  du  cube  à  o™, 'ai  de 
distance  l'une  de  l'autre,  de  manière  que  la  ligne  de  rappel 
ainsi  déterminée  ait  pour  milieu  le  centre  du  cadre  et  se 
trouve  parallèle  aux  grands  côtés. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister,  dans 
le  tracé  à  l'encre,  que  la  détermination  d'un  point  de  chaque 
courbe  et  celle  delà  tangente  en  ce  point. 


('  )  Deuxième  sujet. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

EN  1890. 


MaHiématiques, 

i.  Entre  les  coordonnées  x^  y  d'un  point  A  et  les  coordon- 
nées u,  V  d'un  point  B,  on  établit  les  relations 

où  X  est  un  nombre  positif  donné. 

Après  avoir  déduit  de  ces  relations  Tcquation  qui  relie  les 
coefficients  angulaires  a,  p  des  droites  qui  joignent  Torigine 
aux  points  A,  B,  on  montrera  que,  en  général,  à  chaque  point 
A  correspondent  trois  positions  du  point  B  :  ces  points  B|,  B], 
Bs  peuvent-ils  être  réels  et  distincts?  Où  le  point  A  doit-il  se 
trouver  pour  qu'il  en  soit  ainsi?  Sur  quel  lieu  doit-il  être 
situé  pour  que  deux  de  ces  points,  B]  et  Bj,  par  exemple, 
soient  confondus?  Si  le  point  A  décrit  ce  lieu,  quels  sont  les 
lieux  décrits  par  les  points  confondus  B],  Bj  et  par  le  point  Bt? 

2.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Oo?,  Oj^,  on  prend 
sur  l'axe  des  x  un  point  fixe  A,  sur  l'axe  des^  un  point  fixe  B, 
et  Ton  mène  par  le  point  0  une  parallèle  à  la  droite  AB.  On 
considère  un  système  de  trois  cercles  assujettis  à  avoir  même 
axe  radical  et  à  être  tangents,  le  premier  en  A  à  Taxe  des  x^ 
le  second  en  B  à  l'axe  des  j^,  le  troisième  en  0  à  la  parallèle 
à  AB. 

Démontrer  que  l'axe  radical  des  trois  cercles  passe  par  un 
point  fixe. 

Trouver  le  lieu  des  points  communs  à  ces  trois  cercles  :  on 
indiquera  quelle  est  en  général  la  forme  de  cette  courbe,  etl'on 
examinera  en  particulier  le  cas  où  l'angle  en  A  du  triangle  OAB 

est  égal  à  —• 
6 

Physique. 
1.  Montrer  que  la  difi*érence  constatée  par  Regnault  entre 
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ics  deux  coeffîcients  de  dilatation  d'un  même  gaz  est  d'accord 
avec  la  manière  dont  le  gaz  s'écarte  de  la  loi  de  Mariotte. 

2.  Étudier  la  marche  des  rayons  qui,  partis  d'un  point  lumi- 
neux, ont  traversé  une  lentille,  de  faible  ouverture  et  d'épais- 
seur négligeable,  dont  l'une  des  faces  est  taillée  suivant  un 
cylindre  circulaire  droit  convexe,  la  deuxième  face  étant  plane 
et  parallèle  à  l'axe  du  cylindre.  Passer  de  là  au  cas  où  la 
source  de  lumière  est  une  petite  droite  perpendiculaire  à  l'axe 
principal.  Examiner  enfin  ce  qui  se  passe  quand  la  lentille  plan- 
cylindrique  est  immédiatement  suivie  d'une  lentille  sphérique 
convergente  infiniment  mince. 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1890. 


PREHIÂRE  SESSION. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  x'Ox^y'Oy,  et  deux 
points  A,  B  symétriques  par  rapport  au  point  0. 

1^  On  prend,  sur  Taxe  des  x^  un  point  quelconque  P,  et  l'on 
considère  la  parabole  (P)  qui  est  tangente  aux  droites  PA,PB 
au  point  A  et  au  point  B.  Lieu  du  sommet  et  lieu  du  foyer  de 
cette  parabole  quand  le  point  P  parcourt  l'axe  x'Ox. 

a*"  On  prend,  sur  l'axe  des  y,  un  point  Q  quelconque,  et 
l'on  considère  la  parabole  (Q)  qui  est  tangente  aux  droites 
QA,  QB,  au  point  A  et  au  point  B.  Les  deux  paraboles  (P)  et 
(Q)  qui  correspondent  ainsi  à  un  point  P  pris  sur  x'Ox  et  à 
un  point  Q  pris  sur  y'Oy,  se  coupent  aux  points  A,  B  et 
en  deux  autres  points  G,  D.  Former  l'équation  de  la  droite 
CD,  et  trouver  le  lieu  décrit  par  les  points  G  et  D  quand  les 
deux  points  P  et  Q  se  déplacent  l'un  sur  x'Ox,  l'autre  sur 
yOy,  de  façon  que  l'abscisse  du  premier  soit  toujours  égale  à 
Kordonnée  du  second. 
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Calcul  trigonomé trique. 
1°  Calculer  les  angles  d'un  triangle  dans  lequel 

a  b  c 

I        1 ,5o  ~  1 ,75  ' 

2^  Calculer  la  surface  et  le  rayon   du   cercle    inscrit  dans 
un  triangle  semblable  au  précédent  et  dans  lequel 

a  =  25675",  24- 


Ép 


ure. 


Intersection  de  deu\  cônes. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre,  à  255""  du  petit  côté  supérieur. 

Les  bases  des  cônes  sont  des  cercles  dont  les  rayons  sont 
égaux,  à  80""  et  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  la 
droite  (aô,  a'b')  qui  joint  leurs  centres  (a,  a')  et  (6,  6'). 

La  ligne  de  rappel  aa'  est  à  120""  du  grand  côté  gauche  du 
cadre  et  la  ligne  de  rappel  bb'  à  i45"""  du  môme  grand  côté. 
La  cote  et  l'éloignement  du  point  (a,  a')  sont  égaux  à  80"";  la 
cote  du  point  (6,  b')  est  de  145""  et  son  éloignement  de  io5""". 

On  prend  les  diamètres  horizontaux  des  cercles  de  base,  on 
joint  les  extrémités  de  ces  diamètres  voisines  du  grand  côté 
gauche  du  cadre  et,  sur  la  droite  ainsi  obtenue,  on  prend  le 
point  dont  la  cote  est  égale  à  2  {8™"  :  c'est  le  sommet  du  cône 
qui  a  pour  base  le  cercle  (a,  a').  On  joint  les  secondes  extré- 
mités des  diamètres  horizontaux  des  cercles  de  base,  et,  sur  la 
droite  ainsi  obtenue,  on  prend  le  point  dont  la  cote  est  égale 
à  3""  :  c'est  le  sommet  du  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  (b,  b'). 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le 
corps  solide  formé  par  l'ensemble  des  deux  cônes  supposés 
pleins  et  limités  chacun  à  son  sommet  et  à  sa  base. 

On  indiquera  à  r encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  placer  les  données  et  pour  déterminer  : 

1"  Un  point  quelconque  de  chacune  des  bases  et  les  tan- 
gentes en  ces  points; 

2°  Un  point  quelconque  de  la  trace  de  chaque  cône  sur  le 
plan  de  base  de  l'autre  et  les  tangentes  en  ces  points; 
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3*  Un  point  quelconque  de  rinlersection  des  deux  cônes  et 
la  tangente  en  ce  point; 

4**  Les  génératrices  de  contour  apparent  des  deu\  cônes  et 
les  points  des  bases,  des  traces  sur  les  plans  de  base  et  de 
l'intersection,  situés  sur  ces  génératrices. 

On  n'indiquera  pas  d* autre  construction. 

Une  légende  sur  une  feuille  à  part  fera  connaître  succincte- 
ment le  procédé  suivi  pour  chacune  des  déterminations  précé- 
dentes. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  deux  cônes.  Ce  titre,  en 
lettres  dessinées,  est  de  rigueur. 

Physique. 

Une  bouteille  en  fer  munie  d'un  robinet  contient  un  gaz 
liquéfié;  on  en  laisse  échapper  par  ébullition  un  poids/>. 

On  demande  : 

I**  De  calculer  le  volume  V  occupé  par  le  gaz  *or^t  sous  la 
pression  II  et  à  la  température  /*,  dg  étant  sa  densité  à  o^  et 
à  760**; 

a°  D'exprimer  le  poids  xs  de  gaz  formé  tant  à  l'intérieur 
qu'à  l'extérieur  de  la  bouteille;  on  désignera  par  d^,  et  di  les 
poids  spécifiques  du  gaz  et  du  liquide  dans  les  conditions  où 
ils  se  trouvent  dans  le  récipient; 

3**  Quelle  sera  la  température  finale  x  de  l'appareil,  son 
équivalent  en  eau  étant  P,  sa  température  initiale  t^  si  l'on 
suppose  qu'il  n'emprunte  pas  de  chaleur  au  milieu  ambiant  et 
si  Ton  représente  par  /  la  chaleur  latente  de  vaporisation  dans 
les  conditions  de  l'expérience  : 


P^ 

=  es*', 

H: 

=  754™'", 

l  =  go»»' 

d,= 

1,43, 

P  = 

=I25«% 

ti 

=  i5», 

d,= 
d^f  — 

2,234,- 
0,00 {4. 

a 

poids 

du  litre  d 

air 

à  0"  et 

760 

égale  i^ 

,293. 

Chimie. 

\.  Donner,  sous  forme  de  Tableau,  les  formules  chimiques 
qui  expriment  les  propriétés  comparatives  du  gaz  des  marais 
et  du  gaz  oléfiant. 
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Chaque  formule  devra  être  écrite  : 
i"*  En  notation  en  équivalents; 
2*"  En  notation  atomique. 

2.  Un  gaz,  composé  oxygéné  de  Tazote,  possède  une  den- 
sité égale  à  1,039. 

On  fait  passer  2"'  de  ce  gaz  sur  du  sulfure  de  baryum 
chaufTé  au  rouge. 

On  recueille  1'"  de  gaz  azote  pur,  dont  la  ^ensité  est  égale 
à  0,972. 

Etablir  d'après  cela  : 

1^  La  composition  en  volume  du  gaz  donné; 

'x"  La  formule  de  ce  gaz,  sachant  que  la  densité  de  Toxygène 
est  i,io56. 


SECONDE   SESSION. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  une  parabole  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
laires Oâ?  et  0^;  cette  parabole  a  son  axe  parallèle  à  l'axe  des 
y,  elle  passe  par  l'origine  et  le  point  de  l'axe  des  x  dont  l'ab- 
scisse est  /,  cnfîn  elle  admet  une  ordonnée  maxima  égale  à  /. 

On  donne  en  outre  une  droite  passant  par  l'origine  et  un 
point  A(ar  :=  l^  y  =  h)  : 

1^  Démontrer  que,  si,  pour  une  abscisse  déterminée,  on 
porte  en  ordonnée  la  ^omme  algébrique  de  l'ordonnée  de  la 
droite  et  de  celle  de  la  parabole  correspondant  à  cette  abscisse, 
l'extrémité  de  cette  ordonnée  est  sur  une  parabole  (P)  égale 
à  la  première; 

2^  Démontrer  que  les  axes  des  coniques  qui  passent  par  l'in- 
tersection d'un  cercle  et  d'une  conique  sont  parallèles  aux  axes 
de  celle-ci  ; 

3*  Une  circonférence  de  cercle  décrite  sur  OA  comme  dia- 
mètre coupant  la  parabole  (P)  en  quatre  points  O,  A,  B,  C, 
chercher  le  lieu  du  point  d'intersection  des  sécantes  communes 
OA,  BG  quand  on  fait  varier  h  et  construire  ce  lieu  qui  n'est 
pas  du  deuxième  degré; 

4"  Chercher  la   \aleur  du  rapport  -7:  pour  laquelle  le  cercle 


mm 
mm 


(  543  ) 

décrit  sur  OA  comme  diamètre  est  tangent    à  la    parabole 
quel  que  soit  h. 

Calcul  trigonométrique, 

Od  donne 

a  =  3456,742, 

6  =  5264,823, 

G  =  ii8"3/43',4. 

Calculer  les  angles  A,  B,  et  le  côté  c,  et  le  rayon  du  cercle 
inscrit. 

Epure, 

Intersection  de  deux  cônes  de  révolution. 

Placer  la  ligne  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à 
o",  255  du  petit  côté  supérieur. 

La  ligne  de  rappel  00'  du  centre  du  cercle  de  base  du  pre- 
mier cône  est  à  égale  distance  des  grands  côtés  du  cadre.  La 
cote  du  point  (o,  o')  est  de  loo""  et  son  éloignement  de  gî 
La  ligne  de  rappel  $s'  du  sommet  du  premier  cône  est  à  87 
de  00'  vers  la  droite.  La  cote  du  point  {ss')  est  de  aïo""  et 
son  éloignement  de  162"".  Le  rayon  du  cercle  de  base  est 
de  80"'". 

On  prend  le  diamètre  horizontal  de  ce  cercle  de  base  et  Ton 
fait  tourner  de  90*"  le  premier  cône  autour  de  cette  horizon- 
tale, de  manière  que  la  cote  du  sommet  reste  supérieure  à  celle 
du  centre  de  la  base;  on  a  ainsi  le  second  cône. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le 
corps  solide  formé  par  l'ensemble  des  deux  cônes  supposés 
pleins  et  limités  chacun  à  son  sommet  et  à  sa  base. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  placer  les  données  et  pour  déterminer  : 

1**  Un  point  quelconque  de  chacune  des  bases, et  les  tan- 
gentes en  ces  points  ; 

2^  Un  point  quelconque  de  l'intersection  des  deux  cônes  et 
la  tangente  en  ce  point; 

3^  Les  génératrices  de  contour  apparent  des  deux  cônes  et 
les  points  des  bases  et  de  l'intersection  situés  sur  ces  généra- 
trices. 

On  n'indiquera  pas  d'autre  construction. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces.  Titre  intérieur  : 
Assemblage  de  deux  cônes. 
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Ces  titres,  en  lettres  dessinées,  sont  de  rigueur. 

Une  légende,  sur  une  feuille  à  part,  fera  connaître  succinc- 
tement le  procédé  suivi  pour  chacune  des  déterminations  pré- 
cédentes. 

Physique. 

i.  Un  récipient  de  volume  invariable  renferme,  à  la  tempé- 
rature de  o*,  10*^'  de  gaz  comprimé. 

On  fait  sortir  du  récipient  3^*  du  gaz  qu'il  contient  et  Ton 
chaufTe  pour  rétablir  dans  Tappareil  la  même  pression  qu'au 
début. 

A  quelle  température  faut-il  chauffer? 

On  donne 

a  =  0,00367. 

2.  De  l'influence  électrique,  électroscope. 


Chimie, 

1.  Comment  liquéfîe-t-on  dans  un  tube  de  Faraday  le  gaz 
ammoniac,  l'acide  sulfhydrique  et  le  chlore?  et  comihent  pré- 
pare-t-on  les  substances  destinées  à  ces  liquéfactions? 

â.  Déterminer  la  composition  de  l'oxyde  de  carbone  à  l'aide 
de  l'eudiomètre  à  mercure. 


GONGOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

(1890). 


Mathématiq ues  (  Z^  ). 

i.  Calcul  logarithmique  (obligatoire).   On   donne  les  côtés 
d'un  triangle 

a  =  895339,        0=789858,        c  =  Go3649; 

calculer  Tangle  A  (celui-là  seulement). 


(  545) 

2.  Discuter  les  racines  de  l'équation 

(m  —  2)ar* — {m  —  i)(a*-+-6*)a:-h /na*6*  =  o, 
lorsque  m  varie. 

3.  On  donne  dans  un  triangle  Tangle  A,  un  côté  adjacent  b 
et  le  rapport  du  côté  a  à  la  médiane  issue  de  A.  Calculer  le 
côté  6«  Discuter. 

4.  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  orthogonales  X  et  Y 
et  leur  perpendiculaire  commune,  qui  rencontre  X  en  I  et  Y 
en  K.  Une  droite  AB  de  longueur  constante  se  meut  en  ap- 
puyant ses  extrémités  A  et  G,  respectivement,  sur  X  et  sur  Y. 
On  joint  AK  et  IB,  ce  qui   forme  le  tétraèdre  variable  ABIK. 

I*  Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  six  arêtes  est 
constante,  que  le  rayon  de  ia  sphère  circonscrite  est  constant, 
et  que  les  trois  droites  joignant  les  milieux  des  arêtes  oppo- 
sées ont  aussi  des  longueurs  constantes. 

2"*  On  sait  que  ces  trois  dernières  droites  se  coupent  au 
même  point  qui  est  le  milieu  de  chacune  d'elles  ;  trouver  le 
lieu  géométrique  de  ce  point. 

Géométrie  descriptive  (î'^So"). 

Un  cône  de  révolution  a  pour  base  sur  le  plan  horizontal 
un  cercle  O  de  So""  de  rayon,  tangent  à  la  ligne  de  terre,  et 
il  a  une  hauteur  de  112""".  On  mène  : 

I*  Par  le  milieu  A  de  la  génératrice  de  front  (celle  de 
gauche),  le  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  suivant  la 
génératrice  opposée; 

7.^  La  normale  au  cône  en  A  qui  rencontre  le  plan  horizon- 
tal en  B,  les  tangentes  BG  et  BD  au  cercle  0,  et  enfin  les 
plans  ABG  et  ABD. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  solide 
commun  au  cône  et  au  tétraèdre  que  forment  le  plan  hori- 
zontal et  les  trois  plans  précédents. 


Ann.  de  Mathcmat.,  3«  série,  t.  IX  (Novembre  1890).       35 
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NOTE  SDR  LE  PROBLÈME  DE  MÉGANIQUE  PROPOSÉ 
AU  CONCOURS  D  AGRÉGATION  EN  1890- 

(Extrait  d'une  lettre  de  M.  de  Saint-Gbrmain  à  M.  Roughé). 


Je  vais  encore  indiquer,  pour  quelques  lecteurs  des 
Nouvelles  Annales,  une  solution  du  problème  de  Mé- 
canique proposé  en  1 890  au  concours  d'agrégation  des 
Sciences  mathématiques  :  la  question  est  classique;  les 
calculs  seuls  exigent  un  peu  d'attention. 

Il  s'agit,  en  premier  lieu,  de  trouver  la  grandeur  et 
la  direction  des  axes  de  l'ellipsoïde  d'inertie  P,  relatif 
au  centre  de  gravité  G  d'un  tétraèdre  homogène  OABC 
dont  le  trièdre  en  O  est  trirectangle,  et  où  l'on  a 

on  propose  ensuite  de  déterminer  le  mouvement  du  té- 
traèdre, en  supposant  qu'il  ne  soit  pas  pesant  et  que  son 
mouvement  initial  se  réduise  à  une  rotation  dont  l'axe 
passe  au  point  G  et  dont  les  composantes,  suivant  Taxe 
majeur,  l'axe  moyen  et  Taxe  mineur  de  P,  soient 


/>o 


=:v/6-!-/5,        ^0=0,         ro=V^6  — /5. 


I**  Soient  e  la  densité  du  tétraèdre,  m  sa  masse.  Pre- 
nons d'abord  les  droites  OA,  OB,  OC  pour  axes  des  x, 
des  j,  des  z  et  cherchons  les  intégrales  de  la  forme 

U  z=:  I  I  I  tx^  dx  dy  dzy         \  =:  1  j   1  zyz  dx  dy  dz, 

étendues  à  tout  le  volume  du  tétraèdre  :  un  calcul  très 
simple,  que  des  considérations  géométriques  peuvent 


/// 
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encore  abréger,  donne 

60  ~"  10       ""  120     20 

ces  résultats  se  déduiraient  immédiatement  de  la  for- 
mule, bonne  à  retenir, 

-^  -^  r(/>-f-^-4-r-f-i) 

l'intégrale  s*étendant  a  la  partie  de  l'espace  où  x,  j^,  z 
sont  positifs  et  satisfont  à  l'inégalité 

X       y       z  ^ 
a        0        c  - 

n      h      n 

Par  le  point  G,  dont  les  coordonnées  sont -y  7»  7» 

4    4    4 

menons  des  axes  Gj/,  Gj^,  Gr' parallèles  aux  premiers  : 
l'équation  de  rellipsoïde  central  P  sera  de  la  forme 

(i)     Xaf^^  ^S\^y'^-\-  G  V«—  i(Qy z' —  %C z' x' —  lix'y^  i, 

et  l'on  a,  d'après  des  théorèmes  bien  connus  et  d'après 
les  valeurs  des  intégrales  analogues  à  U  et  à  V, 

Avec  les  valeurs  numériques  attribuées  à  a,  &,  c,  on  a 

12/71  i5m  ^       9m 

e,A,.  =    — —  ,  \^.^  —    — —  ,  c^  =  -  - —  ) 

80  80  80 

/?iv/3  ,.  mv/S  ^  mv/2 

80  80  80 

Rapporté  à  ses  axes  principaux  Gç,  Grj,  GJ^,  P  aurait 

pour  équation 

AÎî-+-Bt,2h-GÇ«=i, 


80     ""^ 

bcm 
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A,  B^  C  étant  égaux  aux  moments  principaux  d'inertie 
relatifs  au  point  G,  et  aussi  aux  racines  de  l'équation 
en  S  pour  la  surface  (i)  :  écrivons  cette  équation  sous 
la  forme,  dite  de  Jacobi, 

(2) 1 \-     . 1 z  =0, 

(E)«(S— X)       C«(S-jx)       #«(S-v)      (ôW 
en  posant 

,        .       C^       5/11  7/n  3m 

Pour  simplifier  l'écriture,  faisons  m  =  4o,  puis, dans 
l'équation  (2),  remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs 
et  réduisons  :  il  vient 

S»  — i8S«-hio3S  — 186  =  0; 

on  trouve  que  cette  équation  a  pour  racines  6  et  6  ±  y' 5* 
Nous  poserons 

A  =  6  — v^,        B  =  6,        C  =  6-4-/5; 

le  moment  d'inertie  minimum  A  correspond  à  l'axe  ma- 
jeur GÇ  de  P,  B  à  l'axe  moyen,  G  à  l'axe  mineur. 

Les  cosinus  directeurs  de  ces  axes  sont,  on  le  sait, 
proportionnels  aux  inverses  de  (D(S  —  ^),  C(S  — (*)> 
^(S  —  v)  en  faisant  S  égal  à  A  pour  GÇ,  à  B  pour  Gti, 
a  G  pour  G  2^  :  on  trouve  pour  ces  trois  axes  respectifs, 
après  quelques  réductions  simples, 


v/i(v/|-+-i)       v/5-i        -/3(3-hv/5)       ^60  +  20  ^5 

-îl  =      P'      _,'_  ^ 
v/6  ~"  — /3  ~  ^  ~  v/ïô' 


a' 


P* Y^ dzi 


v/2(v/5-i)        /5-f-i        /3(3-/5)        y/60-20/5 
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a^  La  recherche  du  mouvement  du  tétraèdre  revient 
à  celle  du  mouvement  de  l'ellipsoïde  P  qui  lui  est  lié 
d'une  manière  fixe  et  connue,  sinon  simple.  Le  centre  G 
reste  immobile  et  P  est  animé  d'un  mouvement  de  Poin- 
sot.  Pour  déterminer  ce  mouvement,  on  calcule  d'abord, 
en  fonction  du  temps,  les  composantes  /7,  q,  r  de  la  ro- 
tation instantanée  suivant  GÇ,  Gt^,  G^.  A  cet  eilet,  j'as- 
socie la  seconde  équation  d'Euler  à  celles  qui  expriment 
la  conservation  de  la  force  vive  et  du  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement  :  j'ai  trois  équations  de  ia 
forme 

qui,  eu  égard  aux  valeurs  de  A,  B,  G,  po,  ^o?  f'o^  de- 
viennent 

(3)  (6  — /5)/>«-+-6^ï+(6-f-v^5)r«=:3iX2, 

(4)  (6  —  /5)V'-+-  36^«-+-(6  -h  v/5)«r«  =  3i  x  12. 

<5)  ^  =  -3-P'-- 

L'élimination  de  q   entre  les  équations  (3)  et  (4) 
donne 


(6)  £=±./W|; 

P      y  6-/5 

le  signe  +?  qui  convient  d'abord,  doit  être  conservé 
jusqu'à  ce  que^  et  r  s'annulent,  ce  qui,  on  le  verra,  ne 
se  produira  jamais.  Le  lieu  de  l'axe  instantané  dans  le 
solide  est  un  plan.  On  est  dans  le  cas  simple  où  la  dis- 

tance  ~-  du  centre  G  au  plan  sur  lequel  P  doit  rouler 
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est  égale  au  demi-axe  moyen  de  Tellipsoïde.  Des  équa- 
tions (3)  et  (6)  on  déduit 

'^'  ^  y    6-/5  V    6-Hv/5 

on  prendra  les  signes  +  qui  conviennent  à  l'état  ini- 
tial. L'éqtiation  (5)  donne  alors 

dq  _  /5  3  ï  —  3  çr« 
dt   '^    ^        y/37 


OU,  en  posant,  pour  abréger, 


i/f". 


ndt  = 


/3i  =  0)  /3 , 
Cl)  dq 


eu' —  q^ 


Intégrons,  en  nous  rappelant  que  Ço  est  nul,  et  résol- 
vons par  rapport  à  ^  :  il  vient 

les  équations  (7)  donnent,  après  des  réductions  simples, 


Rien  de  plus  facile  que  de  discuter  les  valeurs  de  p, 
qy  r.  L'axe  de  la  rotation  instantanée,  d'abord  égal  à 

y/3i,  tend,  pour  t  infini,  â  devenir  égal  à  co  ou  al/ y 

et  à  prendre  la  direction  de  G 7^. 

Reste  à  déterminer,  pour  chaque  instant,  la  position 
de  P  par  rapport  à  un  système  d^axes  fixes  Gxï/j-^iî 
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Gzi  coïncide  avec  Taxe  du  couple  K  des  quantités  de 
mouvement,  Gj  i  avec  la  position  initiale  de  Gt^,  G.ri 
forme  avec  Gy^  z^  un  trièdre  superposable  à  GÇtjÇ.  La 
position  de  ce  dernier  trièdre  par  rapporta  Gx^y^z^ 
sera  définie  par  les  trois  angles  d'Euler  ({;,  0,  cp  et  il  suflQt 
de  faire  la  figure  pour  voir  qu'à  Tinstaut  initial  on  a 


4/       —,  9  =  -,  0  =  0o=  arc  cos i  /  • 


4/       — , 

•2 


2 


Les  angles  0  et  cp  sont  donnés  par  les  équations  bien 
connues 


cosQ  =-17-  = —  , 


sinOsmo  =  -~  =   — -^^ 

.    ^                 Bflr        (?»'—  e-«' 
sinQ  cos©  =  -rr-  =  — ; r; 

pour  finGni,  8  tend  vers  ->  9  vers  zéro;  à  la  limite,  GÇ 

et  G  i  sont  dans  le  planGxïj^i  et  Gy)  coïncide  avec  Gsi 
ou  K. 

La  détermination  de  ^  exige  une  quadrature  :  on  a 

d^  _  p  sincp  -+■  q  cos© 
dt  "  sinO 

—    Ajp«-+-By«       _     (e««/H-g-'»0  v/93 

Téquation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
d^  istnc*"' 

-yl   =  Q>  -h  ^ ■ 


^|-^^(6..-.^-v/-5)'j 


L^'ntégration    introduit    un    arc    tang,   qu'on    sup- 
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posera  compris  entre  o  et  -  et  dont  la  valeur  initiale 
est  Bo  ;  on  aura 

^  =  tsit  -^  arc  tang p=-^ 1 %. 

Il  est  sans  doute  inutile  d'insister  sur  Tinterprétation 
bien  connue  des  résultats  précédents,  ni  sur  la  recherche 
de  rherpolhodie,  la  polhodie  étant  une  ellipse. 


RECHERCHE  DUNE  ÉQUATION  DES  SURFACES  MOULURES  ; 

Par  m.  p.  DE  SANGTIS, 
Docteur  ôs  Sciences  de  la  Faculté  de  Rome. 


On  sait  que  les  surfaces  moulures  peuvent  être  en- 
gendrées par  une  courbe  tracée  sur  un  plan  qui  se  meut 
perpendiculairement  a  une  autre  courbe  dans  l'espace 
en  ne  roulant  jamais  autour  de  la  tangente  à  cette  se- 
conde courbe. 

En  partant  de  cette  définition,  on  peut  trouver  l'équa- 
tion d'une  surface  moulure  quelconque. 

Soient 

les  équations  d'une  courbe  dans  l'espace,  y  étant  le  para- 
mètre fondamental,  l'équation 

d^  d^ 

représente,  pour  les  difl'érentes  valeurs  de  y^  les  dîfle- 
rentes  positions  du  plan  normal  h  la  courbe  (i).  Cette 
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courbe  rencontre  le  plan  normal  qui  correspond  à  la 
valeur  quelconque 

du  paramètre,  dans  le  point 

Si  l'on  appelle  s  Tare  de  la  courbe  dans  Fespace  et  p 
son  rayon  de  courbure,  les  cosinus  de  direction  de  la 
normale  principale  à  la  courbe  (i)  sont 

I  d*x        I  ct^jr        I   ifiz^ 
p  ds^*     p  ds^'     p  3?* 
eu  outre, 

dx  _^  dx  d"^  dy  _^dy  d'^  dz  _  d-^ 

ds  '~  df  ds  ds  "^  d'^  ds  ds  ~~  ds 

et,  puisque 

en  posant 

-,'_^?  j,'-^+  «'-^^  j/-^^' 

^-Sy'       *"-3?'        ^"57»'        ^-^7»' 

on  aura 

dy  i  I 


De  là  on  tire,  au  moyen  d'une  dérivation, 


Or  on  a 


ds^  1 

(i-h<p'«-f-f«)» 

d^x  _^  d*x /d-^\*      dx  d^f 
d^z  __  <i«Y 
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et,  par  conséquent,  en  substituant, 

s  » 

(i-+-9'«-+-f«)« 

^*  (i-h<p'*-t-il;'«)* 

***  (,-t-«p'«-t-f|;'«)« 

Les  trois  quantités  -ry  >  ^^  >  ^  sont  proportion- 
nelles aux  cosinus  des  angles  que  la  normale  principale 
à  la  courbe  (i)  fait  avec  les  axes  ;  par  conséquent,  Téqua- 
tion  du  plan  de  la  tangente  et  de  la  binorniale  k  la  même 
courbe  est  la  suivante  : 

^^^    1     -H(r-+)[f('-t-T'*-t-4''*)»-4''(?'?'-t-f+')] 

~(^~ï)(?Y+4'T)=o. 

Pour  les  différentes  valeurs  de  y  l'équation  précé- 
dente donne  les  différentes  positions  du  plan  de  la  tan- 
gente et  de  la  binormale. 

Divisons  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  par  le 
coefficient  du  dernier  terme  et  écrivons  les  équations  (2) 
et  (3)  symboliquement  de  la  façon  suivante  : 

Z  =  Ai(ar  — <p)-hA,(^  — ^)-h-ï  — Y  =  o» 
X  =  Bi(a?  —  «p)-hB,(j^  —  4^)-+- «  —  Y  =  o* 

L'équation  du  plan  de  la  tangente  et  de  la  normale 
principale  à  la  courbe  (i)  sera  alors 

h-(A,B,-A,B,)(^-Y)  =  o, 
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que  nous  écrirons  brièvement 

Y  =  o. 

Aux  plans  coordonnés  fixes  substituons  les  pians  coor- 
donnés mobiles 

X  =  G,         Y  =  G,         Z  =  G. 

Les  formules  de   transformation  des  coordonnées, 
comme  on  le  voit  facilement,  sont 


(4) 


X  =  Bi( J7  — <p) -+- B,(^  — ^]/) -h  ^  —  7, 

Y  =  (A,-B0(ar-cp)-f-(Bi-Ai)Cr-4;) 
-f-(A,B,-A,Bi)(45-7), 

Z  =  Ai(a7  — cp)H- A,(j^  — 1];)  +  ^  — Y. 


Sur  le  plan  normal  à  la  courbe  (i)  et  dont  l'équation 
dans  le  nouveau  système  d'axes  mobiles  est 

(5)  Z  =  o, 
soit  située  une  courbe 

(6)  /(X,  Y)  =  G. 

Si  nous  substituons  à  X,  Y  leurs  valeurs  (4),  nous 
aurons  une  équation  contenant  a:,  y^  z,  y,  et  cette 
équation  avec  l'équation  (5)  nous  représente,  pour  les 
valeurs  successives  de  y,  les  positions  successives  de  la 
courbe  plane.  Il  est  sous-entendu  que  la  substitution 
voulue  par  les  équations  (4)  doit  aussi  être  faite  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (5). 

Si  nous  éliminons  y  dans  les  deux  équations  (5)  et  (6) 
transformées,  nous  obtiendrons  une  équation  résul  tante 
qui  nous  donnera  la  position  générique  de  la  courbe 
plane  :  c'est-à-dire  la  surface  engendrée  par  son  mou- 
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vement,  qui  n'est  autre  que  la  surface  moulure  dont  elle 
est  le  profil.  Comme  on  le  voit,  cette  équation  contient 
les  dilTërences  partielles  du  second  ordre  des  fonctions 
<f  et  ^. 

En  faisant  varier  les  fonctions^,  cp,  ^,  on  a  toutes  les 
surfaces  moulures. 


GÉNÉRALISATION  ET  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  1593; 

Par  m.  Louis  BOSI, 
Professeur  de  Mathématiques  au  lycée  de  Ghiavari  (Italie). 


On  donne  un  triangle  abc  et  deux  points  arbitraires 
/?,  q  sur  le  plan  abc.  On  trace  une  conique  qui  passe  par 
p^q^a^  elle  coupe  ab  end  etac  en  V.  On  trace  une  co- 
nique qui  passe  par  p^q^b^d^  elle  coupe  bc  en  d  et  la 
prendère  conique  en  i  :  les  points  p^q^c^a\  b',  i  sont 
sur  une  même  conique. 

On  prend  un  troisième  point  arbitraire  O  sur  le 
plan  abc.  La  droite  Oa  coupe  en  a  la  conique  qui  passe 
par  a.  La  droite  Ob  coupe  en  ^  la  conique  qui  passe 
par  b.  Enfin,  sur  la  troisième  conique  on  a^  à  sa  ren- 
contre auec  Oc. 

Démontrer  que  les  points  /?,  y,  O,  a,  p,  y,  î  sont  sur 
une  même  conique. 

Soient  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o  les  équations  (en  coor- 
données cartésiennes  ou  en  coordonnées  homogènes) 
des  droites  bafc^  cb'a^  adb\  A'=  o,  B'=o,  C'=o 
celles  des  droites  a!p^  Vp^  dp^  et  A^,  B^,  C^,  A'^,  B^,  C^ 
ce  que  deviennent  les  expressions  A,  B,  C,  A',  B',  C, 
quand  on  y  remplace  les  coordonnées  courantes  par 
celles  du  point  q  :  appelons  X  la   conique  (|ui  passe 
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par  a,  Y  celle  qui  passe  par  i,  Z  la  conique  déterminée 
par  les  points  p^q^c^cl^V . 

La  conique  X  appartient  au  faisceau  déterminé  parles 
points  pja^b^i/  et  passe  par  le  point  ç^  par  conséquent 
son  équation  est 

(i)  BB'^.G'C^-B'By.GC'^  =  o  : 

de  même  les  coniques  Y,  Z  qui  appartiennent  aux  fais- 
ceaux déterminés  par  les  points  p,  i,  c',  af  et  /?,  c,  a\  b\ 
et  passent  par  le  point  q^  auront  pour  équations 

(a)  CG'y.A'A^— C'C^.AA'y=o, 

(3)  AA'^.B'B^— A'A^.BB'^=o. 

La  forme  des  équations  (i),  (2),  (3)  nous  montre  que 
la  conique  Z  passe  par  le  point  i  commun  aux  X,  Y. 
Donc  les  points  p^q^c^  a'^  b\  i  sont  sur  une  même  co- 
nique« 

Considérons  maintenant  le  triangle  Oab  :  la  conique 
X  passe  par  p,  q^  a  et  coupe  aO  en  a  et  ai  en  c/^  Y 
passe  par  p^  q^  bj  d  et  coupe  05  en  ^  et  la  première  co- 
nique en  I  :  il  en  résulte  que  les  points  p^q^  O,  a,  p,  i 
sont  sur  une  même  conique  T.  De  même,  en  considé- 
rant le  triangle  Ooc,  on  démontre  que  les  points^,  q^ 
O,  a,  Y)  ^  sont  sur  une  même  conique.  Cette  dernière 
conique  rencontre  T  dans  les  cinq  points  p^q^O^  a,  1  et 
par  là  elle  doit  coïncider  avec  T.  Donc  les  points  p^  y, 
O,  a,  p,  Y,  i  sont  sur  une  même  conique  T. 

Si  nous  supposons,  en  particulier,  que  /?,  q  soient  les 
points  cycliques,  les  coniques  X,  Y,  Z,  T  seront  des  cir- 
conférences :  c'est  le  cas  considéré  dans  la  question  1593. 

Si  le  point  O  est  sur  la  droite  pq^  les  points  a,  p,  y»  ' 
seront  sur  une  même  droite. 

Supposons,  en  particulier,  que  /?,  q  soient  les  points 
cvcliques,  c'est-à-dire  que  X,  Y,  Z  soient  trois  cîrconfé- 
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renccs  :  nous  trouverons  que  trois  droites  parallèles  quel- 
conques tracées  par  les  points  a^b^c  rencontrent  respec- 
tivement les  circonférences  X,  Y,  Z  en  trois  points  a,  p, 
Y  qui  sont  sur  une  même  droite  avec  /. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Jean  Dewulf, 
élève  du  lycée  de  Marseille;  par  M.  Francisque  Sondât,  élève  du 
lycée  d'Annecy 


GORRBSPONDANGB. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  d'Ocagne. 

...  La  solution,  insérée  aux  Nouv^elles  Annales 
(1890,  p.  157),  de  la  question  1566  est  inexacte  pour 
ce  qui  est  de  la  seconde  partie.  Lorsque  Phyperbole  est 
équilatère,  le  segment  M|  M2  ne  se  réduit  nullement  à 
zéro,  mais  devient  égal  à  l'axe  Iransuerse  de  l'hyper- 
bole. 

L'erreur  où  est  tombé  l'auteur  de   la  solution  tient 

PM 
à  ce  que,  en  remarquant  que  le  rapport  ^^rr^  devient  égal 

à  I  dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  il  n'a  pas  pris 
garde  que  le  point  P  étant  alors  rejeté  à  l'infini  on 
ne  pouvait  conclure  de  là  PMi  =  PM2,  mais  bien 
PM|  —  PM2=  quantité  finie.  Un  calcul  facile  montre 
que  cette  différence  est  égale,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  a  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  équilatère. 
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DÉMONSTRATION  DES  FORMULES  DE  FRENET; 

Par  m.  J.-B.  POMEY, 
Ingénieur  des  Télégraphes,  à  Tours. 


Les  formules  de  Frenet  relatives  aux  diSerentlelles 
des  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  et 
de  la  binormale  en  un  point  d'une  courbe  gauche  peu- 
vent s'obtenir  aisément  par  les  projections,  de  la  ma- 
nière suivante,  qui  n'a  peut-être  pas  été  publiée. 

Soit 

Ia  b  c 
a  p  Y 
X       [JL      V 

le  tableau  des  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la 
binormale  et  de  la  normale  principale  en  un  point  M 
d'une  courbe  gauche.  Prenons  pour  direction  positive 
de  la  tangente  celle  des  arcs  s  croissants,  pour  direction 
positive  de  la  normale  principale  celle  de  la  droite  MO 
menée  du  point  M  au  centre  de  courbure  O,  et  pour  di- 
rection positive  de  la  binormale  le  sens  tel  que  le  déter- 
minant formé  par  le  tableau  (i)  soit  égal  à  +  i  • 

Soit  k  la  courbure,  e  l'angle  de  contingence,  on  aura 

t=s  k  ds 

et  k  sera  considéré  comme  une  grandeur  absolue. 

Soit  T  la  torsion,  r\  Tangle  de  deux  plans  osculateurs 
infiniment  voisins,  on  aura 

T  et  7;  seront  considérés  comme  positifs  si  la  rotation 
d'un  angle  r\  autour  de  la  tangente  MT  fait  décrire  au 
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point  O  un  élément  de  chemin  00|  dans  la  direction 
positive  de  la  binormale. 

Soit  M' un  point  infiniment  voisin  de  M.  Négligeons 
les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier.  La 
tangente  MT  étant  la  caractéristique  du  plan  osculateur, 
le  plan  osculateur  en  M'  est  le  plan  mené  par  MT  qui 
fait  avec  le  plan  OMT  un  angle  r\.  Soit  OC  l'axe  du  plan 
osculateur,  le  plan  normal  a  OC  pour  caractéristique; 
donc  le  plan  normal  en  M'  est  le  plan  mené  par  OC  qui 
fait  avec  le  plan  COM  un  angle  égal  à  e.  L'intersection 
du  plan  osculateur  et  du  nouveau  plan  normal  est  la 
nouvelle  normale  principale  M'O'  qui  coupe  OC  en  un 
point  0| .  Soit  A  l'origine  des  trois  axes  rectangulaires 
Ax,  Aj-y  ÈLz.  Soient  m,  m' les  points  dont  les  coordon- 
nées sont  a^by  c  et  a  H-  da^  h  -|-  dh^  c  H-  cd.  On  a 
mm'  =  e  et  mm'  est  parallèle  à  la  normale  principale 
MO  et  de  même  sens.  En  projetant  sur  Ax  le  contour 

A  mm',  on  a 

cLa=-\k  ds. 

Soient  c  et  c'  les  points  dont  les  coordonnées  sont  a,  ^, 
Y  et  a  H-  rfa,  p  +  d^^  y  -f-  rfy.  On  a  cd  =  modr,,  et  de 
est  parallèle  à  la  normale  principale  MO;  de  est  dirigé 
suivant  MO  ou  en  sens  contraire,  suivant  que  7^  est  positif 
ou  négatif.  En  projetant  sur  Ax  le  contour  Ace*',  on  a 

rfa  =  —  Xt  d$. 

Projetons  sur  Ax  le  contour  MOO|M'  et  remar- 
quons que  00|  est  dirigé  suivant  la  binormale  ou  en 
sens  contraire,  selon  que  yj  est  positif  ou  négatif,  et  il 

vient 

dk  =  (xx  ds  —  ak  ds . 

Les  autres  formules  de  Frenet  s'obtiennent  en  pro- 
jetant les  mêmes  contours  sur  les  autres  axes  de  coor- 
données. 
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FORMULE  DE  WARING; 

Par  m.  AURIG, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Rochefort. 


La  formule  de  Wariiig  exprime  une  fonction  symé- 
trique de  la  forme 


2 


en  fonction  des  sommes  des  puissances  semblables  des 
éléments  constituants,  ces  puissances  étant  elles-mêmes 
des  sommes  exclusives  des  exposants  primitifs 

Soient 

des  nombres  entiers  positifs  ou  nuls,  tels  que 

Xi  H-  aXi-h. . .-+-  nXf,  =  n. 
Partageons  les  n  exposants  en 

Xi  groupes  de  i  exposant, 
Xs  groupes  de  2  exposants, 


X„  groupes  de  n  exposants. 
Posons 

Xi-H  XjH-.  .  .-h  X«  =  V 

et  soient 

les  sommes  des  exposants  dans  chaque  groupe. 
Considérons  le  produit 

*ff,  ffi  •  •  •  <T« 
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et  faisons  toutes  les  permutations  des  exposants  entre 
eux  qui  font  acquérir  à  ce  produit  une  valeur  distincte, 
additionnons-les  toutes  et  soit 

la  fonction  des  5,  ainsi  obtenue,  qui  est  évidemment 
symétrique  par  rapport  aux  exposants. 
Nous  écrirons 

[ji  étant  un  coefficient  fonction  de 

^ij    ^i»     •  •  •  j    ^«* 

qu'il  s*agit  de  déterminer.  Nous  nous  appuierons  sur  la 
formule  évidente,  identique, 

^T^a^l'^Tj     .  .  .  Xfi'*  :=■  S^^  ^^X^*X^    .  .  .  XfiL\* 


i  =  n  —  \ 

«■■^li— 
^    _,       .  •  •  •  •*«— 1 

1  =  1 


En  adoptant  la  formule  de  représentation  (i) 

^fiT(Xi,x,,...,x„)=  5a«^fi'T(X',,  X',,  ...,x;,„i) 

(2)     {  i=n-\ 

^\    ^.l^  *  (Xi»X,,,..,  A„_i  ), 


i  =  l 


ceci  est  une  identité;  il  n'y  a  aucune  réduction  possible 
dans  le  second  membre,  car  le  premier  terme  renferme 
toujours  5ot^  et  le  deuxième  toujours  ^a,-»-a„>  donc  un  terme 
quelconque  dans  le  second  membre  doit  trouver  son 
égal  dans  le  premier,  et  réciproquement. 
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Il  faut  toutefois  remarquer  que  si,  dans  la  fonction 
symétrique 

^^  «.a,  »,a,        «.«„_, 
^r  ^j  ./  j   ...  x„ _| 

dévdU)ppée  suivant  (i),  on  considère  un  groupe  de  j 
exposants  (il  s'en  trouve  Xy),  quand  on  changera  cha- 
cun de  ces /exposants  en 

on  aura  toujours  le  même  résultat,  c'est-à-dire  qu'il 
sera  répété  jf  fois. 

D'ailleurs  pour  égaliser  terme  à  terme  dans  (sî),  il 
faut  évidemment  prendre  pour  les  valeurs  de 

V       V      V  v 

soit 

dans  le  premier  terme:  soit 

^1»      Aj,      A3,       ...,      A|-|- I,      A|.t_i  —  I,       ...,      f^n-X 

dans  le  deuxième  terme. 
Nous  avons  alors 

(3)  f^(Ai,  Al,  .  .  . ,  A/i-i,  A/i)  =  {^(At  —  I,  Aj,  .  .  .,  Art_|), 

(         =  —  «fl(Ai,  Aj,  .  .  .,  A|-{-  I,  A/^i  —  I,  .  •  . ,  y<n—\  )• 

C'est  de  ces  deux  formules  fondamentales  que  nous 
allons  déduire  la  forme  de  [a.  Suivons  les  transformations 


H-(^|.  Xj,...y^/l)  


—  £)[—(*— 0]Ht(^i,^s,--.»^-i-i-iî^/,^i-«-i— !,•••, ^/i-l) 

—  l"ï)|x(Xi-+-l,  Xj,  ...,  X/,  X/^.,  —  I,  .  ..,  X„_i) 

_I/il)X^_J_^|x(Xl-^  X/4.1,  Xj, . . .,  X/,  o,  Xt-Hij.. .»  X,t_,) 
-iiii)X,(_,»ii)X,...(_,«-iii)À„jx(X|-+-X,-t-...-hX„,o,o,...,o)  (1). 


(')  Nous  adoptons  la  notation  connue 

« ( a  +  /•  ) ( a  -h  2 r ) . . .  f  a  4-  (  AI  —  I )  r]  =  «"'»'. 
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Mais 

[jl(X,  o,  o,  o.  ...,  o)  =  fi(X  —  1,0,  o,  ....o)={i(i,  o, o, . .  .,o)=i: 
donc 

On  met  généralement  ce  résultat  sous  une  autre 
forme.  Le  signe  de  [a  est  celui  de 

( i)Xj-i-îX,-»-jX4+  •  '  •+{ii-i)X«  • 

mais 

Xi  -f-  2  Xj  -h  3  X3  .  .  .  -h  /l  X/,  =  Xs 

Xj-h    X,-H    X3 . . . -f-     X„=v: 
c'est  donc  le  signe  de 

D'ailleurs,  en  groupant  les  facteurs,  on  a 

ji  =  (—  i)n-v(a)X,+X4—+X„(3)X4+X,-+-.-»-X«. . . 

(  /i  —  2  )X»-i-i-X„  (  /i  —  I  )X». 

C'est  d'ailleurs  la  forme  à  laquelle  on  arriverait  en 
généralisant  la  formule  fondamentale  qui  nous  a  servi 
de  point  de  départ. 


f » , 


QUELQUES  THEOREMES  SUR  LES  COEFFICIENTS  BMOIUUX; 

Par  m.  J.  TANO,  à  Rome. 


J'indique  par  p  une  racine  primitive  de  l'équation 

a?'*  — 1  =  0, 
et  je  considère  la  somme 


«— 1 


2  (^-pO^s 


0 
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dans  laquelle  m  est  un  entier  positif  quelconque;  si, 
comme  d'ordinaire,  nous  mettons 

Tn(m  —  i){m  —  2)..  .(m  —  q  -\-\) 

m„= , 

'  I .  '2 . 3 ...  9 

il  est  facile  de  voir  qu'on  a  la  relation  suivante 

n—i 

^  (i  —  p*)'"  =  /i  —  /niSi  H-mjSj—  msSs  -h. .. 

0 

±  m,t  S;i  ±  /n/i+i  Srt+i  di  • . .  -f-  m^n  Sm  —  . . . , 

ayant  posé 

Sr  =  I  -+-  p''-*-  p***  -+-  p"*  H- . . .  -f-  pî'»-^>^ 

Or,  il  est  connu  que,  si  r  ^  o(mod  /i),  nous  aurons 
Sr  =  'i,  et  si  r  n'est  pas  ^  o(mod/i),  alors  Sr=  o;  par 
conséquent,  si  nous  posons 


\nj 


) 


c'est-à-dire,  si  [jl  indique  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  le  quotient  —  t  nous  aurons 


n-l 


V  (i-_  p*y«  =  n(i  -f-  nin-h  m,;»-+-  m,„H-. . .+  mj*») 
0 

si  n  est  pair  *^  tandis  qu'on  obtiendra 


n  — 1 


si  /z  est  impair. 

Cela  étant,  considérons  l'équation 

.T^ —  I  =  O, 
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par  elle  on  aura 

I  —  p  =  \/3  (  cos  ~  -m'  sin  -r  j , 
I  —  p2  =  /3  ^  cos  -  —  £  sin  g  K 

et,  par  le  tliëorème  de  Moivre,  on  a 

m 

(i  — py'*-f-(i  — p*)'«  =  -2.3^  cosm  ^. 

Supposons   en   premier   lieu  m  ^  ±:  i  (inod  12),   on 
aura  évidemment 

m  iw  -4-  I 

—  TT  

'2.3*  COS  m  -  =  -h  3    '    ; 
0 

au  contraire,  m^±  5 (mod  12),  on  a 

m  m-»-  1 

2.3'  COS  m  ,-^  —  —  3    *    ; 
u 

de  manière  que,  en  supposant  que  le  symbole  ( — j  ait 
le  même  sens  que  lui  a  attribué  Jacobi,  on  pourra  poser 

(i)     /no — maH- me— m9-4-. .  .-h(— i)y'W3{i  =  f  ~  1  3    *   . 

Supposons  maintenant  m  pair;  dansée  cas,  si  nous 
avons  m  ^  o(mod  6),  nous  aurons 


m    m~  1 


(2)    -  [mo  — /na-H/Ws  — /n9-h...H-(— i)l*m3|i]=(— i)*^  3    ' 


2 


et  si  m  n'est  pas  ^  o(mod  6),  on  a  évidemment 

m  — s    m  —  t 

(3)    mo  — ms-f- me  — /Ms-h. . .-+-(— i)l*m3|i  =( — i"^    *    3    *    . 
Considérons  à  présent  l'équation 

,r'*  —  I  =  o. 


I 


I 
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nous  aurons 

—  i  =  yi  l  cos  Y  —  i  sin  --  1  > 

—  t»  r=  /s!  f  cos  j  4-  e  sin    '  j  > 
par  conséquent, 

/n 

(i  —  f  )"»  -4-  (  I  —  t*  )'«  =  9. .  2  *  COS  m  7  ; 
si  donc  nous  supposons  m  ^  a(mod  4),  on  aura 

m— i 

(4)  mo+ /?i4 -H  mg -h  mijH-. .  .-f- /?iv{x  =  4    *    • 

EnGn,  observant  que  les  nombres  gaussions,  c'est- 
à-dire  les  nombres  premiers  de  la  forme  2^  -4-  i ,  ne  peu- 
vent être  que  delà  forme  laK-f-o,  si  nous  indiquons 
par  p  un  nombre  gaussien,  nous  avons  de  Texpression 
(  1  )  la  congruence 

3   '    ^ — i(mod/>). 

Cette  congruence  démontre  très  simplement  le  théo- 
rème suivant  dû  à  Riclielot  :  Le  nombre  3  est  racine 
primitwe  des  nombres  gaussiens  (  *  ). 


SUR  LA  METHODE  D  APPROXIMATION  DE  NEWTON; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


1.   L'application  de  la  méthode  si  ingénieuse  et  si 
simple,  imaginée  par  Newton,  pour  calculer  parapproxi- 


{ •  )  RiCHKLOT,  De  resolutione  algebraica  œquationis  x^"  =  i  (  Jour 
nal  de  C relie,  l.  9). 
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mations  successives  les  racines  des  équations,  s'est  pen- 
dant longtemps  heurtée  à  une  sérieuse  difficulté,  con- 
sistant en  ce  que  les  résultats  qu'on  en  déduisait  pou- 
vaient, suivant  les  cas,  s'approcher  ou  s'éloigner  de  la 
racine  cherchée.  Il  était  donc  indispensable  d'en  régu- 
lariserl'usage,en  précisant  les  conditions  dans  lesquelles 
on  peut  l'employer  utilement  et  à  coup  sûr.  Fourier  (*) 
a  résolu  la  question,  en  indiquant  un  ensemble  de  ca- 
ractères auxquels,  dans  chaque  cas,  on  reconnaît  d'a- 
vance que  la  méthode  de  Newton  fournira  une  suite  de 
valeurs  s*approchant  de  plusenplus  de  la  racine  et  dans 
le  même  sens.  La  règle  de  Fourier  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Etant  donnée  une  équation 

(0  /(x)  =  o, 

dont  une  racine  réelle  et  une  seule  est  comprise  entre 
les  deux  nombres  réels  a  et  b^  pour  que  la  méthode  de 
New  ton  permette  de  calculer  sûrement  et  régulièrement 
cette  racine  par  approximations  s  uccessiv^es,  il  suffit  que 
les  deux  premières  dérivées  def{x)  ne  s'annulent  pour 
aucune  valeur  dex,  dans  Vinten^alle  limité  para  et  b. 
La  formule  de  correction  s' applique  alors  à  celle  des 
deux  limites  qui,  substituée  à  x  dans  f{x)  etj^{x)y 
donne  des  résultats  de  même  signe, 

S.  Cette  règle  est  précise,  mais  elle  a  Tinconvénient 
d'être  trop  restrictive.  La  condition  qu'elle  impose  à 
f\x)  de  ne  pass'annuler,dans  l'intervalle  qui  comprend 
la  racine,  n'a  pas  sa  raison  d'être,  et  a  disparu  de  l'ex- 
posé que  l'on  donne  généralement  aujourd'hui  de  la  mé- 


(*)  Bulletin  delà  Société philomatkique  de  Paris,  année  i8i>^, 
p.  6i  à  67.  Analyse  des  équations  déterminées  (i83i),  p.  1^7  A  aao. 
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iliodc  de  Newton  (  *  ).  Cette  restriction  n^estpas  d'ailleurs 
la  seule  qui  soit  superHue,  et  comme  il  importe  de  lais- 
ser à  un  procédé  de  calcul  aussi  précieux  le  plus  vaste 
champ  d'applications  possible,  nous  allons  chercher 
quelles  sont  les  conditions  strictement  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que,  en  partant  d'une  valeur  plus  ou 
moins  approchée  d'une  racine  d'une  équation,  on  ob- 
tienne, par  l'application  répétée  de  la  méthode  de  New- 
ton, une  suite  de  valeurs  s' approchant  de  plus  en  plus 
de  cette  racine,  et  toujours  dans  le  même  sens. 

Nous  arriverons  à  cette  conclusion  :  L'équation  à  ré- 
soudre étant  écrite  sous  la  forme  de  l'équation  (i), 
il  faut  et  il  suffit  que  la  substitution  de  la  valeur  initiale 
dansf(x)  et  f" (x) donne  des  résultats  de  même  signe, 
et  quef{x)  ne  change  pas  de  signe,  lorsque  x  varie  de 
cette  valeur  à  la  racine  cherchée  (  ^  ) . 

Si  donc,  a  Qlb  étant  deux  limites  qui  comprennent  la 
racine  cherchée  a,  les  conditions  que  nous  venons  d'in- 
diquer sont  remplies  pour  Tune  des  limites /z,  la  correc- 
tion de  Newton  sera  applicable  aux  valeurs  de  x  com- 
prises entre  a  et  a,  lors  même  que  f{x)^f  (x)  o\xf"{x) 
s'annuleraient,  quand  x  varie  de  a  à  &.  On  remarquera 
notamment  que  la  racine  cherchée  peut  être  indiflérem- 
inent  simple  ou  multiple,  et  qu'il  n'est  pas  absolument 
indispensable  d'en  avoir  opéré  préalablement  la  sépara- 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  y  a"  série,  t.  VIII  (1869), 
p.  17  à  27  :  Sur  la  méthode  d'approximation  de  Newton,  par  M.  Dar- 
boux. 

(')  En  publiant  la  présente  Note,  je  n'ai  aucunement  la  préten- 
tion de  revendiquer  la  priorité  des  idées  qui  y  sont  exposées.  Mon 
seul  but  est  de  contribuer  à  répandre,  au  sujet  de  la  méthode  d'ap- 
proximation de  Newton,  des  notions  plus  larges,  et  d'ailleurs  tout 
aussi  précises  que  celles  qui  ont  généralement  cours  dans  ^en^5^i- 
gnement. 


(  ^"î?^  ) 

tîou.  En  écarlant  ces  reslrictîons  ihéoriquenieiit  inutiles, 
on  évitera,  dans  bien  des  cas,  des  diflicultés  souvent  in- 
surmontables au  point  de  vue  pratique,  consistant  à  dé- 
barrasser une  équation  telle  que  (i)  de  ses  racines  mul- 
tiples, et  de  trouver,  pour  chaque  racine  simple  de  cette 
équation,  un  intervalle  qui  n'en  renferme  pas  d'autre,  et 
dans  lequel y"(j:)  ne  change  pas  désigne. 

3.   Soit 

une  équation,  algébrique  ou  transcendante,  à  coeflicients 
réels. 

Supposons  que,  pour  les  valeurs  de  x  variant  de  a  à  a 
inclusivement,  la  fonction /"(x)  et  ses  deux  premières 
dérivées  y  (x)  ety''(x)  soient  bien  déterminées,  et  qu'en 
outre  f{x)  eif'(x)  soient  continues.  On  a,  d'après  la 
formule  de  Taylor,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans 
cet  intervalle 

z  désignant  un  nombre,  variable  avec  x,  compris  entre 
a  etx.  On  conclut  de  là)y*(a)  étant  nul  par  hypothèse, 

/(«)  +  (a  -  a)/'(a) -h  ^-^^=^V'(0  =  o, 

é 

^  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  a,  mais  dont  on 
ignore  la  valeur. 

Supposons 

/'{a)  ^o. 

De  la  dernière  relation  on  déduit 

f(a)        i'^-a)^  f(l) 


(i)  %  =  a  — 


J'(^)  a  fia) 
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La  uiéthod<ï  d'approxiinatîoii  do  iNewloii  coiisisle  à 
prendre  pour  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine 
cherchée 

(3)  a,^a-I^- 

Cherchons  à  quelles  conditions  le  nombre  a^  sera  plus 
approché  que  a  de  la  racine  a. 

Deux  hypothèses  sont  à  distinguer  :  a  peut  être  infé- 
rieur ou  supérieur  à  a.  Nous  raisonnerons,  en  suppo- 
sant fl  <^  a.  Le  cas  où  Ton  aurait  a  >•  a  se  traiterait  d'une 
manière  toute  semblable  et  conduirait  aux  mêmes  con- 
clusions. Nous  montrerons  d'ailleurs  comment,  parunar- 
tiiice  bien  simple,  on  ramène  ce  second  cas  au  premier. 

Pour  que  a^  diffère  moins  de  a  que  «,  il  faut  évidem- 
ment tout  d'abord  que  a^  soit  supérieur  ii  a,  et  par  con- 
séquent, d'après  la  relation  (3),  que/(a)  et/' («)  aient 
des  signes  contraires,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(4)  /(«)/'(«)<  o. 

Cette  condition  est  nécessaire;  mais  elle  ne  suffit 
pas  pour  que  la  méthode  de  Newton  s'emploie  avec 
avantage.  Il  pourrait  arriver  en  effet,  la  condition  (4) 
étant  cependant  remplie,  que  a^  surpassât  a,  et  à  tel 
point  que   a^  —  a  fut  supérieure  a  —  a.  C'est  ce  qui 

aurait  lieu  si,  dans  la  relation  (a),  la  valeur  de  ^.,, 

était  positive  et  suflisamment  grande.  En  pareil  cas /Zf 
serait  moins  approché  de  a  par  excès  que  ne  Test  a  par 
défaut,  et,  en  appliquant  la  méthode  de  Newton,  on 
s'éloignerait  du  but  à  atteindre.  D'ailleurs,  en  raison 
de  l'incertitude  relative  à   la   valeur  absolue  de  f"{^)^ 

on  ne  voit  pas,  dans  le  cas  ou  ^-^  serait  positif,  com- 
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*       •.  I  u       (a  —  a)*    fil) 

ment   on    reconnaîtrait  que  le  nombre  ^^ ^  '\.,^  \ 

a         /\a) 

est  assez  petit  pour  que  a^  —  a  soît  inférieur  à  a  —  a. 
Il  s'ensuit  que  Ton  ne  pourra  employer  la  méthode 

fit) 
de  Newton  en  toute  sûreté  qu'autant  que  jrr-h  sera  né- 
gatif. Mais  le  signe  de/'^(Ç)  sera  inconnu,  toutes  les 
fois  que  f"{x)  changera  de  signe  pour  une  ou  plu- 
sieurs valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  a.  De  Jà  résulte 
la  nécessité  de  limiter  Tusage  de  la  méthode  aux  cas  où 
f"{x)  conserve  le  même  signe  dans  l'intervalle  de  a  à  a, 
c'est-à-dire  au  cas  où  cet  intervalle  ne  comprend  aucune 
racine,  ou  tout  au  moins  ne  renferme  que  des  ra- 
cines d'un  ordre  pair  de  multiplicité  de  Téquation 

.       /'(^)=o. 

Dans  cette  hypothèse, /''(Ç)  ayant  le  môme  signe  que 

f"{a)^  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f,(    [ 
soit  négatif  peut  s'écrire 

(5)  /'(«)/'(^)<o. 

Comparons  les  inégalités  (4)  et  (5  )  :  on  voit  que,  pour 
qu'elles  soient  vérifiées,  il  faut  et  il  suffit  :  i**  que/{a} 
iiif^^a)  aient  le  même  signe;  a"  que /'(a)  ne  soît  pas 
nul  et  ait  un  signe  différent. 

4.  On  peut  voir  d'ailleurs  que  les  conditions  relatives 
if^(x)  sont  une  conséquence  de  celles  qui  doivent  être 
remplies  par  /(x)  elf"(x).  C'est  ce  qui  résultera  de  la 
proposition  suivante  que  nous  allons  démontrer  : 

Sif^(x)  a  le  même  signe  que  f{x)^  pour  œ  =  a,  et 
conserve  ce  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  a,  la  dérivée  f  {x)  ne  s* annule  pour  aucune 
de  ces  i^aleurs  intf^rméd i aires,  ni  pour  .r=  a^  et  le  signe 
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constant,  dont  elle  est  affectée  dans  Vintervalle,  est 
différent  du  signe  de  f{x)  et  de  f"{x). 

En  effet,  quand  x  croît  de  a  à  a,  la  fonction  f'{x) 
varie  constamment  dans  le  même  sens,  puisque  sa  dé- 
rivée f^{x)  ne  change  pas  de  signe.  Il  ne  saurait  en 
conséquence  exister  entre  a  et  a  plus  d'une  valeur  de  x 
annulant  y'(a:).' D'ailleurs,  on  peut  toujours  choisir  un 
nombre  r,  assez  petit,  pour  que  Féquation 

(6)  /(^)=o 

n'ait  pas  de  racine  entre  x  =  ol  —  yj  et  j:  =  a,  et  pour 
que  Ton  ait  par  conséquent  (^  ) 

(7)  /(«~ri)/(a~vî)<o, 

]VIaisy"(a  —  7i)  eif(oL —  7|)  ayant,  par  hypothèse,  le 
même  signe,  on  déduit  de  Finégalité  précédente 

/(«-^)/'(«-^)<o, 

et  cette  inégalité  indique  qu'il  ne  saurait  y  avoir  de  ra- 
cine de  Téquation  (6)  entre  a  —  t)  et  la  plus  grande  des 
racines  simples,  ou  d'un  ordre  impair  de  multiplicité, 
inférieures  à  ce  nombre,  que  peut  admettre  Téquation 
y^f^x)=  o,  c'est-à-dire,  en  définitive  et  afortiorij  entre 
a  —  T,  et  a  inclusivement. 

La  dérivéey'(x)  ne  s'annule  donc  ni  pour  a:  =  «,  ni 
pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  a.  Par 


(*)  Nous  avons  recours  ici  à  une  double  propriété  bien  connue  et 
souvent  utilisée  des  fonctions,  qui  consiste  en  ce  que,  dans  les  inter- 
valles pour  lesquels  une  fonction  est  continue  et  bien  déterminée 
ainsi  que  sa  dérivée  /'(a?),  un  nombre  substitué  à  x  dans  f{x) 
etf'{x)  donne  des  résultats  de  signes  contraires  ( de  même  signe ), 
si  entre  ce  nombre  et  la  racine  de  f{x)  =  o,qui  lui  est  immédiate- 
ment supérieure  (inférieure),  il  ny  a  pas  de  racine  def'{x)=  o, 
ou  s'il  en  existe  un  nombre  pair. 
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suite f'{x)  a  un  signe  invariable,  pour  toutes  ces  valeurs 
(le  x,  et  ce  signe,  d'après  rhiégalité  (7),  est  différent  de 
celui  dey(a  —  7;  ),  c'est-à-dire  du  signe  commun  3/(12) 
et  ày(«).  C'est  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

5.  Nous  avons  raisonné  dans  Thypo thèse  où  a  est  in- 
férieur à  a.  11  est  facile  d'étendre  les  conclusions  de 
notre  raisonnement  au  cas  où  a  serait  supérieur  à  a. 
Considérons  dans  ce  but  l'équation 

(8)  ^(r)^/(-^)=o. 

Elle  admet  la  racine  j^r=  —  a,  et  comme,  par  bypo- 
tbèscy  —  a  est  inférieur  à  —  a,  nous  pouvons  appliquer 
à  la  nouvelle  équation  les  conclusions  auxquelles  nous 
sommes  arrivés  précédcment,  c'est-à-dire  que  l'on  pourra 
appliquer  avantageusement,  et  en  toute  sûreté,  la  cor- 
rection de  Newton  à  la  valeur  approchée  —  a,  si  g( —  a) 
et  g^'( — a)  ont  le  même  signe,  et  si  g{y)  ne  change 
pas  de  signe,  quand  j  varie  de  — a  à  — a.  On  ob- 
tiendra ainsi  une  nouvelle  valeur  de  la  racine  —  a^  plus 
approchée  que  —  «,  et  dans  le  même  sens,  à  savoir 

Or  on  déduit  de  là 

(3)  '^.--^' 

en  remarquant  que  l'on  a 

Par  suite  le  nombre  «i,  donné  par  la  formule  (3),  et 
compris  entre  a  et  a,  puisque  —  a^  est  compris  entre — a 
et  —  a,  sera  une  valeur  approximative  de  la  racine  a  de 
l'équation  (i),  plus  approchée  que  a  et  dans  le  même 
sens. 


(5,5) 
D'ailleurs,  en  remarquant  que  l'on  a 

on  voit  que  dans  le  second  cas  (a  >  a)  comme  dans  le 
premier  (a  <^  a),  les  condi lions  d'application  de  la  mé- 
thode d'approximation  sont  quey(a)  eif^'(a)  aient  le 
même  signe,  et  que  f{x)  ne  change  pas  de  signe, 
quand  x  variera  de  a  à  a. 

6.  Nous  pouvbns  donc  énoncer,  dans  toute  sa  généra- 
lité, la  règle  suivante  (*)  : 

Si  le  nombre  a  est  une  première  valeur   approxi- 
mative d\ine  racine  cl  de  V équation 

(I)  /(a:-)=o, 

le  nombre 

(3)  a.  =  a-^, 

sera  une  nouvelle  valeur  approximative  de  la  même  ra- 
cine, plus  approchée  que  la  première,  et  dans  le  même 
sens,  toutes  les  fois  que /(a)  et  J"{a)  auront  le  même 
signe,  et  que  f" {x)  ne  changera  pas  de  signe,  quand  x 
"variera  de  a  à  la  racine  cherchée  a  (^). 

Après  avoir  calculé  le  nombre  a^  par  défaut,  on  en 
déduira,  par  la  même  méthode,  un  nouveau  nombre 


a^  =  cLi 


/'(«.) 


(«)  Il  est  facile  d'interpréter  géométriquement  le  résultat  auquel 
nous  sommes  parvenu  :  nous  laissons  ce  détail  de  c6té. 

(>)  II  est  bien  clair  que  nous  aurions  pu  établir  cette  règle  par 
une  voie  plus  courte;  mais  nous  n'aurions  pas  atteint  le  but  que  nous 
nous  étions  fixé,  qui  était  de  trouver  quelles  sont  les  conditions, 
aussi  peu  restrictives  que  possible,  dans  lesquelles  la  méthode  de 
Newton  peut  s'appliquer. 
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plus  approché  que  «i  de  la  racine  cherchée,  et  dans  le 
luème  sens,  et,  en  continuant  ainsi,  on  obtiendra  une 
suite  de  noinbres/Zi,£Z2  7  ^.i;  •  •  •  s'approchant  de  plus  en 
plus,  et  dans  le  même  sens,  de  la  racine  cherchée. 

Remarquons  en  effet  que  les  résultats  de  la  substitution 
de  Tun  quelconque  de  ces  nombres  dans  y*(j:)  ety*'' (a:) 
ont  le  même  signe,  à  savoir  le  signe  commun  à  f{a) 
eikf"{a).  D'ailleurs  y" (or)  conservant  le  même  signe, 
quand  x  varie  de  ce  nombre  A  a,  chacun  des  nombres 
^1,  a2,  ^3,  . . .  remplit  bien  les  conditions  requises  pour 
s'approcher  de  la  racine  cherchée  plus  que  celui  qui  le 
précède,  et  dans  le  même  sens  que  lui. 

7.  Cony^ergence  des  résultats  obtenus.  —  Il  est  facile 
de  démontrer  que  la  suite  des  nombres  a,  a^,  a^^  . . . , 
^nt  ^/i+M  •  •  •  obtenus  au  moyen  de  la  formule(3)  a  pour 
limite  la  racine  a,  et  que  l'on  peut,  en  conséquence,  par 
la  méthode  de  Newton,  approcher,  autant  qu'on  le  veut, 
de  la  valeur  exacte  de  cette  racine. 

En  effet,  les  nombres  «,  a<,  «o?  •  •  •  ««»  ^n^\t  •  •  • 
forment  une  suite  de  nombres  croissants  et  inférieurs  à  a, 
ou  bien  une  suite  de  nombres  décroissants  et  supérieurs 
à  a.  Par  suite,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  ils 
tendent  vers  une  limite  X. 

On  a  d'ailleurs,  d'une  manière  générale. 

On  tire  de  là 

La  valeur  absolue  dey*(a;,)  sera moindrequ'un  nombre 
positif  5,  choisi  aussi  petit  que  Ton  veut,  si  l'on  a 

mod/'(rt„)  mod(«„4-,  —  a,,  )<  ^, 
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et,  a  fortiori, 

[JL  désignant  la  plus  grande  valeur  absolue  que  prenne 
J'{oc)y  quand  x  varie  de  a  à  a,  c'est-à-dire  la  valeur  ab- 
solue dey^(a),  puisque,  en  vertu  des  hypothèses,  la  va- 
leur absolue  def'(x)  décroît  constamment  dans  1  inter- 
valle considéré. 

Or  la  dernière  inégalité  peut  s'écrire 


et,  en  raison  même  de  l'existence  de  la  limite  X,  on  peut 
choisir  Tentier  /z,  de  façon  que  la  valeur  absolue  de  la 
différence  an^t — Un  soit  moindre  que  toute  quantité 
donnée.  La  suite  des  nombres f (a) ^J'(ai)^/ (02) <t  . .  ., 
y(a„),  f(an^i  )?  •  •  •  a  donc  pour  limite  zéro,  et  par  con- 
séquent la  suite  a^  a^,  /Zo,  .  • .,  a„^  an+iy  •  •  •  a  pour 
limite  la  racine  cherchée  a. 

8.  Limite  de   r erreur  afférente  à  la  correction  de 
Newton.  —  D'après  la  relation  (2),  on  a 

JÇ/,  étant  un  nombre  compris  entre  a„  et  a. 

Pour  avoir  une  limite  supérieure  de  Terreur  commise^ 
en  prenant  a,i^_|  comme  valeur  approchée  de  la  racine  a, 

remplaçons,  dans  ^-^-^l'  Zig,y' (a„)ei/'(^„)re8- 

pectivement  par  un  nombre  m  inférieur  à  la  plus  petite 
des  valeurs  absolues  que  prend /'(a:)  (*),   et  par  un 


(')  La  plus  petite  de  ces  valeurs  absolues  correspond,  en   vertu 
des  hypothèses,  à  a?  =  a. 

Ann.  de  Afathémat.y  3*  série,  t.  TX,  (  Décembre  1890.)  Sy 
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nombre  M  égal  ou  supérieur  à  la  plus  grande  des  va- 
leurs absolues  que  prend  f^'  (x),  quand  x  varie  de  a  à  a 
inclusivement.  Pour  oblenir  des  limites  supérieures 
e<,  €0,  , . .,  €«,  e«4.i,  . .-  des  erreurs  commises  en  pre- 
nant respectivement  ^i^,  ^2,  ...)  Un^  A/j+d  •••  comme 
valeurs  approchées  de  la  racine  a,  ou  fera  usage  de  la 

relation 

M 


-  eî 

•}.  m 


que  Ton  peut  écrire 

en  désignant  par  k  un  nombre  positif,  que  Ton  calcu- 
lera une  fois  pour  toutes,  et  qui  ne  changera  pas,  quand 

on  évaluera  successivement  C|,  $2,  ...,  S/i,  6/1+4,  On 

aura  en  particulier  pour  commencer 

(10)  El—  /te', 

£  étant  une  limite  supérieure  de  Terreur  commise,  en 
considérant  a  comme  valeur  approchée  de  a. 

9.  On  n'applique  habituellement  la  méthode  d*ap- 
proximation  de  Newton  au,  calcul  d'une  racine  a  d'une 
équation  f{x)  •=.  o  qu'après  avoir  séparé  cette  racine, 
cî'est-à-dire  après  avoir  trouvé  deux  nombres  a  et  h  qui 
la  comprennent  et  \\ça\  comprennent  pas  d'autre.  Sup- 
posons cette  opération  préliminaire  ellectuée.  Si  l'on  a 
constaté  de  plus  que  P {x)  ne  change  pas  de  signe, 
quand  x  varicî  d'une  manière  continue  de  a  ù  6,  il  est 
évident  qu'il  y  aura  nécessairement  une  de  ces  valeurs 
limites  qui,  substituée  à  x  à.di\\sf{x)  ety^'(j:),  donnera 
des  résultats  de  même  signe.  Les  conditions  précédem- 
ment établies  (§  6)  étant  remplies,  en  appliquant  la 
correction  de  Newton  à  cette  limite,  on  sera  certain  d'eu 
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déduire  une  nouvelle  valeur  de  la  racine,  plus  appro- 
chée, et  dans  le  même  sens,  que  celle  dont  on  sera  parii. 
Telles  sont  les  circonstances  les  plus  ordinaires  dans 
lesquelles  on  emploie  la  méthode  de  Newton.  Voyons 
comment  on  peut  en  étendre  Tusage. 

1**  Supposons  que  Ton  sache  qu'entre  deux  nombres 
a  et  &  se  trouvent  deux  racines  a  et  ^  de  l'équation  à 
résoudre.  II  sera  souvent  difficile,  dans  le  cas  où  a  et  ^ 
différeront  très  peu,  de  séparer  ces  racines.  Mais^  en  pa- 
reil cas,  on  pourra' sans  inconvénient  se  dispenser  de  cette 
i*echerche.  Supposons  que  les  nombres  a,  a,  |3,  &  se  suc- 
cèdent par  ordre  de  grandeurs  croissantes.  Après  avoir 
reconnu,  par  exemple,  que  /(a)eif'^(a)  ont  le  même 
signe,  il  suffira  de  constater  (^vuif^^(x)  ne  change  pas  de 
signe,  lorsque  x  varie  de  a  à  a.  En  eilct,  on  pourra  dès 
lors  appliquer,  en  toute  sûreté,  la  correction  de  Newton 
à  la  limite  a  (§  6)  et  approcher  autant  qu'on  le  voudra  de 
la  racine  a,  en  se  rendant  compte  du  degré  d'approxima- 
tion obtenu,  à  l'aide  des  formules  (9)  et  (10).  Il  pourra 
même  arriver  fréquemment  que,  pour  des  raisons  ana- 
logues à  celles  que  nous  venons  d'indiquer,  la  méthode 
de  Newton  soit  en  même  temps  applicable  à  la  seconde 
limite  6,  et  permette  de  calculer  la  racine  ^  par  ap- 
proximations successives. 

2^  Il  n'est  pas  nécessaire  que  la  racine,  pour  laquelle 
on  applique  la  méthode  de  Newton,  soit  simple  :  elle 
peut  être  double,  triple,  et  généralement  d'un  ordre  de 
multiplicité  quelconque,  pourvu  que  les  conditions  énon- 
cées plus  haut  (§6)  soient  remplies  relativement  à  la 
valeur  approchée  de  cette  racine,  qui  sert  de  point  de 
départ  dans  le  calcul.  11  arrivera  même  souvent,  lors- 
qu'une pareille  racine  sera  séparée,  que  l'on  pourra  ap- 
pliquer la  correction  de  Newton  à  chacune  des  deux  li- 
mites. 
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10.  En  un  mot,  étant  donnée  une  équationy(a:)  =  o, 
pour  appliquer  utilement  et  sûrement  la  méthode  d'ap- 
proximation de  Newton  au  calcul  d'une  de  ses  racines, 
que  Ton  sait  être  comprise  entre  deux  nombres  a  et  6, 
non  seulement  il  sera  toujours  inutile,  contrairement  à 
ce  qui  est  encore  prescrit  par  quelques  auteurs,  de  con- 
stater préalablement  que/^(j:)  ne  change  pas  de  signe 
dans  rintervalle;  mais,  toutes  les  fois  que  Ton  pourra 
s'assurer  que  les  conditions  énoncées  plus  haut  (§  6) 
sont  remplies  pour  l'une  des  limites  «  et  A,  il  sera  ab- 
solument indi fièrent  que  la  racine  cherchée  soit  simple 
ou  multiple,  que  l'intervalle  (a,  b)  contienne  une  ou 
plusieurs  autres  racines,  enfin  que  la  dérivée  seconde 
s'annule  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  x  comprises 
entre  la  racine  cherchée  et  celle  des  deux  limites  k  la- 
quelle on  n'applique  pas  la  correction  de  Newton.  Cette 
correction,  appliquée  à  Tautre  limite,  donnera,  avec 
l'approximation  que  l'on  voudra,  celle  des  racines,  con- 
tenues dans  l'intervalle  (a,  i),  qui  diffère  le  moins  de 
cette  limite. 

Il  ne  faut  pas  se  dissimuler  toulefois  que  l'emploi  de 
la  méthode  de  Newton,  dans  les  conditions  que  nous 
avons  fait  connaître  (§  6)^  pourra,  dans  certains  cas, 
rencontrer  une  difûculté  sérieuse,  provenant  de  la  néces- 
sité de  s'assurer  que  f"{x)  ne  change  pas  de  signe,  pour 
les  valeurs  comprises  entre  la  racine  que  Ton  ne  connaît 
pas  et  la  valeur  approchée  de  celte  racine,  qui  doit  ser- 
vir de  point  de  départ  au  calcul.  Nous  allons  montrer^ 
sur  quelques  exemples,  comment  on  pourra,  dans  bien 
des  cas,  résoudre  la  difficulté  que  nous  venons  de  signaler. 

11.  Premier  exemple,  —  Lorsqu'une  équation  algé- 
brique entière  a  toutes  ses  racines  réelles,  on  peut  ap- 
pliquer en  toute  sûreté  la  correction  de  Newton  à  une 
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limite  supérieure  des  racines,  pour  calculer  la  plus 
grande  de  ces  racines  (*),  Les  approximations  pourront 
d'ailleurs  converger  aussi  rapidement  que  Fou  voudra, 
puisque  Ton  peut  dans  ce  cas,  comme  chacun  sait,  dé- 
terminer, d'après  une  règle  due  à  Newton,  une  limite 
supérieure  des  racines,  diiféraut,  aussi  peu  qu'on  le  veut, 
de  la  plus  grande  d'entre  elles. 

Lorsqu'une  équation  algébrique  entière  a  toutes  ses 
racines  réelles,  on  peut  également  appliquer,  avec  un 
avantage  certain,  la  méthode  d'approximation  de  Nevfrton 
au  calcul  de  la  plus  petite  racine,  en  partant  d'une  li- 
mite inférieure  des  racines  (*  ). 

12.  Second  exemple,  —  Soit 

(II)  /{x)  =  o, 

une    équation    algébrique    entière,    dont    le   premier 
membre,  supposé  ordonné,  est  de  la  forme 

/(a:)=<p(ar)  — iKar); 

cD(jr)  et   ^{x)  désignent  des  polynômes  entiers,  dont 
tous  les  termes  sont  positifs. 

L'équation  (i  i),  ainsi  écrite,  ne  présentant  qu'une  va- 
riation, n'admet  qu'une  racine  positive.  Soit  a  cette  ra- 
cine. Lorsque  x  croit  à  partir  de  a,  la  fonction  /^(x) 
est  constamment  croissante,  et  sa  dérivée 

est  par  suite  constamment  positive.Commed'ailleurscette 
dérivée  ordonnée  ne  présente  qu'une  variation,  elle  ne 


(')On  trouvera  la  démonstration  de  cette  question  de  Laguerre 
dans  les  Leçons  d'Algèbre  de  M.  Amigucs,  p.  5i5. 
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peut  s'annuler  pour  plus  d'une  valeur  positive  a'  (')<Ic 
x^  qui  est  nécessairement  inférieure  à  a. 
Un  raisonnement  identique  montre  que 

ne  peut  s'annuler  pour  plus  d'une  valeur  positive  a''(  *  ) 
de  x^  qui  est  inférieure  à  a',  et  à  plus  forte  raison  à  a. 

On  conclut  de  là  que  les  conditions  strictement  néces- 
saires et  suffisantes,  pour  l'application  de  la  méthode  de 
Newton  (§6),  se  trouveront  remplies  pour  tout  nombre 
supérieur  à  la  plus  grande  racine  de  l'équation  (i  i),  et 
si  cenombre  ne  diffère  pas  trop  de  cette  racine,  on  pourra, 
en  le  prenant  comme  premier  terme  d'une  série  d'ap- 
proximations successives,  s'approcher  rapidement,  et 
aussi  près  qu'on  le  voudra,  de  la  racine  cherchée. 

Cet  exemple  d'un  cas,  qui  se  présente  souvent  dans 
la  pratique,  nous  parait  très  propre  à  montrer  l'intérêt 
qui  s'attache  à  laisser  à  la  méthode  d'approximation  de 
Newton  la  plus  grande  portée  possible.  Dans  bien  des  cas, 
en  effet,  a'  et  a",  tout  en  étant  inférieurs  à  a,  pourront 
en  différer  tellement  peu  qu'il  serait  extrêuiement  diffi- 
cile, pour  ne  pas  dire  impossible,  de  trouver  une  limite 
inférieure  de  la  racine  cherchée  a  qui  fût  supérieure  à 
a".  Or  en  s'assujettissant  en  pareil  cas  à  la  règle  de  Fou- 
rier,  on  se  priverait,  souvent  bien  à  tort,  de  l'approxi- 
mation que  donne  alors  avec  certitude  la  méthode  de 
Newton.  La  même  observation  s'applique  à  l'exemple 
suivant. 

13.  Troisième  exemple,  —  Soit  à  résoudre  l'équa- 


(')  Celte  racine  positive  at*  existe,  si  '|'(a:)  ne  se  réduit  pas  iden- 
tiquement à  zéro.  Une  observation  analogue  s'applique  plus  loin  ^  a*. 
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lion 

a,  ^  et  k  étant  des  nombres  positifs. 
Posons 

On  en  déduit 

/"(x)—.  aîeax__  A-p2e-px. 

L'équation  (la)  a  une  racine  réelle  et  une  seule.  En 
effet  y^( — oo)  est  négatif, /(-f- x)  est  positif,  cl,y'(a:) 
étant  conslainnicnt  positif,  J{^-)  croît  constamment, 
quand  x  varie  de  —  od  à  -|-  oc. 

L'équation 

(i3)  a2e2t-^--/t32e-?'»^  =  o, 

étant  de  même  forme  que  l'équation  (12),  a  comme  elle 
une  racine  réelle  et  une  seule.  Or  il  peut  arriver  que 
les  racines  des  équations  (12)  et  (i3)  diffèrent  très 
peu.  On  pourrait  même  choisir  a  et  p,  de  manière 
que  ces  deux  racines  diffèrent  aussi  peu  qu'on  Je  vou- 
drait :  la  racine  de  Téquation  (i3)  se  rapproche  en 
effet  indéGnîment  de  celle  de  Téquation  (12),  lorsque 

Je  rapport  ^  tend  vers  Tunité.  Usera  donc  impraticable, 

dans  bien  des  cas,  de  trouver  deux  nombres  qui  com- 
prennent la  racine  de  Téquation  (12)  sans  comprendre 
celledel'équatîon  (i3)  ;  et  cependant,  contrairement  à  la 
stricte  interprétation  de  la  règle  de  Fourier,  il  sera 
possible  de  faire  subir  la  correction  de  Newton  à  Tun  de 
ces  nombres,  et  il  sera  toujours  facile,  comme  on  va  le 
voir,  de  reconnaître  celui  de  ces  nombres  auquel  il  con- 
viendra de  l'appliquer. 
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Soient  a  elb'^  a  deux  nombres  comprenant  la  racine 
p  de  l'équation  (i2)et'la  racine  ^  de  l'équation  (i3),  de 
telle  sorte  que  Ton  ait 

/(a)<o,        /'(aXo,        /(6)>o,        f'(b)>o. 

De  l'identité 

tirons  la  valeur  de  e~?P  et  portons-la  dans /'"'(/;).  On  ob- 
tient 

Dans  le  cas  où  a  est  inférieur  à  p,  f^\p)  est  négatif, 
q  est  par  suite  compris  entre  p  et  i,  et  la  correction  de 
Newlon  s'applique  à  la  limite  a. 

On  voit  de  même  que,  quand  a  est  supérieur  à  p,  la  mé- 
thode de  Newton  est  applicable  à  la  limite  b, 

14.   Quatrième  exemple.  —  Considérons  l'équation 

(i4)  a^-f- sina?-h  langa:  =  o, 

qui  a  une  racine  nulle ^  et  dont  toutes  les  autres  sont 
deux  a  deux  égales  et  de  signes  contraires.  Occu]K)ds- 
nous  exclusivement  des  racines  positives  et  posons 

f{x)  ^^  X  -r-  siïix  H-  tangr. 
On  déduit  de  là 

f'ix)  —  I  -h  COSX  H T—t 

La  première  dérivée /'(x)  est  toujours  positive,  car 

I  H ^  étant  toujours  supérieur  à  l'unité  est,  à  plus 

forte  raison,  supérieur  en  valeur  absolue  à  cosjr.  La  fonc- 
tion/(.r)  est  par  suite  constamment  croissante.  D*ail- 
leurs,  en  désignant  par  h  un  entier  quelconque  el  par 
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7^  un  nombre  positif  sudisamment  petit,  on  voit  que, 

pour  x=i  (a  A  —  i)  — h  r^^  f(x)  aura  le  signe  de  tango: 

et  sera  négatif,  tandis  que  pour  x  =  ('ih^-  i) t^, 

y(x),  ayant  encore  le  signe  de  tango:,  sera  positif.  On 
conclut  de  là  que  Téquation  (i 4)  a  une  racine  réelle 
et  une  seule  dans   chacun  des  intervalles  limités  par 

(ah  —  i)  -  et  (a/t4-  i)  ->  que  Ton  obtient  en  rempla- 
çant successivement  h  par  tous  les  nombres  entiers  po- 
sitifs. 

On  voit  de  plus  que  la  racine  a,  correspondant  à  une 
valeur  déterminée  et  positive  de  h^  est  comprise  entre 

(aA  —  i)  -  et  HtZj  cary(/i7r)  est  égal  à  Ait  et  par  consé- 
quent positif,  alors  quey(.r),  pour  x=^{ih — i)  — h  "A, 

est  négatif.   . 

D'autre  ^diVlf"{x)  nes^annule,  dans  l'intervalle  con- 
sidéré, que  pour  x  =  Atc,  et  est  négative  comme  tangx, 

quand  x  varie  de  {ih  —  i)  — h  t^  à  Inz.  Par  conséquent 

(§  ^))  c'est  à  une  limite  inférieure  de  chacune  des  ra- 
cines cherchées  qu'il  conviendra  d'appliquer  la  correc- 
tion de  Newton.  On  voit  aisément  d'ailleurs  que  la  ra- 
cine cherchée,  pour  chaque  valeur  de  A,  diffère  peu  de 

(a A  —  i)  ;^  et  en  diffère  d'autant  moins  que  h  est  plus 

grand.  La  limite  inférieure,  à  laquelle  on  appliquera  la 
correclion  de  Newton,  devra  donc  être  prise  peu  supé- 
rieure à  (ih  —  1  ) - • 
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CONTACT  DE  DEUX  «UADRIOUES; 

PAn  M.  E.  CARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  PEcole  Polyiccliniquc  ('). 


I.  —  Conditions  de  simple  contact. 

Je  considère  deux  qiiadriques  dont  les  équations  ho- 
mogènes sont 

(i)  =  Aa:«^-A'j'«-t-A'-3»-f-';iB>^5-hîB'5x-+-aB"iry 

-T-'xCxt-^iCyt-^-iG'zt-^  Df«, 

Qr=o{x,y,z,t) 
{-x)      \      —  rkx^ -h  a'y* -h  a'^î -f-  x ^yz  -h  'A ^' zx  -4-  a ^' xy 

-h  ').  ^(X  t  -4-  7.  Y  y  t  -r-'lY^^-^^f^' 

Pour  qu'elles  soient  tangentes  au  point  (r,  y^  c,  /),  il 
faut  et  il  suffit  que  ce  point  appartienne  aux  deux  surfaces 
et  qu'en  ce  point  les  plans  tangents  coïncident,  c'est- 
à-dire  que  les  variables  x,/,  s,  t  satisfassent  aux  équa- 
tions (i),  (2)  et  aux  équations 

(3)  ^  =  4  =  4  =  4=-x. 

?x         ?y        ?=        ?r 

Je  puis  supprimer  l'équation  (i)  qui  est  une  conséquence 
des  équations  (2)  et  (3)  et  chasser  les  dénominateurs 
des  équations  (3).  Ainsi,  pour  que  les  quadriques  soient 
tangentes  en  un  point,  il  faut  et  il  sufGt  que,  pour  une 
valeur  convenable  de  X,  les  coordonnées  de  ce  point  sa- 


(*)  La  mclhodc  suivie  est  inspirée  par  la  1res  inléressante  discus- 
sion de  rinlcrscclion  des  coniques  par  M.  Darboux. 


(  -^87  ) 
tisfassent  aux  équations 

(a)  ?(^»  V,  -,  0==o. 

(3)  '^  -  '• 

f    /'/  -^  >*?'/  ==  <»• 

Les  équations  (3)  sont  linéaires  homogènes  en  .r,  j, 
c,  f.  Pour  qu'elles  admettent  une  solution  unique  pour 
les  rapports  de  ces  variables,  il  faut  que  \  soit  racine  de 
Tcquation 

.,.,        A-haX     B'-hS'X     îV-hB'X     C-hyX 

(4)  o-A(Â)=  "^  =0, 


et  que  les  déterminants  mineurs  de  A  ne  soient  pas  tous 
nuls.  Dès  lors,  des  équations  (3)  on  tire  pour  a:,  j',  5,  t 
des  valeurs  proportionnelles  à  ces  déterminants  mineurs, 

savoir 

X        y        z        t 


(î) 


a 

b"        b'        c  ' 

X 

b''~ 

a'        b       c'  ' 

X 

b' 

b  "  a~  c'" 

X 

c 

y        z         t 
c'  ""  ^  "  3' 

d'où  l'on  déduit)  en  multipliant  les  quatre  lignes  respec- 
tivement par  j:,  r^  ^5  ^> 

x^  __  y^  _  -3*  _  yz  __  ^J"  _  3ry  _  ^'  _  .^'  __  "^'  «>  ^' 
Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (î>.),  il  vient 

(6)    I  ,   ,  ,   ^       ^  f/A 
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Ainsi,  pourvue  les  deux  qiiadriques  soient  tangentes, 
il  faut  que  V équation  (4)  o.it  une  racine  double;  on 
portera  cette  racine  dans  les  équations  (3),  d'où  Von 
tirera  les  coordonnées  du  point  de  contacta 

Interprétation  géométrique,  —  Les  équations  (3) 
déterminent  le  sommet  du  cône  dont  l'équation  est 

(7)  /H-Xcp=o, 

et  qui  par  suite  passe  par  T intersection  des  quadriques^et 
(p.  Il  y  a  quatre  solutions  fournies  par  l'équation  (4)-  Le 
point  de  contact  est  forcément  l'un  de  ces  sommets; 
mais,  à  cause  de  l'équation  (5),  il  faut  de  plus  que  ce 
sommet  soit  celui  de  deux  cônes  confondus.  Comme  le 
système  (3),  (5)  est  équivalent  au  système  (3),  (2),  il 
revient  au  même  de  dire  que  ce  sommet  est  sur  la  sur- 
face o  \  il  est  dès  lors  sur  la  surface  f  et,  par  suite^  sur 
l'intersection  des  deux  quadrîques. 

Ces  résultats  sont  assez  évidents  a  priori  :  en  effet,  le 
point  de  contact  est  un  point  double  de  Tintersection  ; 
si  Ton  prend  ce  point  pour  sommet  d'un  cône  ayant  pour 
directrice  l'intersection,  ce  cône  sera  du  second  degré. 

Ces  considérations  géométriques  ont  l'avantage  de 
rendre  intuitifs  certains  résultats  de  la  discussion  sui- 
vante, 

IL   —  Conditions  de  double  contact. 

Les  équations  (2)  et  (3)  doivent  admettre  deux  solu- 
tions pour  les  rapports  des  variables  x,  y,  r:,  t.  Deux  cas 
peuvent  se  présenter,  suivant  que  ces  solutions  répondent 
à  deux  valeurs  différentes  ou  à  la  même  valeur  de  X. 

Premier  cas,  —  Soient  S  et  S|  les  sommets  des  deux 
cônes  répondant  aux  racines  doubles  X  et  \\  de  l'équa- 
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lion  A  (a)  =  o.  Je  dis  que  SS|  est  une  génératrice  com- 
mune aux  deux  surfaces  f  et  <p.  En  effet,  S|  est  sur  les 
surfacesyet  cp  et  par  suite  sur  le  cône  S;  SS|  est  donc 
une  génératrice  de  ce  cône  ;  c'est  de  même  une  génératrice 
du  cône  S| .  Ainsi,  un  point  quelconque  de  cette  généra- 
trice satisfait  aux  équations  des  deux  cônes 

et  par  suite  aux  équations  des  deux  quadriqucs 

/=o,        0  =  0. 

La  droite  SSj  est  donc  une  génératrice  commune 
aux  deux  quadriqucs  f  et  cp.  c.   q.   f.   d. 

Deuxième  cas,  —  Les  deux  solutions  communes  à  (2  ) 
et  (3)  répondent  à  la  même  valeur  de  X.  Je  dis  que  les 
deux  quadriques  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes.  En  effet,  comme  les  équations  (3)  sont  du  pre- 
mier degré  et  admettent  plus  d'une  solution,  il  faut  que 
les  déterminants  mineurs  de  A  soient  nuls,  c'est-à-dire 
que  le  cône/^-f-  X'^  =  o  se  réduise  à  un  système  de  deux 
plans  PQ.  En  d*autres  termes,  les  deux  quadriquosyet  © 
se  coupent  suivant  deux  courbes  planes.        c.  q.  f.  d. 

Remarquons  que  les  points  où  la  droite  d'intersection 
(P,  Q)  des  deux  plans  coupe  la  quadrique  cp  donneront 
les  solutions  du  système  (>.),  (3). 

11  est  clair  que,  dans  le  cas  actuel,  cette  droite  (P,  Q) 
ne  saurait  être  sur  la  surface  cp,  car  les  équations  (2)  et 
(3)  auraient  une  infinité  de  solutions  [tous  les  points 
dt;  la  droite  (P,  Q)].  Les  deux  plans  ne  peuvent  pas  non 
plusse  réduire  «î  un  plan  double  P^,  car  les  équations 
(  2),  (  3)  auraient  une  infinité  de  solutions  (tous  les  points 
communs  h  P  et  à  cp).  Il  y  aurait  une  infinité  de  points 
de  contact,  et  non  pas  deux. 
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III.  —  Conditions  de  triple  cohtact. 

On  ne  peut  pas  supposer  que  les  trois  points  de  contact 
répondent  à  trois  valeurs  différentes  de  X,  car  l'équation 
(4)^  qui  est  du  quatrième  degré,  ne  saurait  avoir  trois 
racines  doubles.  On  ne  peut  pas  non  plus  supposer  que 
les  trois  points  de  contact  répondent  à  une  même  valeur 
de  X;  car,  d'après  une  remarque  précédente,  il  ne  peut 
pas  y  en  avoir  plus  de  deux  sans  qu'il  y  eu  ait  une  in- 
finité. La  seule  hypothèse  possible  est  celle-ci  :  deux 
points  S  et  S' répondent  à  une  valeur  de  \  et  le  troisième 
sommet  S|  répond  à  une  autre  valeur  Xj.  Alors,  diaprés 
ce  qui  précède,  on  a 

/-4-Xp  =  P.Q. 

Les  deux  quadriques  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes;  de  plus  S|  S  et  Si  S'  sont  deux  génératrices  com- 
munes aux  deux  surfaces.  L'intersection  se  compose  de 
ce  couple  de  génératrices  et  d'une  deuxième  cour^be 
plane  passant  par  S  e/  S'. 

IV.   —  Conditions  de  quadruple  contact. 

La  seule  hypothèse  possible  est  celle-ci  :  deux  points 
S  et  S' répondent  à  une  valeur  X  et  les  deux  autres  S|  et  S', 
à  une  autre  valeur  X| .  On  voit,  comme  à  l'article  III,  que 
les  deux  quadriques  ont  quatre  génératrices  communes 
SSi,  SS\  et  S' Si,  S' S',,  formant  deux  couples  de  plans 

SS|S'  J 

•  se  coupant  suivant  SS',  et  répondant  à  A, 

1  ^^  coupaiil  suivant  Si  S',,  et  répondant  à  Ai. 

bl  O    O  j      ) 
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V.  —  Contacts  en  nombre  supérieur  a  quatre. 

Il  ne  peut  pas  y  avoir  plus  de  quatre  points  de  contact 
sans  quM  y  en  ait  une  infinité  :  car  il  ne  peut  pas  y 
avoir  plus  de  deux  contacts  répondant  à  la  racine  double 
A  sans  qu'il  y  en  ail  une  infinité,  et  Téquation  (4)  ne 
peut  pas  admettre  plus  de  deux  racines  doubles  à  moins 
d'être  une  identité.  D'après  ce  qui  précède,  il  peut  y 
avoir  une  infinité  de  points  de  contact  de  trois  manières 
dilTé rentes  : 

i"  Un  des  cônes  passant  par  Tinterseclion  des  deux 
quadriques  est  un  plan  double; 

2^  Il  se  réduit  à  un  système  de  deux  plans  dont  Tiu- 
tersection  est  commune  aux  deux  quadriques  ;  ' 

3**  L'équation  en  X  est  une  identité. 

Nous  allons  examiner  successivement  ces  trois  cas. 

Premier  cas,  —  La  quadrique  cp  étant  don  née ,  la  qua- 
drique  ^^  qui  la  coupe  suivant  la  section  par  le  plan 
double  P^  et  toutes  celles  qui  passent  par  leur  intersec- 
tion sont  comprises  dans  la  formule 

On  pourra  choisir  les   variables  coordonnées  de  faron 
que  Ton  ait  P  ==  x.  Les  équations  (3)  s'écrivent  alors 

t  9;r-+-Xar  =  o, 

{  çV  =  o, 
(3')  {,. 

D'après  cela,  si  Je  désigne  par  o  le  discriminant  de  la 
fonction  »,  l'équation  (4)  devient 
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Celte  ëquation  en  X  a  une  racine  simple  finie  à  laquelle 
répond  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  pôle  du  plan  a:  =  o, 
et  une  racine  triple  inûnie  à  laquelle  répond  le  plan 
double  x^=  o. 

Deuxième  cas,  —  L*arête  du  dièdre  formé  par  le  couple 
de  plans  PQ  passant  par  l'intersection  de /et  cpest  sup- 
posée sur  la  quadriquc  p.  I/équation  de  celle-ci  est 
donc  de  la  forme 

o  =  ç>  =  PQ -I- PR  4- QS. 

Toutes  les  quadriques  passant  par  Tintersection  de  ©  et 
de  PQ  sont  comprises  dans  la  formule 

XPQ-hPR-hQS  =  o. 

Si  les  formes  linéaires  P,  Q,  R,  S  ne  sont  pas 
indépendantes,  toutes  les  quadriques  représentées  par 
cette  équation  sont  des  cônes  de  même  sommet.  J'ex- 
clus ce  cas  qui  rentre  dans  Tétude  des  coniques.  Je  pose 

alors 

p=:jr,        Q=^,        K  =  z,        S=^ 

L^équation  générale  des  quadrîc|ues  considérées 

\xy  -4-  xz  -k-yt  =  o 

donne  pour  Téqualiou  en  \ 

(4";  o  =  A  =  i. 

Celte  équation  a  une  racine  quadruple  infinie  k  laquelle 
répond,  pour  le  cône,  le  couple  de  plans  xy  =  o.  Les 
^  quadriques  sont  tangentes  le  long  de  la  génératrice 

x  =  o,       y  =  o, 
qui  est  par  suite  une  génératrice  double;  elles  ont  de 
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plus  en  commun  les  deux  génératrices 

^  =  o,       ir=^o, 

Ces  génératrices  forment  donc  T intersection  complète* 

Troisième  cas.  —  Le  premier  membre  de  réquatiou 
(4)  en  \  est  identiquement  nul.  Alors  les  deux  qua- 
driquesy  et  cp  sont  des  cônes,  car  le  premier  et  le  dernier 
coefficient  de  l'équation  sont  les  discriminants  des  deux 
formes  y  et  ©.  J'exclus,  comme  plus  haut,  le  cas  où  ces 
deux  cônes  ont  le  même  sommet. 

D'après  l'hypothèse,  à  tout  nombre  À  répond  un 
cône  dont  l'équation  est 

Si  on  substitue  les  coordonnées  de  son  sommet  dans  (f, 

on  obtient,  comme  on  a  vu,  -t?--  Cette  quantité  est  nulle, 

puisque  A  est  identiquement  nul.  Ainsi  le  sommet  de 
tout  cône  (r')  est  sur  la  quadrique  ©,  en  particulier  le 
sommet  S  du  cône  /]  de  même,  le  sommet  (t  du  cône  cp 
vl  sur  /.  Donc  Sa-  est  une  génératrice  commune  aux 
deux  cônes^et  C5.  Je  considère  maintenant  le  sommetT 
de  Tun  quelconque  des  cônes  (7').  TS  est  une  génératrice 
commune  à  ce  cône  T  et  au  cône  o.  TS  appartient  donc 
aussi  à  'j.  De  même  Ta-  est  commune  àyet  à  ç.  Si  donc 
T  est  extérieur  à  So-,  les  cônes  /  et  'f  contiennent  trois 
génératrices  formant  un  triangle  TSo-;  ils  ont  dès  lors 
un  plan  commun  TSa-etse  décomposent. 

Ainsi,  pour  qu'on  ait  affaire  à  des  cônes  proprement 
dits,  il  faut  que  T  soit  sur  So-^  et  comme,  par  hypothèse, 
il  y  a  une  inlinité  de  points  T,  il  existe  sur  la  droite  Sa-, 
et  en  dehors  des  points  S  et  a-,  des  points  où  les  deux 
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côiics  sont  langents.  Ils  sout  alors  tangents  tout  le  long 
de  la  génératrice  Sa*;  celle-ci  est  une  génératrice  double. 
Les  deux  cônes  se  coupent  suivant  cette  génératrice 
double  et  suivant  une  conique. 


SUR  LA  SOMME  DES  PlIISSAXCES  SEMBLABLES 
DES  n  PREMIERS  NOMBRES; 

Par   m.    Ernest   DUPORGQ, 

Élève  de  l'École  Monge. 


Viemes 


En  supprimant,  dans  chacune  des  (n  -+-  ly-^"»"  pre 
mières  lignes  du  triangle  de  Pascal,  le  chiffre  qui  la  ter- 
mine, puis  en  la  complétant  par  des  o,  on  obtient  le  dé- 
terminant 


o 

o 

•     •    a 

O 

o 

9. 

o 

V    a    a 

O 

o 

3 

3 

•    a     ■ 

O 

o 

•    • 

.  •  * 

a     a    • 

•  •   • 

a     •     a 

n 

a     a    • 

n 

O 

n  -i-i 


GS+}     n  -+-.  I 


dont  la  valeur  est  évidemment  w-h  i  !. 

Si  Ton  y  remplace  chaque  élément  de  la  dernière  co- 
lonne par  la  somme  des  éléments  de  la  rangée  correspon- 
dante, multipliés,  le  premier  par  i,  le  deuxième  par  or, 
le  troisième  par  x^,  . . . ,  le  /;"'"®  par  xp~*^  . . . ,  enfin  le 
dernier  par  x"f  on  a  le  déterminant 


o 

o 

u 

o 

a    a     a 

• 

n 

• 

o 
o 

t    a    I 

n 


\  -h-  'XT 


I  -h  no* -4-. .  .-f-  na"'*-* 


/i -i- 1     .      ...     CiJ+i     \'\-n-^\x-\-.,.-\-n'\-\x'* 


!  I 


1  I 
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dont  la  valeur  est  n  -|-  i!  j:".  On  peut  donc  écrire  Tîden- 
tité 


o 
n 


o 
o 


1     n-hi 


o 

J7-f-I 

o 

1               «  •  • 

•      •      V 

• 

n 

37-4-  I" 

■     G»^, 

ar-Hi»-'-* 

1 

o 

•  •  • 

o 

X 

I 

I 

• 

1 

•  •   • 

• 

•      9     • 

X^ 

1 

n 

•  •   • 

.   n 

a?» 

I 

n-f-i 

•    •  • 

cj.., 

ar/n-i 

/l-hll 


n  H-  I 


-  =37". 


En  désignant  par  f{x)  le  second  terme  du  premier 
membre,  on  a  donc  successivement 


i)-/(^) 
/(^-O 


(a:-i)«, 


/(î^)-/(i)=»'*. 


D'ailleurs 


On  a,  par  suile, 


/(i)=o. 


/(x -h  I  )  =  I«  4- 2" -f  .  .  .  4- X". 

Ainsi  la  somme  des  /ï»*"«*  puissânees  des  x  premiers 
nombres  est,donnée  par  Texpression  f,{^x  -\-  i),  qu'il 
est  jplus  avantageux  d'écrire 


J7«+(—  0" 


O 
1 


O 


o 


x'^       1         n         . . .  I     w 
x'»-^-'     I     /i -I- 1      ...     GJ^., 
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ÉTUDE  GÉONÉTRIOUE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  CONIOHES 
D APRÈS  LEUR  DÉFINITION  C); 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Construction  d'une  conique  dont  on  donne  cinq  points. 

XII.  On  donne  cinq  points  y  appartenant  aune  même 
conique,  et  V on  se  propose  (V en  construire  autant  qu* on 
voudray  ainsi  que  les  tangentes  en  ces  points.  On  se 
propose  encore  de  construire  le  centre  de  la  courbe  si 
elle  en  a  un,  de  déterminer  son  genre,  deux  diamètres 
conjugués  faisant  un  angle  donné,  les  axes,  les  som- 
mets, les  asymptotes  ;  de  lui  mener  deux  tangentes  par 
un  point  donné  de  son  plan. 

Soient  A,  B,  C^  D,  K  cinq  points  donnés  appartenant 
h  une  inèiue  eonique  et  supposés  à  distance  finie 
(Jig-  3o)-,  considérons  le  quadrilatère  inscrit  ABCD,  et 


Fi  g.  3o. 


par  le  point  E  menons  une  droite  EX  dans  une  direc- 
tion quelconque;  d'après  le  théorème  de  Desargues,  son 
second  point  commun  avec  la  conique  sera  le  point  F 
conjugué  de  Vl^  dans  l'involution  déterminée  par  les  deux 
couples  de    points  P  et  Q,  R  et  S,  où  la  sécante  ren- 


(')  Voir  nirriic  Tome,  p.  '|8t. 
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contre  les  couples  de  côtés  opposés  du  quadrilatère  in- 
scrit, à  savoir  DC  et  AB,  BC  et  AD;  on  le  construira  en 
faisapi  passer  deux  cercles,  le  premier  par  les  points  P 
et  Q,  le  second  par  les  points  R  et  S,  et  enfin  un  troi- 
sième cercle  passant  par  E  et  ayant  avec  les  précédents 
même  axe  radical;  le  troisième  cercle  passera  par  le 
point  F  qu'il  déterminera. 

Si  nous  voulons  actuellement  construire  la  tangente 
en  un  de  ces  points,  soit  A,  nous  pouvons  considérer  le 
triangle  ADG  et  la  tangente  en  A  comme  constituant 
un  quadrilatère  inscrit  dont  les  côtés  opposés  sont  AD 
et  AC,  DC  et  la  tangente  AQi  en  A.  Traçons  la 
droite  indéfinie  EB,  qui  rencontre  la  courbe  en  E  et  B  : 
elle  rencontrera  la  tangente  en  A  au  point  Qi  conjugué 
de  P|,  dans  l'involution  déterminée  par  les  points  E 
et  B,  où  elle  coupe  la  courbe,  et  les  points  R|  et  S|,  où 
elle  coupe  les  deux  autres  côtés  opposés  du  quadrilatère 
(théorème  de  Desargues)',  on  pourra  donc  construire 
le  point  Qi  et,  en  conséquence,  la  tangente  AQj  en  A. 

Les  mêmes  questions  peuvent  être  résolues  au  moyen 

du  THÉORÈME  DE  PaSCAL. 

Soient,  en  effet,  A,  B,  C,  D,  E  cinq  points  apparte- 
nant à  une  conique  (/?g^.  3i):  unissons-les  successive- 


\  K 


nient  par  des  lignes  droites,  et  menons,  par  le  point  E. 
la  droite  EX  indéfinie  dont  nous  voulons  trouver  le 
second  point  commun  F  avec  la  courbe.  ABCDEF  est 
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un  hexagone  inscrit  dans  la  conique,  les  points  P  et  Q 
où  se  coupent  les  couples  de  côtés  opposés  AB  et  DE, 
BC  et  EFX,  appartiennent  h  la  droite  de  Pascal. et  la 
déterminent*,  le  point  R,  où  elle  est  rencontrée  par  DC, 
appartient  aussi  au  côté  FA;  donc,  si  Ton  unit  RA, 
cette  droite  va  rencontrer  EX  au  point  F  cherché. 

Supposons  actuellement  qu'on  veuille  construire  la 
tangente  en  uù  des  points  donnés,  A  {Jig»  32)-,  considé- 
rons la  Cgure  ABCDE  jointe  à  la  tangente  en  A  comme 


un  hexagone  inscrit,  DC  étant  opposé  à  la  tangente 
en  A.  Les  points  Pet  Q  où  se  rencontrent  les  couples 
de  côtés  opposés  AB  et  DE,  AE  et  BC,  déterminent  la 
droite  de  Pascal  qui  va  concourir  avec  le  côté  DC  au 
même  point  R  que  la  tangente  en  A  ;  le  point  R  où  se 
coupent  PQ  et  DC  étant  connu,  en  Punissant  au  point 
A,  on  a  la  tangente  cherchée. 

Quel  que  soit  le  mode  de  construction  adopté,  ou 
pourra  toujours,  A,  B,  C,  D,  E  étant  les  cinq  points 
donnés  {fig^  33),  construire  les  tangentes  en  trois  de  ces 
points,  A,  B,  C;  soient  P  et  Q  les  points  où  se  rencon- 
trent ces  tangentes  en  A  et  B,  B  et  C,  respectivement. 

D'après  le  raisonnement  fait  pour  établir  une  des 
propositions  du  n**  IV,  Chap.  II,  PM  qui  unît  le  point  P 
où  se  coupent  deux  tangentes  au  milieu  M  de  la  corde 
des  contacts  AB  est  le  diamètre  de  la  courbe  conjuguée 
de  la  direction  AB;  PM  va  donc  passer  par  le  centre, 
et  il  en  est  de  même  de  QN,  N  étant  le  milieu  de  BC. 
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Si  les  deux  droites  PM,  QN  sonl  parallèles  la  courbe 
sera  une  parabole;  dans  le  cas  contraire,  leur  point 
commun  O  définira  le  centre  de  la  courbe,  et  en  me- 
nant par  le  point  O,  0P«  parallèle  à  AB,  et  OQi  paral- 
lèle à  BC,  on  aura  deux  systèmes  de  diamètres  conju- 


Fig.  33. 


gués,  en  direction  ;  ces  deux  couples  de  rayons  associés 
déterminent  Tinvolution  du  système  des  diamètres  con- 
jugués dont  on  cherchera  les  rayons  doubles. 

Si  les  rayons  doubles  sont  réels,  la  courbe  sera  une 
hyperbole  dont  ces  rayons  seront  les  asymptotes;  on 
pourra  alors  construire  deux  diamètres  conjugués  faisant 
un  angle  donné  et  en  conséquence  les  axes,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  au  n**  XIV,  Chap.  I  ;  quant  aux  sommets,  ce 
sont  les  intersections  de  la  courbe  et  de  Tun  des  axes 
qu'on  peut  construire  d'après  le  n°*  XV,  Chap.  I. 

Si  les  rayons  doubles  n'existent  pas,  la  courbe  est  une 
ellipse^  on  pourra  construire  les  directions  des  axes, 
ou  de  deux  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  donné, 
en  conséquence  des  n®'  V  et  VI,  Chap.  I. 

Connaissant  le  centre,  deux  diamètres  conjugués  en 
direction,  un  point  de  la  courbe,  ainsi  que  la  tangente 
en  ce  point,  on  peut  déterminer  les  longueurs  de  ces 
diamètres  au  moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Soient  OX,  OY  deux  diamètres  conjugués,  M  un 
point  de  la  courbe,  et  MS  la  tangente  en  M  rencontrant 
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OX  eu  S  {fig'  34);  si  nous  menons  MI  parallèle  h  OY, 
que  nous  la  prolongions  de  la  longueur  IMf  égale  à  IM, 
et  que  nous  tracions  la  droite  M^S,  cette  droite  sera  la 
tangeute  à  la  courbe  en  M|,  et  S  sera  le  pôle  de  MM| 
par  rapport  n  la  conique.  Dès  lors,  si  A  et  A'  sont  les 
extrémités  du  diamètre  dirigé  suivant  OX,  les  quatre 
points  A.  A',  S,  I  forment  une  division  harmonique;  il 


en  résulte  que  :  OA  =  OA'  =  01  X  OS  \  on  aura  donc 
les  points  A  et  A'  en  construisant  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  01  et  OS. 

Supposons  actuellement  qu'on  veuille  mener  deux 
tangentes  h  la  conique  dont  ou  donne  cinq  points,  A, 
B,  C,  D,  E,  par  un  point  S  de  son  plan   {fig-  35). 


Fig.  35. 


Nous  construirons  les  droites  SA,  SB,  et  nous  détermi- 
nerons leurs  seconds  points  communs  A',  B',  avec  la 
courbe;  puis  nous  construirons  les  points  I  et  Kconju- 
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gués  harmoniques  de  S  par  rapport  à  A  et  A',  B  et  B', 
respectivement;  la  droite  IK  sera  la  polaire  de  S  par 
rapport  à  la  conique  et  la  coupera  aux  points  de  contact 
des  tangentes  cherchées.  On  déterminera  ces  points 
d'après  la  construction  déduite  du  théorème  établi  au 
u^  \I,  Chap.  II,  et  la  question  sera  résolue. 

Nous  avons  supposé  les  cinq  points  situés  à  distance 
finie  ^  examinons  les  cas  particuliers  où  un  ou  deux  de 
ces  points  passent  à  TinCni  dans  des  directions  don- 
nées : 

I**  Un  seul  des  points,  soitE^  passe  à  V infini  dans 
la  direction  XY  {fig*  36). 

Fis.  36. 


Desargues.  — Si  nous  considérons  le  quadrilatère  in- 
scrit ABCD,  le  point  conjugué  de  E,  qu'on  peut  considérer 
comme  situé  A  Tinfini  sur  XY,  dans  l'involution  déter- 
minée par  les  couples  de  points  P  et  Q,  R  et  S,  où  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère  rencontrent  XY,  est  le 
point  central  w  de  cette  involution;  on  peut  déter- 
miner (o  et  Ton  rentre  dans  la  première  hypothèse. 

Pascal.  —  Supposons  les  cinq  points  donnés  ;  A,  B, 
C,D,  E5  E  à  l'infini  s\x.vlfï' {fig.  37).  Menons  arbitrai- 
rement AR  par  le  point  A,  et  proposons-nous  de  con- 
struire son  second  point  commun  avec  la  courbe,  soit  F. 
Dans  riiexagone  inscrit  ABCDEF,  les  couples  de  côtés 
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opposés  ABel  DE  (ouDY<),  AR  et  DC,  délermînenl 
]a  droite  de  Pascal,  par  leurs  points  communs  P  et  R; 
Tintersection  de  PR  avec  BC  donne  le  point  Q  ;  le  point  F 
est  déterminé  par  Tintersection  deXY  (ou  EF),  menée 
par  Q  parallèle  à  DY,  avec  AR.  Comme  dans  la  con- 

Fig.  37. 
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struction  précédente,  on  rentre  dans  la  première  livpo- 
thèse.  Dans  ce  cas,  la  courbe  peut  être  une  parabole  ou 
une  liyperboïe. 

2®  Deux  des  points  passent  à  V infini  dans  des  di- 
rections différentes  BX,  CY  {fig.  38). 

Desargues.  —  Soient  A,  B,  C,  D,  E  les  cinq  points 
donnés,  DetE  étant  si  tués  à  Tinfini  dans  les  directions  BX, 
CY  respectivement  {fig^    38).  Considérons  le  quadri- 

Fig.  38. 
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latère  inscrit  dont  les  côtés  sont  BC,  BX,  CY,  et  la 
droite  DE  située  à  Tinfini.  Menons  par  le  point  A  une 
sécante  quelconque  AZ  :  son  second  point  commun  avec 
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la  courbe  sera  conjugué  de  A  dans  rinvolaiion  déter- 
minée par  Jes  point»  P  et  Q  et  dont  R  est  le  centre, 
puisque  son  conjugué  S  est  h  l'infini  sur  DE. 

Ce  second  point  est  facile  à  déterminer  et  situé  à 
distance  finie;  en  menant  une  seconde  sécante  dans  une 
direction  ditlerente,  on  déterminera  un  cinquième  point 
à  distance  finie  et  l'on  rentrera  dans  la  première  hypo- 
thèse.  ^ 

Pascal.  —  Soient  les  cinq  points  donnés  A,  B,  C,  D, 
E  ;  D  et  E  à  Tinfini  dans  les  directions  BX,  CY  (Jlg^-  Sg); 
menons  arbitrairement  AR  par  le  point  A,  et  construi- 
sons son  second  point  commun,  F,  avec  la  courbe.  Dans 

Fig.  39. 


l'hexagone  inscrit  A BCDEF,  les  côtés  opposés  AB  etDE, 
qui  est  à  TinGni,  se  coupent  au  point  P  situé  à  l'infini 
sur  AB;  les  côtés  opposés  AR  et  DC  (ou  CX|,  menée 
par  C  parallèle  à  BX),  se  coupent  en  R;  la  droite  de 
Pascal  sera  donc  la  parallèle  à  AH  menée  par  le  point  R 
qui  est  connu.  L'intersection,  Q,  de  cette  droite  avec  BC 
est  un  point  de  EF;  menant  par  ce  point,  Q,  une  paral- 
lèle à  CY,  soit  QY<,  Tintersection  de  cette  droite  avec 
AR  fait  connaître  le  point  F.  On  aura  ainsi  déterminé  un 
quatrième  point  F  à  distance  finie;  on  en  construira  un 
cinquième  d'une  manière  analogue,  et  l'on  rentrera  dans 
la  première  hypothèse. 
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La  courbe  ne  peut,  dans  ce  cas,  être  qu'une  hyperbole. 
3°  Deux  points  passent  à  l'injini  dans  une  même 
direction  donnée. 

Des  ARGUES.  —  Soient  A,  B,  G  les  trois  points  à  dis- 
lance finie,  D  et  E  à  Tinfini  dans  les  directions  CXf, 
BX,  qui  sont  parallèles  {fig^  é^o). 


Considérons  le  quadrilatère  inscrit  BCDE,  et  menons 
par  le  point  A  une  transversale  quelconque  AZ-,  son 
second  point  de  rencontre  avec  la  courbe  sera  le  conju- 
gué de  A,  dans  Tinvolution  déterminée  par  le  couple  de 
points  P,  Q,  et  le  point  R  qui  en  est  le  centre,  puisque 
son  conjugué  est  à  l'infini  sur  DE.  On  pourra  facilement 
construire  ce  point  situé  à  distance  finie,  et  en  con- 
struire de  même  un  cinquième  ;  on  rentrera  ainsi  dans 
la  première  hypothèse.  Dans  ce  cas,  la  conique  ne  peut 
être  qu'une  parabole. 

Pascal.  —  Supposons  les  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  A, 
où  F  est  inconnu,  D  et  E  à  l'infini  dans  les  directious 
ex,  FX|,  qui  sont  parallèles  (jÇg^.  40>  ^"'^  deux  à 
deux  par  des  droites  dans  Tordre  où  ils  sont  écrits.  Me- 
nous  par  A  la  droite  AF  dans  une  direction  arbitraire  et 
cherchons  son  second  point  de  rencontre  F  avec  la 
courbe  \  les  côtés  opposés  AF,  CD  se  coupent  en  P  \  les 
côtés  opposés  consécutifs  AB,  DE  se  coupent  à  l'infini 
sur  AB;  la  droite  de  Pascal  est  donc  la  parallèle  PQ  à 
AB  menée  par  le  point  P,  ce  qui  permet  de  la  con- 
struire; les  côtés  opposés  BC,  FE  vont  concourir  sur 
PQ  en  R,  déterminé  par  la  rencontre  de  PQ  avec  BC. 
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Menons  par  R  la  parallèle  RX,  à  CX;  son  intersection 
avec  AP  détermine  le  point  F.  On  trouverait,  en  me- 

Fig.  4i. 


nant  par  A  une  droite  dans  une  direction  différente,  un 
cinquième  point,  situé  comme  F  à  distance  finie,  et  Ton 
rentrerait  dans  la  première  hypothèse. 

CoNsÉQiTp^NCEs  IMPORTANTES.  —  i**Quand  on  connaît 
cinq  points  d'une  conique,  tous  les  autrt;s  points  peu- 
vent être  construits  au  moven  de  l'un  des  théorèmes  de 
Desargues  ou  de  Pascal.  Une  droite  passant  par  un  des 
points  donnés  ne  pouvant  rencontrer  la  conique  qu'en 
un  autre  point,  cette  courbe  est  absolument  déterminée 
par  cinq  de  ses  points.  En  d'autres  termes,  si  deux 
coniques  ont  cinq  points  communs,  elles  se  confondent, 

2^  Une  conique  étant  définie  par  cinq  points,  la  même 
conique  le  sera  par  quatre  de  ces  points  et  par  un 
sixième  point  fourni  par  Tun  des  théorèmes  de  Desar- 
gues ou  de  Pascal*,  ou  par  quatre  de  ces  points  et  la  tan- 
gente en  un  de  ces  points,  ou  encore  par  trois  de  ces 
points  et  les  tangentes  en  deux  de  ces  points. 

Cette  substitution  d'un  élément  pointa  un  autre  pou- 
vant être  réitérée  un  nombre  de  fois  quelconque,  il  en 
résulte  que  :  si  l'on  donne  cinq  points,  qiCon  déter- 
mine consécutisfcment  de  nouveaux  points  par  V ap- 
plication de  l'un  des  théorèmes  de  Desargues  ou  de 
Pascal^  comme  si  les  cinq  premiers  appartenaient  à 
une  conique;  si  en  plus  on  peut  trouver  une  conique 
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passant  pav  les  cinq  derniers,  distincts  ou  confondus 
par  couples,  cette  conique  passera  également  par  les 
cinq  premiers, 

XIII.  Par  cinq  points  situés  dans  un  plan,  et  tels 
qu'il  liy  en  ait  pa^  plus  de  deux  en  ligne  droite,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  conique. 

Remarquons  d^abord  que,  si  les  cinq  points  donnés  ne 
sont  pas  les  sommets  d'un  pentagone  convexe,  on  peut 
toujours  par  Tapplication,  réitérée  si  cela  est  nécessaire, 
du  théorème  de  Desargues,  trouver  cinq  points  sommets 
d*un  pentagone  convexe,  et  tels  que,  si  l'on  peut  faire 
passer  une  conique  par  ces  cinq  points,  elle  passera  par 
les  cinq  premiers. 

Si  les  cinq  points  ne  sout  pas  sommets  d^un  penta- 
gone convexe,  il  ne  peut  se  présenter. que  deux  cas  :  ou 
deux  d'entre  eux  sont  intérieurs  au  triangle  dont  les 
trois  autres  sont  les  sommets,  où  un  seul  d'entre  eux  est 
situé  à  l'intérieur  d'un  quadrilatère  convexe  dont  les 
quatre  autres  sout  sommets. 


Examinons  le  preuiier  cas.  Soient  A,  B,  C,  D,  E  les 
cinq  points  donnés  {fig.  4^)j  W  et  E  étant  h  l'intérieur 
du  triangle  dont  A,  B,  C  sout  les  trois  sommets.  La 
dix)ite  DE  ne  peut  passer  par  aucun  des  trois  sommets 
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Cl  doit,  en  conséquence,  rencontrer  le  périmètre  en  deux 
points  P  et  Q;  les  côtés  opposés  BD,  CE  du  quadrila- 
tère convexe  BDEC  vont  se  couper  en  O,  à  rintérîeur 
du  triangle.  Dès  lors  la  droite  AO  rencontre  le  côté  BC 
en  K,  situé  entre  B  et  C,  et  DE  en  I,  situé  entre  D  et  £. 
Le  point  O  est  un  des  points  doubles  de  Tinvolution  dé- 
terminée sur  AR  par  ses  points  de  rencontre  avec  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère  BDEC  ;  il  en  résulte  que  le 
centre  (o  de  cette  involution  est  extérieur  au  segment 
IK;  de  plus,  il  est  situé  entre  O  et  I,  car,  s'il  était  sur 

OA  ou  sur  son  prolongement,  wO  serait  inférieur  à 
(ol  X  <A>K,  et,  s'il  était  situé  sur  le  prolongement  de  AK, 

(oO  serait,  au  contraire,  supérieur  au  même  produit. 
Le  centre  (o  de  Tinvolution  dont  on  vient  de  parler,  étant 
situé  entre  I  et  O,  le  point  A  et  son  conjugué  F  sont  si- 
tués d'un  même  côté  de  co,  et  le  segment  dont  ils  sont 
extrémités  comprend  le  point  double  O.  Le  point  F 
étant  situé  entre  O  et  co,  le  pentagone  BDFEC  est  con- 
vexe, et  une  conique  passant  par  ses  sommets  passera 
également  par  le  point  A. 

Occupons-nous  maintenant  du  deuxième  cas.  Soient 
A,  B,  C,  D,  E  les  cinq  points  donnés,  E  étant  situé  à 
l'intérieur  du  quadrilatère  convexe  ABCD  {/ig'  43). 

Fig.  43. 


Construisons  les  diagonales  AC,  BD  :  le  point  E  tombera 
à  l'intérieur  d'un  des  triangles  AOD,  BOC,  DOC, 
AOB,  soit  du  triangle  AOD;  considérons  le  quadrilatère 
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ACDB,  et  menons  la  transversale  PEQ,  parallèle  à  AD, 
rencontrant  les  couples  de  côtés  opposés  AB  et  CD,  AC 
et  BD,  en  P  et  Q,  R  et  S,  respectivement.  Le  segment 
RS  étant  intérieur  au  segment  PQ,  dans  Tinvolution  que 
déterminent  les  extrémités  de  ces  segments,  la  puissance 
de  cette  iuvolution  est  positive,  et,  comme  le  point  E  est 
intérieur  au  segment  RS,  il  en  est  de  mèoie  de  son  con- 
jugué. Dès  lors,  les  cinq  points  A,  B,  D,  E,  F,  qu'on 
peut  substituer  aux  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E,  rentrent 
dans  le  cas  précédent. 

Établissons  actuellement  la  proposition  suivante  :  Si 
l'onconsidère  un  pentagone  conv^exe,  et  qu'on  applique 
à  un  de  ses  sommets  la  construction  de  la  tangente 
définie  par  le  théorème  de  Desargues,  cette  droite 
laissera  les  quatre  autres  sommets  d'un  même  côté. 

Soit  le  pentagone  convexe  ABGDE  (Jig>  4i)t  appli- 
quons la   construction  de  la  tangente  au   sommet   A. 

Fig.  Vi. 


Dans  ce  but,  imaginons  le  quadrilatère  ayant  pour  côtés 
opposés  AB  et  AE,  BE  et  la  tangente  inconnue  en  A; 
coupons  la  figure  par  la  droite  DC,  rencontrant  xVB  et 
AE  en  P  et  Q,  BE  et  la  tangente  inconnue  en  A,  enR 
et  S.  Le  pentagone  étant  convexe,  les  points  P  et  Qsonl 
extérieurs  au  segment  DC,  d'un  môme  côté  ou  de  part  et 
d'autre;  il  en  résulte  que  la  puissance  de  Tinvolution 
déterminée  par  les  deux  couples  de  points  D  et  C,  P  et 
Q,  est  positive.  Dans  le  premier  cas,  qui  est  celui  de  la 
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iîgure,  le  point  R  est  compris  entre  les  points  P  et  Q  ^ 
donc  il  en  est  de  même  de  son  conjugué  S,  et  la  tan- 
gente ne  pouvant  se  mouvoir  que  dans  l'intérieur  de 
l'angle  PAQ  laisse  les  quatre  points  B,  E,  D,  C  d^un 
même  côté;  dans  le  second  les  points  Ret  S  sont  exté- 
rieurs au  segment  PQ,  et  la  conséquence  est  la  même. 

D'après  cela,  pour  montrer  qu'on  peut  faire  passer 
une  conique  par  cinq  points  quelconques,  dont  trois  ne 
sont  pas  en  ligne  droite,  il  suffit  d'étabiir  la  proposition 
pour  cinq  points  sommets  d'un  pentagone  convexe,  et, 
d'après  la  dernière  proposition  établie,  en  construisant 
les  tangentes  en  deux  des  sommets  de  ce  pentagone  con- 
vexe, l'angle  de  ces  tangentes  qui  renferme  la  corde 
unissant  les  points  de  contact  renfermera  aussi  les  trois 
autres  sommets. 

Il  suffit  donc  de  montrer  qu'on  peut  construire  une 
conique  tangente  à  deux  droites  données  en  deux  points 
donnés  sur  ces  droites  et  passant  par  un  troisième 
point  situé  dans  l'angle  de  ces  tangentes  qui  renfeime 
le  segment  de  droite  unissant  les  points  de  contact. 

Pour  résoudre  la  question,  soient  AT,  BT  les  deux 
tangentes  données,  A  et  B  étant  les  points  de  contact, 

Fig.  45. 


C  le  troisième  point  situé  dans  l'angle  des  tangentes 
renfermant  AB  (Jig'  4^)-  Par  les  points  A  et  B,  et  dans 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  IX.  (Décembre  1890.)        Bq 
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un  plan  autre  que  le  plan  ÂBC^  faisons  passer  un  cercle 
quelconque  et  menons  en  A  et  B  les  tangentes  AT,,  BT, 
à  ce  cercle.  Le  plan  CTT,  rencontre  AB  entre  A  et  R; 
dès  lors  il  rencontre  le  cercle  en  deux  points  :  soit  M  un 
de  ces  points;  joignons  CM  par  une  ligne  droite  et  pro- 
longeons-la jusqu'à  sa  rencontre  avec  TT,  en  S.  Si 
nous  prenons  S  pour  sommet  d^un  cône  ayant  pour  di- 
rectrice le  cercle,  le  cône  sera  tangent  aux  deux  plans 
TAT|,  TBT,,  et  il  sera  coupé  par  le  plan  TAB  suivant 
une  conique  tangente  à  AT  et  BT  en  A  et  B,  et  passant 
par  le  point  C  qui  est  la  trace  de  la  génératrice  SM  sur 
le  plan  ABC  ;  cette  conicjue  répond  à  la  question.  Comme 
il  y  a  deux  points  M  sur  le  cercle,  le  même  cercle  donne 
deux  solutions. 

Construction  de  coniques  définies  par  cinq  données, 
points  ou  tangentes  réels,  situés  à  distance  finie, 
d'après  les  théorèmes  précédents. 

XIV.  Le  premier  de  ces  problèmes,  construire  une 
conique,  connaissant  cinq  de  ses  points,  a  été  résolu 
avec  détail  dans  le  numéro  qui  précède  de  deux  rangs, 
et  nous  avons  montré  dans  le  précédent  que  par  cinq 
points,  tels  qu'il  n'y  en  ait  pas  plus  de  deux  en  ligne 
droite,  on  peut  toujours  faire  passer  une  conique.  iVous 
allons  nous  occuper  actuellement  de  la  construction 
d'une  conique  dont  on  donne  cinq  autres  éléments, 
points  ou  tangentes  : 

i"  Construirai  une  conique,  connaissant  cinq  de  ses 
tangentes, 

Thkorème  corrélatif  de  crlui  de  Desarcues.  — 
Soient  AB,  BC,  CD,  DE,  EF  les  cinq  tangentes  données 
{Jig^  4^)?  considérons  les  quatre  dernières  comme  for- 
mant un  quadrilatère  circonscrit  dont  les  quatre  sommets 
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sont  C,  D,  E  et  P]  où  se  rencontrent  BC  et  El\  Prenons 
un  point  quelconque  A  sur  la  première  et  unissons-le 
par  des  lignes  droites  aux  sommets  D,  P,  C,  E  du  qua- 
drilatère*, la  seconde  tangente,  issue  du  point  A,  est  le 
rayon  conjugué  de  AB  dans  le  faisceau  en  involution 

Fig.  46. 


défini  par  les  couples  des  rayons  AC  et  AE,  AD  et  AP  ^ 
en  construisant  ce  rayon,  on  aura  une  sixième  tangente 
et  Ton  pourra  ainsi  s'en  procurer  autant  qu'on  voudra. 
Considérons  une  des  cinq  tangentes  données  EF,  et 
proposons-nous  de  trouver  son  point  de  contact,  soit  K; 
CD,  DE,  EK,  KF  peuvent  être  considérées  comme  for- 
mant un  quadrilatère  circonscrit  dont  les  sommets  sont 
D,  E,  K  et  G,  intersection  de  CD  et  FK*,  si  nous  unis- 
sons le  point  B  à  ces  sommets  par  des  lignes  droites,  BK 
sera  le  rayon  conjugué  de  BD  dans  le  faisceau  en  invo- 
lution déterminé  par  le  couple  des  rayons  BA,  BC  qui 
sont  tangents,  et  par  le  couple  BE,  BG  qui  unissent  le 
point  B  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  circon- 
scrit; on  construira  le  ravon  BK  dont  Tintersection  avec 
EF  donnera  le  point  de  contact  K. 

Brianchon.  —  Soient  AB,  BC,  CD,  DE,  EF  les  cinq 
tangentes  données  {^fig'  47))  prenons  arbitrairement  le 
point  A  sur  la  tangente  AB  ;  A,  B,  C,  D,  E  peuvent 
être  considérés  comme  cinq  sommets  d'un  liexagone 
circonscrit,  dont  F  serait  le  sixième-,    les  droites  AD, 
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BE,  qui  sont  deux  diagonales  unissant  deux  sommets 
opposés,  déterminent  le  point  O  par  leur  intersection; 
la  troisième  diagonale  passe  par  C  et  O  et  détermine  le 
sommet  F  ei  la  tangente  AF  par  sa  rencontre  avec  EF. 

Fig.  47. 


Considérons  une  tangente,  soit  AF  qu'on  vient  de 
construire,  et  cherchons  son  point  de  contact  K.  Les  six 
points  A,  B,  H,  E,  F,  et  K,  qui  est  inconnu,  peuvent  être 
pris  pour  six  sommets  d'un  hexagone  circonscrit;  con- 
struisons les  diagonales  ÂE,  BF  unissant  deux  sommets 
opposés,  leur  intersection  détermine  le  point  w;  la  troi- 
sième diagonale  passe  par  H  et  co  et  va  couper  AF  au 
point  cherché  K. 

Uune  des  cinq  tangentes  est  donnée  à  l'infini.  (La 
courbe,  dans  ce  cas,  ne  peut  être  qu'une  parabole.) 

Fig.  /,8. 


Les  constructions  précédentes  continuent  à  s'appli- 
quer en  considérant  deux  des  sommets  du  pentagone 
formé  par  les  cinq  tangentes  données;  soient  D  et  E 
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comme  situés  à  rinfini  sur  les  côtés  extérieurs  PX,  PY 
du  quadrilatère  complet,  dont  les  quatre  côtés  sont  les 
tangentes,  restant  à  distance  finie  {fig*  43)* 

a**  Construire  une  conique,  connaissant  quatre  de 
ses  points  et  une  de  ses  tangentes. 

Desargues.  —  Considérons  le  quadrilatère  inscrit 
ÂBCD,  dont  les  quatre  sommets  sont  les  quatre  points 
donnés,  et  soit  RS  la  tangente  donnée  {Jig*  49)-  Les 
couples  de  points  P  et  Q,  B  et  S,  où  la  tangente  est  ren- 
contrée parles  couples  des  côtés  opposés  du  quadrilatère, 
déterminent  une  involution  dont  font  partie  les  points  de 

Fig.  49. 


rencontre  de  la  tangente  et  de  la  conique,  et,  comme  ces 
points  se  réduisent  à  un,  puisque  la  droite  est  tangente, 
le  point  de  contact  est  Tun  des  points  doubles  de  cette 
involution.  On  pourra,  d'après  cela,  déterminer  le  point 
de  contact  et  Ton  est  ramené  au  cas  où  Ton  donne  cinq 
points;  comme  Tinvolution  a  deux  points  doubles,  il  y 
a  deux  solutions. 

La  tangente  peut  être  donnée  à  l'infini,  (La  courbe 
est  alors  une  parabole.) 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL 

DE  1890; 

Par   m.    s.    RAVIER   {»  ) 
Élève  du  lycée  Condorcet. 


I.  —  Solution  analytique. 

1°  Le  problème  n'a  pas  de  sens  si  le  point  A  est  dans 
le  plan  P.  Nous  pouvons  donc  prendre  pour  tétraèdre 
de  référence  un  tétraèdre  ayant  pour  sommet  le  poiut  A 
et  pour  face  opposée  le  plan  P. 

Soit  alors 

(i)  •^  -^ 

(  -+- iB' zx -^  ^B" xy -^  iCxt-hiCyt-hiCzt  =  o 

Téqualion  de  la  surface,  ei  soient 

\  ax^-^  a'jr^-\-a  z^-hubyz  -\-  9.b'zx  -h  ^b'xy  :=o 

les  équations  ponctuelles  de  la  conique. 

Son  équation  tangentielle  à  Tintérieur  du  plan  P 
sera 

(  3  )      a  ^^-  H-  a'  i>»  -h  a'  w»  -h  2  p  t'tv  -4-  2  P'  wu  -h  2  p*  Mi»  =  o, 

a,  a',  a"  et  fi,  jâ',  p"'  étant  égaux  à  [si  Ton  désigne  par  A 
le  discriminant  de  Téquation  (2)] 


et 


d\ 

d\ 

(^A 

da 

Oa" 

tki' 

1  d\ 

1    01 

I    ôl 

2  db' 

2  ôb'  ' 

•lob" 

(  '  )  Cet  cicvc  a  obtenu  le  prix  d'honneur. 


(6.5) 
Cela  étant,  soit 

(4)  iix  -\-vy  -Jr  wz  =  t 

réqualiou  du  plan  des  points  a^ya^^a^' 

L'équation  du  cône,  ayant  pour  sommet  A  et  pour 
base  Tintersection  de  ce  plan  avec  la  quadrique,  s'ob- 
tient en  éliminant  t  entre  les  équations  (i)  et  (4)^  ce 
qui  donne 

I  A  rr*  H-  A'^*  -+-  A'-a*  -+-  2  Byz  h-  2  B'  5^  h-  2  B'ay 

I  -h(aarH-P7-h  w5)(2Ca?-h  2C'^-h2G*^)=  o. 

Son  intersection  avec  le  plan  P  aura  précisément  ja 
même  équation. 

Cette  intersection  est  une  conifjue  telle  qu*il  existe 
un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  conique  C  qui  lui 
soit  inscrit. 

On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  est  que  le  second  coefficient  de  Téqua- 
tion  en  \  des  coniques  représentées  par  les  équations 
(2)  et  (5)  soit  nul  (*). 

Ecrivons  cette  condition;  elle  est 

a(A  +  2Ga)-ha'(A'H-2G>')H-a'(A'-4-2C''«') 
H-2p(B-i-C"p-+-C'(vj-f-2p'(B'-+-Giv-hC'K.) 

+  2?'(B'^-G'a-^Cr)=o. 

Cette  équation  en  u,  (^,  w  est  Téquation  tangenlielle  de 
Tenveloppe  du  plan  /i|,  ^2,  ^3. 

Comme  elle  est  du  premier  degré,  le  plan  «i,  «2?  ^3 
passe  par  un  point  fixe. 

Les  coordonnées  de  ce  point  sont  les  coefficients  de 
fi,  v^  (V,  et  le  terme  connu  de  son  équation  tangentielle, 
ce  dernier  changé  de  signe,  puisqu'on  a  pris  pour  le 

(')   Voir  Salmon.  Sections  coniques. 
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plan  la  forme  d'équation 

itx  -h  vy  -^  wz  =  t. 
Ce  sont 

ar  =  a(aG-h?'G'-h?'G'), 

y= » 

«= , 

<=-(aA-ha'A'+a''A'-+-apB-4-2p'B'-^2p''B'). 

Il  est  à  remarquer  que  t  est  nul  et  que  le  point  IVl  est 
dans  le  plan  P,  précisément  quand 

a  A  -+-  a'  A'  -4- . . .  =  o  ; 

c'est-à-dire  quand  il  existe  un   triangle   conjugué  par 
rapport  à  la  conique  C,  qui  soit  inscrit  dans  la  section 
de  la  surface  S  par  le  plan  P. 
Cela  peut  servir  de  vérification. 

Remarque.  —  Le  plan  polaire  de  M,  par  rapport  au 
cône  d'équation  (t2),  a  pour  équation 

(A)  aar(aC-Hp'G'-+-P''C')-+-...=  o. 

Le  coefficient  de  x^  dans  le  premier  membre  de  cette 
équation,  est  égal  à 

G(aa  -+-  6'p'-4-  6'p')-4-  G'(aP'-f-  6'?  -+-  6' a') 

-+-G''(ap'-h6V-4-^''P). 

Si  Ton  se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  voit  que 

«a +è'P'  +  ô''p'=  A, 

a^'+t'a-^b'^  =o; 

ce  coefficient  se  réduit  donc  à  C  A. 

A  étant  ^  o,  sans  quoi  la  conique  C  serait  un  système 
de  deux  droites,  ce  qui  n'est  pas  supposé,  on  peut  divi- 
ser tous  les  coefficients  du  premier  membre  de  l'équa- 
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tion  (À)  par  A  et  elle  devient  alors 

On  déduit  de  là  que  M  est  le  pôle,  par  rapport  au 
cône  d'équatiou  (22),  du  plan  tangent  à  S  en  A. 

a^  Soient  Ci  =  o,  62=  o  les  équations  tangentielles 
de  deux  coniques  circonscrites  au  quadrilatère. 

L'équalion  de  C  sera  de  la  forme 

G,-hXCi  =  o. 
Les  coordonnées  du  point  M  seront 

,=  Jc^A^l±^+C'...-HC'...l. 
|_      (>(a,-t-Xa,)  y 

^  =  a( ). 

«  =  a( ), 

L      d(a,-4-Xai)  J 

Les  dérivées  de  A  sont  du  second  degré  par  rapport 
à  X,  puisque  ce  sont  des  fonctions  du  second  degré  des 
coefficients  de  Téquation  ponctuelle  de  C;  donc  les  va- 
leurs trouvées  pour  Xjy^  z,  t  sont  fonctions  du  second 
degré  d'un  même  paramètre  variable  X;  donc  le  lieu 
est  une  conique. 

3°  Soient 

r,=  o,        r,=  o 

les  équations  tangentielles  de  deux  coniques  inscrites 
au  quadrilatère  ;  F  sera  de  la  forme 

Ti  -h  Xr,  =  o. 
Les  coordonnées  du  point  M  seront 

ar  =  2[G(a, -h  Xa,)H- C. . .-+.  C . .), 

y= y 

^= , 

/  =  — [A(ai-HXx,)H-...J. 
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X  entrant  au  premier  degré  dans  les  quatre  équations, 
le  lieu  est  une  droite. 

II.  —  Solution  géométrique. 

I  °  La  première  partie  peut  se  déduire  du  théorème  de 
Frégier,  étendu  à  l'espace. 

II  suffit  pour  cela  de  faire  une  transformation  liomo- 
graphique  de  la  figure  donnée,  telle  que  la  couiquc  C 
devienne  le  cercle  de  l'infini,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible. 

Dans  la  figure  obtenue,  le  trîèdre  A(A|A2As)  sera 
assujetti  à  être  tri  rectangle,  et  par  suite,  d'après  le  théo- 
rème de  Frégier,  le  plan  ^la^as  passera  par  un  point 
fixe  de  la  normale  en  A  à  la  surface  S. 

Mais  cette  normale  est  la  droite  qui  joint  A  au  pôle, 
par  rapport  au  cercle  de  l'infini,  de  l'intersection  du 
plan  tangent  en  A  avec  le  plan  de  l'infini. 

On  en  déduit  homographiquement  que,  dans  le  pro- 
blème proposé  : 

Le  point  M  est  sur  la  droite  qui  joint  A  au  pôle,  par 
rapport  à  la  conique,  de  V intersection  D  du  plan  tan^ 
gent  en  A  a\;ec  le  plan  P. 

Autrement  dit  (en  désignant  par  K  le  cône  qui  a  pour 
sommet  A  et  pour  base  la  conique)  : 

Le  point  M  est  sur  la  polaire  du  plan  tangent  en  A 
à  la  surface  S,  par  rapport  au  cône  K. 

7?  Supposons  maintenant  que  la  conique  C  varie  en 
passant  par  quatre  points  fixes  «,  b,  c,  d. 

On  sait  que,  dans  ces  conditions,  le  pôle  par  rapport 
à  elle  d'une  droite  fixe  de  son  plan  décrit  une  conique. 

Le  pôle  de  la  droite  D,  en  partîculier,  en  décrira  une, 
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et  la  droite  qui  le  joint  au  point  A  engendrera  un  cÂne 
du  second  ordre. 

Donc  le  lieu  cherché  est  déjà  sur  un  cône. 

Considérons,  d'autre  part,  le  triangle  diagonal  A'^, 
Aj,  A3  du  quadrilatère  a&c^.  Tl  est  fixe  et  fait  partie, 
quelle  que  soit  la  conique  C,  des  trièdres  A(A4  A2A3) 
assujettis  aux  conditions  de  Ténoncé.  Le  point  M  est 
donc  constamment  dans  le  plan  a\a^a^  correspondant. 

On  déduit  de  là  que  le  point  M  se  déplace  sur  une 
conique. 

3^  La  marche  de  la  démonstration  est  identique  à 
celle  de  2®,  mais,  au  lieu  d'une  conique  et  d'un  cône,  on 
a  une  droite  et  un  plan. 

Remarques.  —  Les  propriétés  des  coniques  relatives 
aux  polaires  étant  projectives,  les  résultats  de  la  pre- 
mière partie  de  la  question  ne  sont  pas  changés  si  Ton 
remplace  la  base  C  du  cône  K  par  une  autre. 

On  déduit  de  là  qu'on  aurait  pu  modifier  Ténoncé  de 
la  manière  suivante  : 

Si  Von  considère  une  surface  du  second  ordre  et  un 
cône  ayant  pour  sommet  un  point  A  de  cette  surface  : 

1°  Les  plans  coupant  la  quadrique  S  suivant  des  co- 
niques circonscrites  à  des  triangles  conjugués  par 
rapport  au  cône  K  passent  par  un  point  fixe  M. 

2^  Quand  le  cône  K  se  déforme  en  conservant  quatre 
génératrices  fi j:(f s,  M  décrit  une  conique. 

3°  Quand  le  cône  K  se  déforme  en  restant  inscrit 
dans  un  angle  polyèdre  de  quatre  faces  fixes,  M  décrit 
une  droite. 


(  620  ) 

TABLE  DES  MATIÈRES  PAR  ORBRE  MÉTBODIQUB 

(TOME  IX,  3-  SÉRIE). 


Algèbre. 

1.  Sur   quelques  perfectionnements  dont   serait  susceptible 

Texposition  de  U  théorie  des  quantités  négatircs;  par 

MM.  Ch.  Méray  et  Ch.  Biquier 5o 

2.  Sur  les  séries  récurrentes;  par  M.  M.  d'Ocagne gS 

3 .  Théorème  de  d'AIembert  ;  par  M.  E.  A  migues 1 16 

4.  Note  sur  le  théorème  de  Sturm;  par  M.  B,  NiewenglowskL  t6i 

5.  Remarque  sur  le  cas  douteux  relatif  à  certains  caractères 

de  convergence  des  séries  ;  par  M.  G,  Fouret aaa 

6.  Démonstration   et    applications  d'un    théorème  de  Liou- 

yille  sur  l'élimination  ;  par  M.  G,  Fouret 358 

7.  Nouvelles   remarques   sur  divers    articles  concernant  la 

théorie  des  séries  ;  par  M.  E.  Cesaro 353 

8.  Nouvelle  méthode  de  discussion  de  l'équatioa  en  S  ;  par 

M.  Ch,  Brisse 367 

9.  Sur  les  équations  binômes;  par  M.  Ch.  Biehler 47^ 

10.  Méthode  élémentaire  pour  étudier  les  variations  des  fonc- 
tions continues.  Maximums  et  minimums;  par  M.  L,  Afa- 
leyx ». 5o2 

U.  Formule  de  VVaring;  par  M.  Auric 56i 

12.  Quelques   théorèmes  sur  les  coefficients  binomiaux;  par 

M.  /.  Tano 564 

13.  Sur  la   mélhode  d'approximation  de  Newton;  par  M.  G. 

Fouret 567 

14.  Sur  la  somme  des  puissances  semblables  des  n  premiers 

nombres;  par  M.  £*.  Z)a/>orc^ 594 

Géonétrie  pure. 

15.  Remarques  sur  la  question  proposée  au  concours  général 

de  1889 ;  par  M.  G.  Leinekugel 4* 

16.  Note  de  Géométrie  descriptive;  par  M.  H.-P.  du  Motel..»  47 

17.  Théorème  de  Géométrie  cinématique  ;  par  M.  A.  Mannheim.  227 

18.  Étude  géométrique   des   propriétés  des  coniques,  d'après 

leur  dcfiniiion  ;  par  M.  L.  Maleyx.      240,  3i8,  4^4}  484  et    596 

19.  Démonstration  des  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  sur 

les  hexagones  inscrits  et  circonscrits;  par  M.  P.  Soulier.     Saq 


(621     ) 

tiéoBélrie  aoaljliqoe  a  deux  et  à  trois  dimensioDS. 

20.  Remarques  au  sujet  du  théorème  de  Carnot;  par  M.  C»-A. 

taisant 5 

21.  Solution   de   la    question    proposée  au    concours    général 

en  1889 y  P^r  M.  Papelier 35 

22.  Réalisation  et  usage  des  formes  imaginaires  en  Géométrie; 

par  M.  M,  Marie 60,  161,  375,  435  et    5o8 

23.  Le  théorème  de  Dupuis  et  la  cyclide  de  Dupin;  par  M.  E. 

Marcliand 98  et    i83 

24.  Note  sur  un  théorème  de  M.  Humbert  et  sur  un  théorème 

de  M.  Fouret ;  par  M.  E,  Borel i23 

25.  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales  propo- 

sée au  concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques 

de  1889  ;  par  M.  Gambey 1 29 

26.  Sur  l'aberration  de  courbure;  par  M.  Husquin  de  Bké- 

ville i38 

27.  Sur  la  courbure  d'une  podaire;  par  M.  Husquin  de  Bhé- 

ville .• i/Jo 

28.  Remarques  sur  l'osculation  ;  par  M.  E.  Cesaro 143 

29.  Concours  pour  les  bourses  de   licence   (Toulouse,  1888); 

solution  par  M.  Barisien 200 

30.  Propriétés  focales  des  coniques  et    des  quadriques;  par 

M.  S.  Ravier 233 

31.  Démonstration  et  applications  d'un  théorème  de  Liouville 

sur  l'élimination  ;  par  M.  G.  Fouret 258 

32.  Deux  théorèmes  généraux  sur  les  trajectoires  des  points  et 

les  enveloppes  de  droites  dans  le  plan;  par  M.  M.  d'O- 
cagne 289 

33.  Relations  entre  la  distance  d'un  point  P  du  plan  d'une  co- 

nique au  foyer  et  les  rayons  vecteurs  des  pieds  des  nor- 
males abaissées  du  point  P  sur  la  courbe;  par  M.  C-B.-J, 
Kallenberg  van  den  Bosch 395 

34.  Solutions  des  questions  proposées  pour  l'admission  à  l'É- 

cole Centrale  en  1888;  par  M.  Ch.  Brisse l\oZ  et    t^io 

35.  Quelques    propriétés   générales    des    courbes    algébriques 

obtenues  au  moyen  des  coordonnées  parallèles;  par  M.  M, 
d'Ocagne 44^ 

36.  Addition  à  une  Note  sur  une  application  des  coordonnées 

parallèles;  par  M.  M.  d*Ocagne 47^ 

37.  Contact  de  deux  quadriques;  par  M.  E.  Carvallo 586 

38.  Solution    de   la   question    proposée    au   concours  général 

de  1890 ;  par  M.  5.  Ravier 6i4 


(    6'2%    ) 


Calcul  dirrérenliel  el  intégral. 

t'aget . 

39.  Théorie    des    systèmes    triples    de    pseudo-surfaces;    par 

M.  l'abbé  Issaly 204 

40.  Sur  Tétude  intrinsèque    des  surfaces  réglées;  par  M.  E, 

Cesaro 294 

41.  Sur  les  trajectoires  orthogonales  d'une  ligne  mobile;  par 

M.  Geminiano  Pirondini 297 

42.  Sur  une  propriété  du  cylindre  droit  ayant  pour  directrice 

une  spirale  logarithmique  ;  par  M.  Ch.  Robert 392 

43.  Solution  des  questions  proposées  pour  la  licence  en  juil- 

let 1889,  à  Hennés  ;  par  M.  G.  Maupin '^10 

44.  Application  des  coordonnées  intrinsèques.  Caustiques  par 

réflexion  ;  par  M.  Balitrarid 47^ 

45.  Note  sur  l'intégrale   /      e—"*  du;  par  M.  Stieltjes 479 

46.  Recherche  de  quelques  courbes  planes  par  l'intermédiaire 

de  leurs  développées  ;  par  M.  V.  Janiet 49^ 

47.  Recherche  d'une  équation  des  surfaces  moulures;  par  M./*. 

de  Sanctis 552 

48.  Démonstration  des  formules  de  Frenet;  par  M.  J,-B,  Po- 

nxey 559 

Mécanique. 

49.  Principes  généraux   sur  le  choix  des  unités  ;  par  M.  /. 

Bertrand 21 

50.  Sur  le  problème  de  Mécanique  proposé   à  Tagrégation  en 

1889  ;  par  M.  A,  de  Saint-Germain ....  « 118 

51.  Sur  l'équilibre  d'élasticité  d'une  enveloppe  sphérique  ;  par 

jM.  E.  Fontaneau 455 

52.  Sur  te  problème  de  Mécanique  proposé  à  l'agrégation  en 

1890 ;  par  M.  A.  de  Saint-Germain 546 

Qiestions  proposées. 

53.  Questions  1591  à  1592 20 

54 .  Question  1593 49 

55.  Question  1594 239 

Snjels  de  conposition  donnés  à  divers  concours. 

50.    Vgrégation  des  Sciences  maLhémaliqucs  (concours  de  1889 

et  de  i8yo  ) 338  el    5jo 


(G.3  ) 

rages 

57.  Agrégalion  de  rEoseignemeat  secondaire  spécial  (concours 

de  1889) 3^0 

58.  Concours  d'admission  à  TÉcole  Normale  supérieure  en  1889 

et  en  1890 34a  et    538 

59.  Concours  d'admission  à  l'École  spéciale  militaire  en  1889 

et  en  1890 344  et    544 

60.  Concours  pour  les  bourses  de  licence  (Paris,  1889) 345 

61.  Concours  d'admission  à  l'École  Centrale  en  1889  et  en  1890. 

346  et    539 

62.  Concours  général  de  1889 35i 

63.  Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  1890.... 

417  et    537 

64.  Programme  du  concours  d'agrégation  des  Sciences  mathé- 

matiques pour  1 891 53a 

lUéUiges. 

65.  Errata  aux  Tables  de  logarithmes  de  SchrOn 1 15 

66.  Bibliographie aa8 

67.  Publications  récentes 4^0 

68 .  Correspondance 558 


QBCstioos  résolues. 

69.  Question  1566;  par  M.  H.  Brocard 1 J7 

70.  Questions  1591  et  1592;  par   M.  C.-B.-J.  Kaltenberg  van 

den  Bosch 159  et  198 

71.  Question  1591;  par  M.  E,  Pellegrin 3-3 

72.  Question  1592 ;  par  M.  Audibert 37^ 

73.  Question  1593 ;  par  M.  Louis  Bosi 556 


■  Ba«' 


(  624  ) 


TABLE  DES  AUTEURS  PAR  ORBRE  ALPHABÉTIOVE 

(TOME  IX,  3-  SÉRIE). 


Amigues  (E.).  3. 

Auric,  11. 

Audibert,  72. 

Balilrand,  44. 

Barisien,  29. 

Bertrand  (J.),  49. 

Biehler  (Ch.),9. 

Borel  (E.),  24. 

Bosi(L.),  73. 

Brisse(Ch.),  8,34. 

Brocard  (H.),  69. 

Carvallo  (E.),  37. 

Cesaro  (E.),7,  28,  40. 

Duporcq  (E.),  14. 

Fontaneau  (E.),  51. 

Fouret  (G.),  5,  6,  13,  31. 

Gambey,  25. 

Husquin  de  Rhéville,  26,  27. 

Issaiy,  39. 

Janiet(V.),  46. 

Kallenberg  van  den  Bosch, 33,  70. 

Laisant  (C.-A.),  20. 

Leinekugel  (G.),  15. 


Maleyx  (L.),  10,  18. 
Maonheim  (A.),  17. 
Marchand  (E.),  23. 
Marie  (M.),  22. 
Maupin  (G.),  43. 
Méray  (Ch.),  1. 
Motel  (H.-P.  du),  16. 
Niewenglowski  (B.),  4. 
Ocagne  (M.  d'),  2,  32,  35,  36. 
Papelier,  21, 
Pellegrin  (E.),  71. 
Pirondini  (G.),  41. 
Poiney  (J.-B.),  48. 
Ravier  (S.),  30,  38. 
Riquier  (Ch.),  1. 
Robert  (Ch.),  42. 
Saint-Germain  (A.  de),  50,  52. 
Sanclis(P.  de),  47. 
SchrOn,  65. 
Soulier  (P.),  19. 
Stielljes,  45. 
Tano  (J.),  12. 


(On  a  mis  à  la  droite  de  chaque  nom  d'auteur  les  numéros  de  la 
Table  précédente  auxquels  il  faut  se  reporter  pour  trouver  les  titres 
des  Mémoires  et  Tindication  des  pages  correspondantes.) 


15851       Paris.  -Impr.  GAUTlIIbR-VILKARS  ET  FILS,  quai  des  Grands- Augasiins,  &s. 


LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI   DES  GBANDS-AUGUSTINS,   55,   A  PARIS. 


Edtoi  franco  dam  toalo  l'Union  postale  contre  mandat  de  poste  on  Taleor  mr  Parts. 


TRAITÉ 


DB 


PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE, 

Par  m.  Emile  MATHIEU, 
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SEPT  BEAUX  VOLUMES   IN-4i   SE  VENDANT   SÉPARÉMENT  : 

I.  Cours  de  Physique  mathématique,  oa  Introduction  a  la  Physique  ma- 

thématique ;  Méthodes  d'intégration.  In-4  ;  1878 i5  fr. 

II.  Théorie  de  la  capillarité.  Ia-4  ;  i883 10  fr. 

Ill-iy.  Théorie  du  potentiel  et  ses  applications  a  l'Électrostatique  et 

au  Magnétisme. 

Première  Partie.  —  Théorie  du  potentiel,  In-4  ;  i885 9  fr. 

Seconde  Partie.  —  Électrostatique  et  Magnétisme,  In-4  ; 

1886 la  fr. 

V.  Théorie  de  l'ëlectrodynamiqub.  In-4;  '888 i5  fr. 

VI-VII.  Théorie  de  l'Élasticité  des  corps  solides. 

Première  Partie.  —  Considérations  générales  sur  l'élas- 
ticité. —  Emploi  des  coordonnées  curvilignes.  —  Pro- 
blèmes relatifs  à  l'équilibre  d'élasticité.  —  Plaques 

vibrantes.  In-4  ;  1890 11  fr. 

Seconde  Partie.  —  Mouvements  vibratoires  des  corps 
solides.  —  Équilibre  d'élasticité  des  lames  courbes  et 
du  prisme  rectangle.  In-4  ;  1890 9  fr. 


Les  deux  Volumes  publiés  en  dernier  lieu,  Tomes  VI  et  VII,  Théorie  de 
l'elcLsticité  des  corps  solides,  contiennent  les  matières  suivantes  : 

Table  des  Hatiôrea  du  Tome  VI. 

Chap.  I.  Considérations  générales  sur  l'élasticité  des  corps  solides.  Défi- 
nition des  forces  élastiques.  Equations  exprimant  l'équilibre  d'élasticité  d'un 
corps  solide.  Equations  de  son  mouvement  vibratoire.  Distribution  des  forces 
élastiques  autour  de  chaque  point  d'un  corps  solide.  Détermination  des  forces 
élastiques  principales.  Déformations  très  petites  d'un  corps  solide.  Ellipsoïde 
des  dilatations.  Expressions  des  composantes  des  forces  élastiques  au  moyen  des 
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déformations.   Travail   élémentaire  des  forces  élastiques.  Réduction  à  21  du 
nombre  des  coefficients  des  expressions   des  composantes  élastiques.  Forme 
générale  des  équations  de  Télasticité.  Cas  où  le  corps  possède  un  axe  d'isotropie. 
Cas  où  il  est  isotrope.  Cas  où  il  a  un  plan  de  symétrie.  Sur  l'hypothèse  de 
l'attraction  mutuelle  des  molécules  d'un  corps  solide  suivant  une  fonction  de  la 
distance.  —  Chap.  II.  Corps  isotropes.  Solutions  de  quelques  problèmes  sur 
réquilibre  d'élasticité  de  ces  corps.  Equations  de  l'équilibre  d'élasticité.  Corps 
soumis  à  une  pression  uniforme  sur  toute  sa  surface.  Allongement  d'un  corps 
prismatique  par  la  traction.  Travail  des  forces  élastiques.  Sphère  creuse  sou- 
mise à  une  pression  intérieure  et  à  une  pression  extérieure.  Equilibre  d'élasticité 
d'un  cylincfre  creux.  Sur  la  valeur  du  rapport  des  deux  constantes  d'élasticité. 
—  Chap.  III.  Torsion  et  flexion  des  prismes  ou  cylindres.  Torsion  d'une  tige 
circulaire  ou  elliptique.  Torsion  d'un  prisme  à  base  rectangle.  Sur  la  torsion 
de  différents  cylmdres.  Torsion  et  flexion  simultanées  de  cylindres  dont  la 
section  est  (quelconque.  Résolution  des  équations  din*érenticlles  de  ce  problème. 
Décomposition  de  la  déformation  totale  en  déformations  partielles.  Application 
de  la  théorie  précédente  aux  problèmes  de  la  pratique.  Cas  où  la  section  du 
cylindre  a  des  axes  de  symétrie.  Flexion  du  cjiincire  elliptique.  Flexion  du 
prisme  rectangle.  Recherches  de  Tellipsoïde  d'élasticité  dans  un  cylindre  fléchi 
et  tordu.  Conditions  de  résistance  à  imposer  aux  corps  solides.  Conditions  de 
résistance  permanente  d'un  cylindre.  —  Cuap.  IV.  Equations  de  Vélasticité 
en  coordonnées  curvilignes.  Rappel  des  principes  de  la  théorie  des  coordonnées 
curvilignes.   Expressions   des   dilatations,   des  glissements  et  des  rotations. 
Expressions  des  forces  élastiques  à  l'intérieur  d'un  corps  isotrope.  Travail  des 
forces  élastiques  dans  ce  corps.  Equations  de  l'équilibre  d^^lasticité  dans  ce  corps. 
Equations  de  l'élasticité  en  coordonnées  provenant  d'un  système  de  surfaces 
et  de  lignes  orthogonales  à  ces  surfaces.  Equations  exprimant  l'équilibre  des 
forces  élastiques.  Démonstitition  géométrique  des  équations  précédentes.  Equa- 
tions de  l'élasticité  en  coordonnées  cylindriques.  Ces  équations  en  coordonnée*^ 
sphériqucs.  —  Chap.  V.  Déformations,  qui  ne  sont  pas  très  petites,  des  tiges 
minces.  Equilibre  des  forces  élastiques  sur  la  tranche  d'une  tige  qui  est  droite 
à  l'état  naturel.  Détermination  du  rayon  de  courbure  de  l'axe  de  la  lige.  Equa- 
tions de  l'équilibre  d'une  tige  droite  par  rapport  à  des  axes  fixes.  Emploi  des 
formules  de  la  flexion  et  de  la  torsion.  Déformation  d'une  tige  primitivement 
courbe.  Equilibre  d'une  tige  primitivement  droite  qui  n'est  sollicitée  par  aucune 
force  extérieure  en  dehors  de  ses  extrémités.  Flexion  d'une  tige  dont  l'axe  est 
une  courbe  plane.  Comment  les  équations  différentielles  de  ce  Chapitre  se  sim- 
plifient, quand  on   suppose   très  petites  les  déformations  de  la   tige   mince. 
Vibrations   transversales,   longitudinales  et  tournantes  des   tiges   droites.   — 
Chap.  VI.  Equilibre  et  mouvement  'vibratoire  des  plaques  et  membranes 
planes.  Expression  du  travail  des  forces  élastiques  aans  une  plaque  plane. 
Equation  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Calcul  du  déplacement  transversal 
dans  la  plaque.  Calcul  du  déplacement  longitudinal.  Forme  des  conditions  aux 
limites  du  mouvement  transversal.  Sur  la  solution  simple  des  équations  du 
mouvement  vibratoire  transversal  des  plaques.  Eauations  de  condition  sur  le 
bord  de  la  plaque,  données  par  Poisson  et  Caucny.  Equilibre  d'élasticité  et 
mouvement  vibratoire  d'une  membrane.  Seconde  solution  du  problème  de  la 
membrane.  Equilibre  d'élasticité  d'une  plaque  circulaire.  Mouvement  vibra- 
toire d'une  plaque  circulaire.  Equilibre  d  élasticité  d'une  plaque  circulaire  dont 
on  maintient  la  déformation  du  bord. 

Table  des  Matières  du  Tome  VII. 

Chap.  VIT.  Ondes  sonores  et  vibrations  des  tiges.  Intégration  d'équations. 
Intégration  des  équations  relatives  au  mouvement  vibratoire  des  corps  solides 
éla«;iiques  indéfinis.  Vitesse  du  son  dans  ces  corps.  Vibrations  longitudinales  des 
tiges  droites.  Vibrations  longitudinales  des  lames  droites.  Comparaison  de  la 
théorie  du  mouvement  longitudinal  des  tiges  et  des  lames  avec  l'expérience. 
Comment  les  nœuds  des  tiges  se  modifient  par  suite  de  la  résistance  de  l'air. 
Vitesse  du  son  dans  un  corps  solide  cylindrique  indéfini.  Vitesse  du  son  dans 
une  plaaue  plane  indéfinie.  Mouvement  transversal  d'une  Jame.  Comparaison 
de  la  théorie  du  mouvement  vibratoire  des  lames  avec  l'expérience.  Remarques 
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sur  les  mouvements  vibratoires  transversaux  des  plaques  rectangulaires.  Pro- 
pagation d'un  mouvement  vibratoire  transversal  dans  une  lame  indéfmie. 
Extinction  du  mouvement  d'une  lame  vibrante.  Vibrations  transversales  d'une 
corde  dont  on  tient  compte  de  la  raideur.  Tiges  vibrant  transversalement.  Cal- 
cul de  Poisson  pour  déterminer  le  mouvement  transversal  d'une  tige  de  section 
circulaire.  Autre  calcul  pour  déterminer  ce  mouvement.  Explication  de  la 
difTércnce  des  résultats  donnés  par  les  deux  calculs  précédents.  Dilatations 
linéaires  produites  dans  la  flexion  d'une  tige  circulaire.  —  Chap.  VIII.  Équi- 
libre d'élasticité  et  mouvement  vibratoire  d'une  lame  courbe.  Détermination 
des  éléments  relatifs  à  la  figure  d'une  lame  courbe.  Expressions  des  compo- 
santes des  forces  élastiques.  Expression  du  travail  de  ces  forces.  Emploi  des 
conditions  relatives  aux  deux  faces  d'une  !lame  courbe.  Cas  où  la  lame  est 
d'épaisseur  constante.  Équations  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  de  la  lame 
droite  d'épaisseur  variable.  Équilibre  de  la  lame  courbe  d'épaisseur  uniforme. 
Sur  l'intégration  des  équations,  du  problème  précédent.  Voûte  cylindrique  cir- 
culaire soumise  à  une  charge.  Équilibre  de  la  lame  courbe  d'épaisseur  variable. 
Mouvement  vibratoire  d'une  lame  courbe.  —  Chai».  IX.  Sur  le  mouvement 
vibratoire  des  cloches.  Détermination  des  cléments  relatifs  à  la  figure  d'une 
cloche.  Expressions  des  forces  élastiques.  Travail  des  forces  élastiques.  Équa- 
tions du  mouvement  vibratoire  de  la  cloche.  Mouvement  vibratoire  simple. 
Mouvement  vibratoire  tangentiel  d'une  cloche  quelconque.  Mouvement  vibra- 
toire tangentiel  d'une  cloche  sphérique.  Emploi  d'une  fonction  désignée  par 
4>(m,  ^s,/w).  Mouvement  vibratoire  le  plus  général  d'une  cloche  sphérique. 
Intégration  des  équations  différentielles  du  problème  précédent.  Cas  particulier. 
Conditions  aux  limites.  —  Chap.  X.  Sur  Véquilibre  d'élasticité  d'un  prisme 
rectansle.  On  examine  ce  problème  dans  le  cas  où  il  ne  dépend  que  cfe  deux 
dimensions.  Comment  le  problème  peut  se  partager  en  plusieurs  autres.  Pro- 
blème A.  Poutre  également  pressée  sur  deux  faces  opposées.  Introduction 
de  séries.  Élimination  de  la  moitié  des  coefficients  de  ces  séries.  Détermina- 
tion des  coefficients  restants  B„,  !)»>„.  De  la  convergence  des  séries  désignées 
par  la  lettre  A.  Convergence  des  séries  qui  représentent  la  dilatation  de 
volume.  Résumé  de  la  solution  du  problème  A.  Sur  le  calcul  numérique  des 
fonctions  A,,  A,,  ...  du  problème  A  pour  un  prisme  droit  à  base  carrée.  Pro- 
blème B.  Poutre  soumise,  sur  une  face,  à  une  pression,  et,  sur  la  face  opposée, 
à  une  tension  égale  à  cette  pression.  Élimination  de  la  moitié  des  coefficients 
des  séries.  Détermination  des  coefficients  restants  B„,  iJÎ)^.  Résumé  de  la  solu- 
tion du  problème  B.  Equilibre  d'élasticité  d'un  prisme  rectangle  dont  les  deux 
bases  sont  appuyées  contre  deux  murs  parallèles  et  verticaux,  et  dont  la  face 
supérieure  est  horizontale  et  pressée  d'une  manière  uniforme.  Sur  le  calcul 
numérique  des  fonctions  A,,  A^,  ...  et  Z,,  Z^,  . . .  du  problème  B  pour  un  prisme 
droit  à  Dase  carrée. 
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EtkTol  fraaco  dans  toute  TUaioa  postale  contre  mandat  de  poste  ou  Taleur  sur  Paris. 


SARRAU  (£.)•  —  Notions  sur  la  Théorie  des  q[aatemions.  Grand  in-8; 

1889 I  fr.  75  c. 

Extrait  de  la  Rsvue  bibliographique  belge,  (Juin  1889.) 

Uasage  des  qucuemions,  presque  nul  en  France»  malgré  les  efforts  de 
Hotiel,  faisant,  etc.,  s'est  assez  développé  en  Angleterre,  et  Clerk  Maxwell 
s'en  est  servi  dans  son  Ouvrage  sur  l'Electricité  (^).  Il  fallait  dispenser  les 
lecteurs  français  de  ce  livre  d'étudier  les  volumineux  traités  d'Hamilton, 
de  Tait,  etc.  ;  voilà  pourquoi  M.  Sarrau  a  rédigé  une  petite  exposition,  infi- 
niment claire  et  nette,  de  ces  idées  à  l'abord  un  peu  étrange.  Il  rattache 
les  quaternions  à  la  conception  plus  générale  des  quantités  complexes,  clefs 
algébriques,  etc.,  et  éclaircit  ensuite  cet  exposé  par  l'interprétation  géo- 
métrique. Les  principales  règles  du  Calcul  des  quaternions  sont  condensées 
en  quelques  pages  nourries  d'idées,  puis  viennent  les  applications  à  la  Géo- 
métrie Tcouroure,  torsion)  et  à  la  Mécaniaue  (mouvement  relatif,  rotation 
autour  aun  axe,  d'un  point,  déformation  d  un  milieu  solide).  Celui  qui  veut 
acquérir  sans  trop  de  peine  l'usage  de  cet  instrument,  précieux  par  son 
laconisme,  ne  peut  choisir  un  meilleur  guide.  Fh.  Gilbert. 

Sommaire. 
Notions  générales  sur  les  quantités  complexes.  Principes  du  Calcul  des  qna- 
ternions.  Interprétation  géométrique  du  Calcul  des  quaternions.  Différentia- 
tion  des  fonctions  de  quaternions.  Applications  géométriques.  Applications 
cinématiques.  Applications  mécaniques  et  physiques. 

SARRAU  (£  ),  membre  de  l'Institut.  —  Notions  snr  la  théorie  de  l'élas- 
ticité. In-8  ;  1889 I  fr.  5o  c. 

Extrait  de  la  Revue  bibliographique  belge,  (Juin  1889.) 
L'éminent  géomètre  présente  un  résume  des  principes  de  la  théorie  de 
l'élasticité  :  tensions  intérieures  dans  un  milieu  solide  en  équilibre  d'élas- 
ticité, équations  de  l'équilibre  et  du  mouvement  d'un  tel  système;  étude 
des  déformations  très  petites,  ellipsoïde  d'élasticité  et  ellipsoïde  de  dilata- 
tions; équilibre  d'une  couche  spnérique  ou  cylindrique;  propagation  des 
mouvements  vibratoires  en  ondes  planes,  application  a  la  lumière.  C'est  un 
exposé  rapide,  mais  très  substantiel  et  très  clair,  des  principes  essentiels 
de  cette  théorie  si  importante.  Les  formules  fondamentales  sont  tirées  de 
l'équilibre  du  prisme  rectangle  et  du  tétraèdre  infiniment  petits  :  la  mé- 
thode de  Kirchhoff  nous  semble  un  peu  plus  rigoureuse.    Ph.  Gilbert. 

Sommaire. 
Théorie  des   tensions  intérieures.   Déplacement  général   d'un   système   de 
points.  Expressions  des  tensions  dans  un  système  élastique  déformé.  Equations 
de  l'équilibre  et  du  mouvement  intérieur  pour  les  systèmes  isotropes.  Exem- 
ples dVquilibre. 
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lytechuique,  Ingénieur  des  "Télégraphes,  avec  Notes  et  éclaircissements  p^r 
MM.  Cornu,  membre  de  l'Institut,  et  Potier,  Professeur  à  l'iicole  Polytech- 
nique, et  suivi  d'un  Appendice  sur  la  Théorie  des  quaternions,  par  M.  E. 
Sarrau,  membre  de  l'Institut,  Professeur  à  l'École  Polytechnique.  Deux  forts 
volumes  grand  in-8,  avec  figures  et  ao  planches  dans  le  texte  ;  1886-1889. 
Prix  :  3o  fr. 
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